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I. 

Der  LiebCftÜier  wird  ia  Zostande  des  Gleicbgewiefatea  gebal- 
t€ii  haoptoächlioh  doreh  abstOMende  Kräfte,  welche  die  eiozelaen 
ThcilcbeD  auf  eioauder  ausüben,  theils  aber  auch  dorch  eine  be- 
sondere Einwirkung,  welche  er  von  Seiten  der  Moleküle  der  pon- 
derabilen  Materie  erleidet«  Im  leeren  Raune  mnss  derselbe  also 
glelch/ormig  verbreitet  sein,  überall  gleiche  Dichtigkeit  und  nach 
allen  Ricbtangen  dieselbe  ElasticitäC  haben.  In  einem  mit  wftgba- 
rer  Materie  erfüllten  Ranme  dagegen  kann  seine  Dtebtigkeit  von 
jener  Terscbieden  sein  und  seine  Blastieität  sieb  mit  der  Richtung 
ändern.  Letzteres  findet  jedoch  nur  bei  denjenigen  crystatlisirten 
Snbstanien  Statt,  deren  primitive  Form  kein  reguläres  Polyeder 
ist.  Diesen  Fall  scbliessen  wir  von  unserer  gegenwärtigen  Be* 
tracbtttttg  ans. 

u.        , 

,  Ein  Aethertbeilcben  sei  um  eine  im  Verbältniss  sur  Entfernung 
der  einseinen  Tbeilchen  von  einander  sehr  kleine  Grösse  C  ans 
der  Lage  seines  Gleichgewichtes  gebracht:  so  wird  die  Gesammt- 
wirknng  der  benachbarten  Tbeilchen  auf  dasselbe  eine  abstossende 
Kraft  sein,  deren  Richtung  durch  die  Gleicbgewichtslagre  jenes 
Tbellchens  \fctht  und  deren  Intensität,  dn  C  ^^^^  klein  ist,  der 
Grosse  £  selbst  proportional  gesetzt  werden  darf«  Ist  also  or  der 
Abstand  des  Tbeilchens  von  der ,  nraprünglichcn  Lage  nach  der 
Zeit  t,  so  ist 

;«i=-^^    (!) 
Thett  IV.  1 
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die  DifferentiolgleichuDg  der  Bewegung,  wo  e  die  Grösse  der  ab- 
stouendeD  Krart  in  der  Einheit  der  Entfernung  aosdröckt  und  offen- 
bar proporfional  der  Elasticität  des  Fluiduma  ist.  Aus  dieser  Glei- 
chung ergibt  sich  folgendes  Integrnl  (s.  Trait^  ^Ument  de  caicul 
diffl^r.  et  integral  par  Lacroix,  4.  edttion  316): 

^  =  a  cos  {$  V^+c)y    (2) 

welches  die  Gesetxe  der  Bewegung  des  Theilcbens  enthält.  Setit 
man  zur  Bestimmung  der  willkübrlichen  Constanten  in  dieser  Glei- 
chung 

ir  =  a  für  ^=0| 

so .4onimi  .  ,,  ;- 

.     c  =  0 
folglich 

jr  =  a  cos  $  V'e    (3) 

wo  a  die  OBcinatioB8-Anipfit«d€*ieB  Theilcbens  bedeutet. 
Die  Schwingungsdauer  t  ist  offenbar  bestimmt  durch  die  Re- 
lation 

»V/J=2jr    (4) 
folglich  ist 

jr  =  a  cos  2?r . 


(5) 


wenn  man  der  Kürze  halber  durch  ±  — a  =  «,  ohne  Unterschied 

des  ZeichenRy  die  grösste  OscillatioBSgeschwitt4igkeit  -* 
Fibrations-Intenaität  —  des  Theilcbens  .  beaeicbnel;  Nimmt 
man  die  Intensität  der  abstossenden  Kraft  in  d«r  Einbtfit  ^er  Eait* 
ferniing  als  Bioheit  an,  so  ist 

und  folglich  (4) 


r-      2» 
«khin 


\/7=^. 


und  obige  Gleicbonglsn  (5)  gehen  unter  dieser  Voraussetzung  über  in 
folgeode:         -         "  * 

«=r»  cos  2»  .  — " 
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Da  T  die  Daner  einer  Öircilfation  f^^dedtet,  so  ist  also  ---  Ute  An- 
zahl der  SehwingUDgeDS»«  wekh«  das  A^tkertlieilcben  während  der 
Zeit  seiner  Bewegung  gemacht  hat.  und  mau  sieht  also,  wie  durch 
Ai%i^  IL'nzfthr  Und  die  8eh#iil]gongsweiie  des*  Th^itehens  seine  €^- 
MhWindigkeit  und  fentferntm^r  't^d  d^r  ursp^iiiiglitthen  Gtehiligb- 
i«>icht6ittger  b^didgf  sind.  Es  sei  tarad  anf  demseibHi  ^trakle-  bmniy- 
lifetlen  lJebfes\&  die  Enlifef fattng  fAntn  zweiten  Aethertheilch^ns'fan 
j^neü'ttild  /die  entspreeliefafdb  LUnge  einer  Aetherw^elle,'  so  ist 

E  ' 

T  =  '*         ■_     ,     , 

die  Ansaht  der  Wellep..  «wischen  beiden  Tb^Uchen»  Da  nnn  nach 
der  Zeit 

^9=2T,  i!3fs2r,  ^ssslr 'tx:m 

die  Bewegimgt'Cimt  in  der  Entfernung  vom  ersten  TieUcbtn  ^ 

B^i,  E^2/,  JSssZi. E  =  Hi 

anlangt:  so  hat  das  erste  Theilchen  also  schon  h  Schwingnogen 
vollbracht,  wenn  jenes  andere  seine  Bewegung  erst  beginnt;  folg^- 
lieh  ist  die  Anzahl  der  Oscillationen  dieses  letzteren  nach  der  Zeit 
i  offi^nbar 

•     .-        #•  t         B 

«nd  :beneiehnet  «  die  Ansachlagaweite  desselben  Theileheas,  so 
siild  also 

Msstm  cos  2»  (-J-  —  y)i 
ef  =  a  sin  2?r  (--  —  -r)! 
die  Gleichungen  seiner  ßewegung.    Ist 

wo  n  eine  gfnnse.Ztfhl  nnd  ^  irgeAd  einen  Tb«il  der  Aetherwelte 
bezeichnet  und  mitbin' 

ist,  so  können  obige  Gleichungen  (^)  auch  unter  die  Form 

^r  =  tt  cos  2yr  {—  —  -^) 

•ffisra  sin  2;r  (-r  ""  "?") 

\  -      •  •   .  •  ' 

i^ebracbt  werden,  da  eine  Verminderung  des  ganzen  Bogens  nm 
itßjf  I99ilfr  dessen  Cosinns.  noel»  Siomt  üad#i^*  Jener  TkeS  9  der 
Aet|ierweIU  hei$sl  die.  Pheae  de»  viWireeden  Tbtildiens. 


(«) 
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«    Aus  den  G(eiohuogen  (6)  und  (8)  folgt 

ar»H^ff»=a»     (9). 

.Durchläiift  also  wäbreod  der  ScbwiagttBgsdauer  eines  Aethertheil- 
^etifl  eib  Punkt  mit  gleicbförmi^er  Geschwindigkeit  die  Peripherie 
«iaea  Kreises,  dessen  Radiaa  p^leich  ist  der  Schwingungsweite  jenes 
:Theilchens:  so  bezeichnen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  dieses 
Punktes  die  gleichseitige  Geschwindigkeit  und  Btttfernung  des 
Aethertheilchens  von  der  ursprünglichen  Lage  seines  Gleichge- 
wichtes. 

Die  Vibrationen  des  Lichtes  sind,  transversale,  d.  h.  sie  er- 
folffen  senkrecht  zur  Fo.rtpflanzungs- Richtung^,  oder,  was  dasselbe 
heisst.  senkrecht  zum  Lichtstrahl,  liegen  also  in  einer  aaf  letzterem 
normalen  Ebene.  Ein  Strahl,  dessen  Aethertheilchen  alle  nach 
derselben  constunten  Richtung  oseillireilf  heisst  gradlinig  pola- 
risirt.  Die  Gleichungen '('S)  enthalten  die  Gesetze  der  Bewegung 
xjieiner  Theilclien.  Zwei  znsammenfallende  Strahien  sind  senk- 
recht zu  einander  polarisirt,  wenn  ihre  Schwing^ngsrichtun- 
gen  rechtwiiiklig  gegen  einander  sind,  in  Betreff  der  linearen  Po- 
larisa^on  erlauben  wir  uos  auf  Aufsatz  L.  im  L  Theile  des  Ar- 
chiv's  zo  verweisen. 


III. 

Unterliegt  dasselbe  Aethertheilchen  der  Einwirkung  eines  zwei- 
ten ?ihrationsmtemes  von  gleicher  Schwingungsdauer  z,  gleicher 
Wellenlänge  ^  aber  verschiedener  Phase  9,  un^  verschiedener 
^8chwing«ngsweite  a,,  oder,  was  unserer  Voraussetzung  naoh  das- 
selbe heisst,  verschiedener  Intensität  a,',  und  bezeichnen  r,  und  f 
die  Geschwindigkeit  des  Theilchens  und  dessen  Entfernung  von 
der  ursprünglichen  fjSge  «eines  Gleich gewiehtös  nach  der  Zeit  $1 
so  enthalten  die  Gleichungen 

if=a,  CO.  2n  (-f  -  ^)i 

r.=«.  .in2»r(4.-^)\ 

die .  eatsprecbendea  Gesetze  der  Bewegung.  In  Folge  der  Eiowic* 
kung  eines  jeden  dieser  Vibrationssysteme  allein  würde  die  Bewe- 
gung des  Theilchens  geradlinig  und  durch  obige  Gleichungen  (8) 
oder  (lO)  bestimmt  sein.  Wirken  aber  beide  Systeme  gleichzeitig 
auf  das  Theilchen  und  sind  z.  B.  ihre  Vihrationsrichtungen  zu  einan- 
der senkrecht,'  so  ist  die  Bahn  des  Theilchens  eine  ebene  Curve, 
worin 

jt^s=a  cos  2n  ( -y)l 

l        ^      ^"> 
y  =  «i  COS.  2;r  (—  —  ^)^ 

die  gleichzeitiMii  reehtwiiiklij|«n  Coordinaten  des  Aethertheilchens 
ausdrücken,    tuiminirt  smu  oie  Zeit  f  aus  diesen  Gleichungen^  so 
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dia  fikitbittg  der  BaLb  selbsi     Bha  «rhUt  linlioh 


Jl_ 


<>i 


cos  27r 


folglich 


(f,-¥) 


«Jf  (-  —  -f  )  ==  WC  (eoB  =  ^) 

vd  dui^cb  SubtractioD 

2;r  .  ^^  .  ^  ±=  drc  (tos  =  — )  —  drc  (cos  =  ^) 
oder  weBB  moB  anf  jeder  Seite  die  Cosious  ninint'* 

ttad  bieraus  aach  eiaigeo  RedactioneB 
K  H-ft  -äff  c^,  im .t^i^^zün*  «»  «J^    (W). 

Das  Aefthertheilchen  beschreibt  also  im  Allgeneineo  eise  Ellipse^ 
welche  Boter  gewissOB  BediBgBBgeo  in  eiaea  Kreis  übergebea 
kana.  Pflaazea  sieb  also  zwei  Strablea  bonogeaea  Lichtes,  . 
welche  tob  eiaer  Lichtqaelle  aasgehea  aad  seakrecbt  cBeiBaader 
polarisirt  sind,  aacb  derselbeo  Hicataag  fort:  so  ist  jedes  Aether- 
thetlchea  dieser  beideo  zasammenfalleodea  Strahlea  der  gleichsei- 
tigea  Eiawirkaag  zweier  za  eiaaader  orlbogoaalea  Vibratioas- 
Systeme  aaterwonea,  derea  Gleicbaagea  (8)  aad  (10)  seia  mö|^eB, 
BBd  folglich  hört  die  Baba  dea  Theilcbeos  aaf  eiae  grade  Liaie 
zB  seia  aad  gebt  im  Allgemeüiea  ia  eiae  £11  i ose  über,  welche 
widiread  der  Schwiagangsdaaer  t  tob  dem  Tbeilchea  darchlaafeB 
wird.  Der  IJcbtstrahl  gebt  dnrch  die  arsprÜDglicbe  Gleichgewichts*« 
läge,  dea  Mittel^kiakt  der  Kllipse  aad  steht  aormal  aaf  der  Ebeae 
derselbea«  Eia  solcher  Strahl,  dessea  Aetber^beilchea  sich  ia  eiaer 
Ellipse  oder  eiaem  Kreise  bewegeo,  heisst  elliptisch^  oder  kreis- 
förmig  polarisirt  and  ist  im  Allgemeiaeo  also  ideatiscb  aiit 
eiaem  Systeme  zweier  gradlinig  aod  rechtwiaklig  zu  einander  pö- 
larisirtea  Strahlen  von  gemeioscbuftl icher  FortpRaazongsricbtnng, 
aber  verschiedeaea  Ipteasitätea^nad  Phasea. 

IV. 

Die  AJlOBider  von  dem  .AeCkertheikhett  beschriebeaea  ellipti- 
schea  Baba  (12)  fallea  mit  der  Riehtnag  jeaer  >aaf  das  Tbeilchea  >  ^ 
gleicfiieitig  elawirkendea  orthogoaalea  Tibratioassysteme  (8)  aad 
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(tO)  iM  Allgemein^D  tfiekt  zMaameo.  ftettiehaet  «an  ««äirii«!^ 
durcb  Y  den  Winkel,  den  die  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  der  Ab^ 
scissenaze  der  Bahn  bildet,  und  durch  07,^1  die  Coordinaten  der- 
selben Curve  bezoffen  auf  ihre  Azen:  8<^  hat  man  zur  Umformunjr 
der  Gleichunff  (12)  bekanntlich  (s.  Biot  G^om^trie  analytiqae  8. 
^dit.  93)  die  Beziehungen 

^  =  ^,  cos  Y — yi   *i"  y 
y  =  ^»   sin  y  +  yi  cos  y 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  obige  Gleichung  (12)  und  läast 
darauf  die  Accent^  \veg,  sp  nimiot  di^^lbe  folgende  Gestalt  an: 

;r*(a,'  cos'  y  +  a*  sin*  y  —  2aä|  sin  y  c®«  Y  ^^^  -^ 
+  y*(«i*  «'"*  y  +  «'  cos*  /-4-2aa|  sin  1^  cos  y  cos  Ä)     1   .-. 
+  d?y}2sin/  cosy  (a*— o,*)  — 2aa^  cos  ^(cos* /— sin' ;')}| 

==a*a,*  sin*  -^)     * 
"wo  dei*  Kürze  halber 

gesetzt  ist  Soll  nun  diese  Gleichung  die  Ellipse -(12)  bezogen  auf 
ihre  Azen  darstellen,  so  muss 

2siD  /cos  Y  («*—•.«,»)  — 2««,.  fios  J(  cos*  >*-»in*  f)^=0' 

oder. 

sin  2;'(a*  —  a,*)— 2aO|  cos  wl .  cos  2/s=0 

seiu^  voraus 


oder,  wenii  man 
setzt, 


T=^»»«^ 


tang  2;^  =  taog  2ß  .  cos  J.    (U) 

Ternacblässigt  man  die  kleinen  Aenderongen  der  Atisscbhgsweite 
bei  verschiedenen  Aetbertheilchen  desselben  Strahles,  so  nehmen 
alsp)  wenn  man  von  einem  Theilchen  zu  einem  benachbarteti  über- 
geht, nur  q>  und  9>|  um  detiseiben  Theil  der  Welleblünge  zu  oder 
ab;  folglich  bleibt  ihr  Unterschied,  also  auch  der  Winkel  /  der- 
selbe.    Hieraus  schliessen  wir  folgenden  Satz: 

Die  Aetbertheilchen  eines  eltiptiscb  polarisirten  Stahles  be- 
schreiben congruente  Ellipsen  mit  parallelen  Azen. 

Bei  gleichem  Phasen  *- Uptersebiede  nähert  sicbf  im 'AHgomeinen 

der  Winkel  y  uw  so   n^^I^r  j-^  je  weniger   die  Amplitude«   der 
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Sekwittgmigeo    jd   d«D   beiden   %ete«en   fem   «laaDder    eertebie- 
deo  siod. 
Es  «ei 

auf  rechtwiBklige  Coordinaten  belogen  die  Gleichong  einer 'Ellipiiei 
■•  erbält  man  xur  Basti  mm  yng  der  reciproken  Wertbe  P  der  balben 
Azen  der  Cnrve  die  Gleicbung  (s.  ADalytiscb-geometriscbe  ,Enl- 
wickInngen  Von  Flacker.  1S28.  Tbl.  I.  No.251) 

Wendet  man  diese  'Bedingungfigteithntig*  an  ^ur  Besttmmong  der 
Azen  der  Ellipse  (12),  so  ist 

1  1  cos  A 

^ """  «j*  sin»  A^  ^       «'  sin»  A*     ""       aa^  sin»  A 

xn  aetsen,  und  man  bat  n^bin. 

/»^L  «*-»-«>'.  ^    , 1^ ^_^ 

^      Va»»  sin?  A^  ^  ^«?Ä|»  sin»  A 

folglicb 


j-^        «»H-«.»       _^\^(««-H«.')'-^^'«.*  «in»  A     ,.^. 
^  —  Ta^a^^  sin»  A  —  .    \        3«»«,«  sin»  A  ^     ' 

alao 

-        — ^»«,»  sinV>^ 

0^       j>>       l^(^^:^■«.»)»~4«'a,»8^n»i< 
-^  -^1    —  a*«^»  sin»  ^ 

Die  Gleicbnpff^  (15)  .  bestunmt  <{Me  reoiproken  Wertbe  der  balben 
Azen  der  £lli|ise;  die  balben  Axen  selbst  'Q  nnd  0,  sind  also  ge- 
geben darcb  die  Gleicbong 

e»= 2a»«,'sin'.^    '  ^ 

^»^-«,»=f\/(«»\|-«i»}»  — Jla»«,»^in»  .# 

folglich  ist  das  Produkt  der  balben  Azen  der  Ellipse. 

QQ^=aa^  viu  A=:aa^  sin  air.^'^^T    (17). 

..        ,        .    V.        . 

Settt  man  der  Rtirte  halber  in  den  Gleichnngea  (8)  und  (10) 
ier  Mdea  erthegonalen  Vibratieassjmteme. 
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80  T«r«Mifackeii  sich  dMielben  felgeniergestsU 

^  =  a  cos  B^     y=za^  coa  B^ 
vz=sa  stn  B^  r,  =a,   sin  B 

Mithin  ist 

•  (20) 

Ist  ferner  d*  das  Differential  des  Boffens  der  von  dem  'Aetbertbeil« 
dien  beschriebenen  Onrve  und  V  die  Tangentialff^scbwiBdigkeit 
des  TheUobens  im  Pnakte  ofy  seiner  Bahn,  so  ist  (s.  Poisaon  tUß- 
canrque,  ^it^on  2.  145)  / 

und 
also 

oder 

r»  +  r,»=  F'.    (21) 

Ans  (19)  ei^ibt  sich  durch  Differentiation 

djc:=z  —  tt  mn  B  .  dB  =  —  r  .  i/i? 
dy:=t  —  a,  sin  ^^  .  dB^  =s  —  c^,  .  dB^ 

und  da  wibrend  derselben  Zeit  die  Aenderung  der  Phase  des 
Aetbertheilchens  bei  beiden.  Strahlen  dieselbe  ist,  folglieb 

#^  =  1^1 
so  ist  also  auch 

dB^dB, 
und  mithin 


wo  d  den  Winkel  bezeichnet»  den  die  Tangente  im  Punkte  xy  an 
die  Curve  (12)  mit  der  Abscissenaxe  bildet.  Sind  ferner  c  nnd^^ 
die  Winkel,  welche  mit  derselben  Aze  respective  die  Normale  in 
demselben  Punkte  ;ry  und  der  Radius  Vector  Tom  Centrum  der 
Ellipse  nach  diesem  Punkte  machen:  so  ist  («.  Biot  G^omdtrie  ana* 
IjHque,  ^it.  8.  50) 

.  g  sin  ^  V  \ 

:         ^  y       .  «.cos  Bi{ 
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MtdiA  ist  der  Wiokel  ^,  dOB  di^.  beUen  leUt^Mii  I^ioieA  mit  ein^ 
.ander  bilden,, gegeben  durch  den  Aufdruck  (Biet  G^om.  anal.  50) 

tang^=    t^g^-^^g^y    fe>-.^^^*^^y  gx'^^.-^^y    iUi. 
°  1  ^  UDg  I  •  tang  9  v^or  —  ty       .  ty  — >,dr     ^     '^ 

Aus  den  Gleichungen  (20)  und  (22)  erhält  mau 

und  hieran«  durch  Differentiation 

Der  Krännunffshalbmesser  q  in  irgend  einen  Punkte  einer  Ciir?« 
ist  gegeben  durch  den  Ausdruck  XL.acroix  caktti  dift  et  ist^gml 
4L  ditTTö)  .  i 

^= — W — 

Subfttituirt  man  hierin  für  die  beiden  Differential  -  Coeffisienten '  ihrd 
Werthe  ans  (22)  und  (25),  so  kommt        '     ^ 

_{p-^v,^)B^       ^    -     (26) 

Die  Centrifugalkraflt  /^  des  Theilchens  in  demselben  Punkte  keiner 
Bahn.  ist.  bestimmt  durch  die  -fiUicbung  (s.  Poisson  Mdcaniqne  109) 

wenn  mto  fijr  q  seinen  Werth  aus.  der  vorhergehenden  Gleichung 
subsitnift.    Ans  (24)  folgt  '"  ■ 

tanir  ^^^^^-^^^^  = '''^  ♦_W-i->cog>» 
»  ty  —  ViX         cos  *  cos  4>  ' 

mibin 

t 

{vx-^v^yY  cos*  Ä'  =  (fry  — frjor)*  (1  —  cos*  ^). 

=,(t^y— r,d:)*'— (ty  — fr,a?)*  cos»  9"^ 
}(»Jr-*f-  r i^)*  -h  ^  «^  «'^^)M  cos*  . &  ±s  («y^  tr,^)» 
oder  wenn  man  entwickelt 

(«'*  +  !«,'•)  (^'  +  y')  COB*  *  =  W  —  .t'»^)!* 
F»  .  r».  J  OOS»  ^  fia:  («ry  — #,iP)» 
.    Fr  cos  d^zszpy  —  ^x^ 

r  cos*  =3^:9^    (M). 
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Im  Punkte  >y,  dessen  EaitfemuBff  Ten  der  {nage  des  OUicIq;^«« 
wicbtea  r=l/ar'+3f'  ist,  ist  die  besclileuniffende- Kraft,  welche« 
das  Aethei'theilchen  von  der  Einwirkunff  der  beniacbbarten  Theil- 
cben  erleidet,  nacb  den  Centrun  der  Ellipse  gerichtet  9nd  dem 
Radius  Vector  pVöportional.  Nehmen  wir  also,  wie  oben  (II)  ge- 
schehen, die  abstossende  KraftJn  der  Einheit  der  Entfernuoff  als' 
Kraft -Einheit  an,  so  ist  dieselbe'  in  der  Entfernung  r  ausgedrückt 
durch  r  und  nach  der  Norvialen  an  die  Bahn  im  Punkte  jsff  zer- 
legt durch  '     , 

J^r  cos  ^    (29). 
Aus  (27).  (28),  (29)  folgt 

J=^^^^F    (30). 

•  « Die  Centrifugnlkrafc  des  *  AetherUi«<Mchem  >iB  irgend  eineai 
Punkte  seiner  Bahn  ist  also  gleich,  aber  entgegengesetzt  der  naok 
der  Richtung  der  Normalen  in  diesem  Punkte  zerlegten  beschleuni* 
genden  Kraft.  Obgleich  also  ^^  eoviel  wir  ^i^enigstens  zu  wissen 
glauben  —  dem  allgemeineii  Grwrttatioasgesetze  nicht  unterworfen, 
folgt  dennoch  der  Lichtätber  in  seiner  Bewegung  denselben  Ge- 
setzen der  rationellen  Mechanik;^ denen  auch  die  ponderibilen  Kör- 
per unterliegen. 

Aus  (28),  (19),  (18),. (17)  ergibt  sich,        ', .       ;'  '   .    " 

tr  cos^  =  f^— cr,ar  =  aa,(Bin  B  «oß  Ä,  .7- cos  B  *''*'^i)j/2|i 
^omI  sin  {B^B,\  =  m^  TO^=etf,l  .    '" 
Also  Jst  . 

.^1  ..'^;  .-  "  VJ^Qai    '   "  . 

mithin 

J=^  =  -F    (32).' 

ftie  Centrifugaikraft  des  Aether'theilchens  in  irgend  e|n^m  t^onkt^ 
seiner. elliptischen  Bahn  ist  also  umgekehrt  proportibttbl  meiner  Ge* 
schwindigkeit  in  dieseta  Punkte.  .  1 

Aus  (31)  icUiessen  wir 


folglich  ^ 
J.==rain^  =  ^.5^?«^.ta«g;^«7.lMg^    (33). 

Diese  nach  der  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn  auf  das  Aether- 
theiichen  einwirkende  Cämponente  J^  der  gesammlbn  abstossenden 
Kraft  bewirkt  die  Veränderungen  in  der  Geschwindigkeit  des  Theil'> 
chens  und  ist  also  proportional  der  Centrilfagalkraft  und  der  Tan- 
gente desjeniffen  Winkels,  den  der  Radius  Tector  mit  der  Norma- 
len auf  die  Bahn  bildet    la  ^c«  En4pnnkten  der  Axen  ist  also 
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Alfs  d«B  GleicUnfen  (20). und  (21J  ^irfobt  gicb,. 


oder 
folglich 
Setzt  maD 
so  kommt 


^•  +  y' +  »•  +  »!•  =«•  +  «,• 


a^-*:«..,?Ä7l»    (34) 


F=V/Ä»  — r*    |35}. 
Diese  Gleichung  ist  analog  der  Gleichung.  (9) 

••■'••*    v^Y^r=^',       .  ;-    •  ••      \  '■ 

ar  nnd  r  bezeichnen  die  Entfernung  des  Aetheftheilchens  tob  der 
Gleicbge^chtslage.    ».       V     .    _    ,  u..  .   y  \,  ..♦ 

Jllis  (3 j)  folgt 

')•■'».,  _  •    . 

rs==:ikl«Kimuin  tn  'den  Enctpunkt^def  kFeinenAle  d^tfiHTpse. 
F=Minimum  -     -  -  -  -gr^jisen  •       -         -    , 

A]boJ= — /^Minimum  -    -  -  -    kleinen   -      .        . 

^     ,  rsMaxinnim  •.'-••       ,  ^   grp^aoB  %      «u   _  n 

Die  Glei#h«»ig  (27)  liefert  die  Relation^   ' 

r.Qz=sr^    (36) 

Die  TaBgontiidgeBeliwindigk/eit  dos.AathortbeilfheiM.iB  irgaad  ^ißpm 
Punktei  aeiner  Bahn  ittt  mUo  die  mktlero  gMttOtriaolie  ProfArüw^^ 
swiscbett  der  Centrifa(Falkra£t  4es  TkeiUdieiM  •  ttid  4nm  Kc4Mra#faT 
i._ii. er  der  Cnrre  in  dieaem.Punkle*  !,  «.    -      ■!. 


,•    .'.TL  .^,.  .  '".   ''\ 

Zwei,  reclitwinklig  zu  einander  polarUfrte  SMrahlen  (homogenem 
LfcbCesi  R  und  R^  von  gleicher  ScbVingungsdauer  r,  gleiche> 
Wellenlänge  /,  ab^r  verschiedenen  Intensitäten  a^  und  a^^  und  Ver- 
schiedenen Phasen  ip  und  y>i  bringen  durch  ihre  Vereinigung  nach 
dersfelb<iB  FortpSanmuflfirichtnng  einen  eUiptiach.  pdan4rt6n  £lttakl 
hervor,  bei  welchem  die  Geschwindigkeiten  der  Componcnten  ge- 
l^tben  tjnd  durch  4i^  Formeln 

£7ö:a  Bin  4«  (i-  r»  ^),.U,:^a,  mi»  2^,(7.  -  ^  437) 

imd  .die  gleich^itigen  Cpordinaten  des  Aetbertheilchens  doieh  die 
Qleicliungen  '       *  - 
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jr  =  a  cos  t;r  (—  —  y),  y^^i  cos  2jr  (—  —  2^)    (S8). 
Setzt  man  den  Phasen -Unterschied 

/       —   /' 

so  kann  man,  da  die  Zert  .von  jedem  beliebigen  Moment«  ange- 
rechnet werden  darf,  entweder 

y=s— ^  und  y»=b  +  ^ 

oder 

5P  =  +*- und  y,  =  — -^ 

nehmen»  je  nachdem  der  Strahl  R  dem  Strahle  /!,,  oder  nm^* 
kehrt  dieser  jenem  yorgeeilt  ish    Im  enteren  Falle  gehen  obige 
.  Gleichungen  (37),  (38)  über  in  folgende: 

V=za  sin  2^  (4  +  7")'  ^«  =««  "°  ^^  (f  ^  ^)) 

^=sa  cos  2^  (-^  +.7)»     y=«»  cos  2jr  (-j-  —  ^)J 

Im  andern  Falle  sind  dieselben 

u^0  sin  2»  (—  —  ^),  »1  =«,   SU  2ir  (^  H-  y)) 

4r  =  a  cos  2jr  (—  —  Y)i     y==«i  «ös  2jr  (—  -f-  ^)| 

In  Folge  eines  jeden  dieper  beiden  Systeme  (39)  oder  (40) 
•  würde  das  Aethertheilchen  während  der  Schwingnngsdaner  die« 
selbe  Ellipse  dnrcfalanfcn»  nnr  mit  entgegengesetater  Bewe-* 
gnngsriclitong.  Bzistiren  aber  beide  Systeme  au  gMcber  Zeit 
und  pflanzen  sich  die  aus  ihnen  hervorgehenden  Strahlen  von  eBt>- 
gegengesetzt  elliptischer  Polarisation  nach  derselben  Rich- 
tung fort:  so  bewefft  sich  das^  Aethertheilchen,  welches  ihrer' 
gleichzeitigen  Einwirkung  unterlieg^,  wieder  gradlinig.  Vm 
dieses  zu  beweisen  setzen  wir  die  Vibrationen  U  und  »,  sowie 
£7,  und  «, ,  w^lohe  parallel  erfolgen,  respective  den  Axen  tfX  nnd 
'01\  je  zwei  in  eine  zusammen;  alsdann  erhalten  wir 

F=£7^w=:a|sin  iw  (-j  +f  )-Hain  2ir  (^  -  ^)| 

=  2a  Sin  2;r  —  .  cos  27r  ^ 

=  8a,  sin  2)r  —  .  coi  in  ^ 

^\>'.'-        '  '  Digitizedby  Google 
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oder 


s2a  BIO  2j$  — 


Fl  =sSa,  BiD  2«r  —  .  cos  2n  ^ 


{«). 


Also  ist  das  System  der  beizten  Strahleo  von  entffegejgeietzt 
elliptischer  Polarisaton  identisch  mit  einem  Systeme  zweier 
gradlinig  und  rechtwinklig  zd  einander  polurlsirten 
Strahlen  yon  gleicher  Phase,  aber  Tcrschiedenen  Intensitäten»  wel- 
ches letztere  wiederum  einen  einzigen  gradlinig  polarisir- 
ten  Strahl  bildet.  Der  Wjnkel  no,  den  die  Vibrationshchtung  die- 
ses Strahles  mit  der  Axe  der  jc  macht,  ist  gegeben  dnrcn  die 
Qleichun^ 


tang 


F  a 


(42) 


Folglich  macht  die  Pölarisa^ionsebene  desselhtn  Strahles  mit  der- 
selben Aze  einen  WinkeK  cü|,  der  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

tang«,;=-^    (43).     .' 
Ans  (39)  und  (40)  folgt 


tnng,.=-=^ 


cos  2n  (— -fr-yJ 
cos29r  (-7 -+-7-) 


cos  2»  ( —  ^  T") 

T  i  ' 


mithin 


tang  ij .  tang  »/.  =  ^r    (^)- 


Hieraus  scbliessen  wir,  dass  die  trig^onometrischen  TangenteB  bei- 
der Winkel  stets  gleiches  Vorzeichen  haben;  ist  also  ,  ^ 


ist 


und  ist 


«I>0<^ 


)(45). 


so  ist 


n>^<A 


^,>v<«»-i 


Digitized  by  VjOOQIC 


14 

Ferner  ergibt  Bich  ans  deraelbeo  Gleichnng  ^44),  dass  das  Pro4alit 
der  trigODometriscIven«  Tangenten  der  bezeichneten  Winkel  eon* 
stant  ist;  —  beide  \P,ol gerannten  .vereint  recbtfei^tigen  obige  Be- 
hauptung, dass  tfas  AetTiertheilchen  in  Folge  der  Einwirkung  der 
Vibrationssysteme  (^^^,  (40)  dieselbe  Ellipse  naeb  entgegenge- 
setzter Richtung  durchlaufen  würde. 


Pie  Bichtung  desjenigen  Durchmessers  dieser  Ellipse,  auf  wel-   ^ 
eben  die  beiden  elliptischen  Beil^egiingen  das  Aetbertheilchen  nach 
edem  halben  f^— ■    -^-  •-  ^ "---'  ^ •-'— ■ it-Kn-.i. —    s.-. 

«diirgt  durch 


ledem  halben  Umlaufe  in  demselben  Augenblicke  zurückführen,  ist 


foTgllc'^  (44)  bestimmt'  durch  die  Gleichung 


9 


tang»  n  =  ^ 
oder 

^Ungfi  =  ^  =  w    (4«)  . 

mithin    steht    derselbe    senkrecht  auf  der  Polarisationsebene  jenes 
einen  gradlinig  polat  isirten  Strahles,  welcher  mit  dem  Systeme  der 
beiden  Strahlen  von  entgegepgesetzt  elliptischer  Polarisation  iden- 
tiscH  ist« 
Ist 


^  =  «,und?^=?=f. 


so    ist   die   von    dem  Aetbertheilchen   beschriebene  Bahn   (12)   ein 
Rreis 

und    in    dieser  Voraussetzmig   gehen  obige  Gleichungen  (39),  (40), 
(41),  (42),  (43),  (44),  (46)  über  in  folgende: 

t     .     1 


U=a  sin  2;r  (—  +  *g-),    l/^  =:a,   sin  2;r  ( 
4^S3a  cos  2ir  (—  +  -g-),      y  =sa,  cos  2»  (• 


-t)| 

U=za  sin  in  {-f  —  4"),    U,  =a.   rin  2jr  (-J-  +-5-)) 
ir  =  o  cos  27r  (—  —  y);      y  =  o,  cos  2»  (—  +-gj) 

F=:2a  sin  2;r  -J- .  cos  j-  =  ftK'2  .  sin  2jr  -irs  F,     (50) 

tangcii  =  +l,   tang  cii,  =  —  l     (51) 
tang  fi .  tang  ij,  =:  -+- 1    (52) 
tang  17  =  +  1  =  tang  w.     (53). 
I 
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Eine  eiefachere,  auf:  eiaer  neaeo  Analyse  be- 
ruhende Auflösung  der  Sectio  aurea^^  nebst 
einer  kritisolien  Beleuch^g  der  gewOJiniichen 
Auflösung  dieses  Probfetns  utad  der  Betracb- 
tung  ihres  pädagogischen  Werthes» 

Herrn  J.  Helmes  .  . 

Professor  am  Gymn.  Josephmuni'  su  Hlldesheiiii« 


Wenn  ich  «ioe  tttne  Anflöaiitg  des  mg^falirloii  PrMflMiler 
öffeatlidMD.  MitUteilang  fdt  Aiclit  gaiir  unwerth  eraehte^  so  ist  «s 
gYins  vorküfclidi«  ihre  |Mids§poigisehe  Besfebattg^  die  oiieb  das«  be^ 
sIliinMt.  1b  dsrchans  keineM  aoderD  Uat^rriel^teveige  ist  das. 
Lernen  selbaty  daa  Knverben  und  Sncfcen»  im  Gegensatne  den 
Brworbenen»  Gewonnenen,  so  sebr  Hanptanfgabe  iin4  ZwofK 
als  in  der  MatbeaaUk.  Si4  sHig  wohl  ihre  edelste  BestiiMnanf;  er»' 
füllt  babett  an  dem  ehemaligen  Schüler»  der  nnn  sfMiteff- von' ihren 
Resultaten  nicht  mcibr  behalten  bat »  ab  der  erstarkte  Mann  noch 
^  nadbmncben  kann  Ton  den  knnstrollen  Uebungsstöeken»  die  seinen 
Körper  in  der  Jugend  bildeten.  Alles  sfeistige  Zntbnn  von  Seimu 
des  Sckülera,  alle  Lnsl  und  Liebe  snr  bacbe  ist  dnreb  Selcbe  Auf» 
Inssung  ihrer  Aufgaben  bedinget.  Knra  ist  ja  die  Freude  des  spie» 
lenden  Kindes  über  das  fertige  Kartenlüioschen ,  und  iiberhnu|it 
nur  meglicby  wenn  es  sich  eelber  das  Werlocbeo  bildete; -aller  geir 
slige  G^inn  und  edlere  Gewöhnung  liegt  in  dem  sinniffen  Auf* 
bnn;  Wieder*  Abbrnob  und  Zerstörung  sind  das  nicht  bedauerte 
Bude  des  Spieles^  keiner  soll  ja  in  dem  Hause  wobaen.  •«-  Undb 
wie  die  VerhältOisae  hislang  an  uosem  gelehrten  Schulen  .nieken« 
wird  der  Schüler  der  Mathematik  auf  ein  eigentliches  FeM<  der 
Anwendung  des  Gekernten  nur  in  so  spärlicher  und  döiftiger 
Beschränkung  gefuhrt,  dass  dies  die  Müh«  der  sanem  Vorbildung 
nicht  entgelten  könnte.  Denn  wohl  lohnt  ihm  die  Leetüre  der 
Olassiker  die  schweren  Anstrengungen  seiner  grammatiscken  Stu-« 
dinn,  und  gibt  so  auch  der  gelernten  Sprache  einen  nnuen; 
buken  Wertk;  die  erworbene  Kenntniss  der  Gesekicbte  benuteft 
jede  Stelle»  jeder  AligetahÜck  des  Lebens:  'Ober  die  ^jTecke,  die  in 
jener  andern  Sprache,  der  Mathematik ,  geschrieben  sind »: die  6fr* 
setsbüeber  der  Matar  und  des  Uimmels^  werden  nieht  vor  ihm  nufi 
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ffeschlagen ,   höcbstens  Brucbstiicke  einer  Vorrede  nit  ihm  diif ch- 
buchBtabirt. 

Wünscbten  wir  nun  gleichwohl  tod  gaDiem  Herceo»  dass  auch 
in  dieser  Be^iebunff  das  Gymnasium  seine  treuen  Schüler  der  Ma- 
thematik besser  belohnen,  und  ihnen  in  den  inhaltsreichen  Sätzen 
der  Physik  und  Elementar -.Astronomie  eben  so  Hchön  und  unver- 

g esslich  die  bedeutungsvollen  Reiiultate  jener  Wissenschaft  ans 
[erz  fessejn  möge,  als  in  den  .sch,önen  Sentenzen  eines  Taciti^ 
und  Vir^il's  die  triTialefn  Lekren  der  Grammatik:  so  lic^tdoch',  so 
lange .  dieses .  nur  frommer  Wunsch  nocb  bleiben  nniss,  tiel  iWst 
in  der  besondern*  Natur  und  aiisffezeicbneten  ßescbaffenbeit  der 
matbematioehen  lehren ,  verm^^e  welcher  sie  Vor  allen  andern  B^«- 
kenntpissea  fiir  die  alaidireudo  Jugend  Zweck  an  sich  zu  sein 
•ge.eignet  sind.  Sie  .sind  ja  die  natürlichen,  nothwendigen,  überall 
sieb  gleicli  elgjebendeii  Bewegungen  deil  gjeicbzam  wie  körperlich 
aus  Lebeosorganen  zusammengesetzt  zu  denkenden  Geistes  auf 
einem  grossen,  fast  von  allen  Dingen  durchwachsenen  Felde  der 
Grössen  und  Grössen -Verhältnisse;  die  eigenthümlicbe,  durch  die 
Natur  des  vernünftigen  Wesens  selbst  vorgeschriebene  und  be- 
dinffte  Entwickelupg  jener  geistigen  Kräfte,  deren  gleichen  und  zu 

gleicher  Früclit  treibenden  Keim  der  Schöpfer  in  das  Wesen  des 
[enschen  gelegt  hat,  und  der  in  verschiedenen  Menschen  nur 
den  verschiedenen  Boden  gefunden  haben  kann.  Aber  darum 
muss  alles  äussere  Zutbun  dieser  Entwfckelung  auch  jene  organi- 
schen Kräfte  benutzen,  nur  sie  anregen  und  nicht  gleichsam  durch 
LiovB  uiid  Masohine  Hand  und  Tuss  des  eingeschnürten  und  fest- 
«ebandenen  Kindes  fleissjg  hin  und  her  bewegen  woHob,  'wenn 
tetzteres  gehen  und  den  Gebrauch  der  Bände  lernen  aoH;  Anre^ 
ffung  d^r  Selbsttbätigkeit  und  Leitung  derselben  auf  die 
Wege,  wo  sie  in  leichtester,  natürlichster  Folge  den  nur  noch  ver- 
Meekt  liegenden  Schatz  des  eigenen  Geistes  -  Magazins  auffinde, 
ist  die  alleini(j^  Aufgabe  des  Lehrers  der  Mathematik^  dem  alsdann 
sein  Schüler  verpflichtet  sein  muss.  und  wenn  er  von  jenem  Schatze 
selbst  aucb  niemals^  ferner  den  mindesten  Gebrauch  maeben  kann, 
sondern  sich  niir  desselben  bewusst  g^eworden^  sich  io  diesen  Tbei- 
len  seines  geistigen  Reiches  nur  onentirt  bat.  Kurz,  diese  for- 
melle BildHiigskraft  ist  ein  auszeichnender  Vorzug  des  matliema- 
tischen  Unterrichts;  kein  anderer  Unterrichtssweig ,  selbst  der  der 
zum  Eigentbume  gewordenen  Muttersprache  nicht,  kann  sich  dar» 
mit  ihm  messen.  IJnd>  wenn  ihm  darum  zu  einiger  Belohnung  da« 
fir  eine  sich  so  mächtig  aufdringende  Erweiterung  materieller  An* 
Wendung  angelegentlichst  zu  wünschen  wäre:  so  muss  doch  ntr- 
s«gs weise  Jene  Seite  seiner  Behandlung  dem  Gys^nasium  zugekehrt 
sein  und  bleiben;  aller  Werth  mehr  auf  die  Art' des  Lernens,  als 
aal  das  Gelernte  selbst  gelegt  werden. 

biese  und  ähnliche  Betrachtungen,  die  hier  weiter  auszuföhren 
nicht  wohl  der  Ort  ist^  mögen  der  folgenden  Entwickelung,  die  aas 
ihnen  kervorgegaiigen  ist,  ihren  Werth  bestimmen,  und  ^en  Haupt» 
zweck  derselben  in  Voraus  andeuten.  Sie  betrink  die  analytiscke 
Betrachtung  der  altern  und  die  eiofuchere  Begründung  einer  neuen 
Aifiösufig  eines  geometrischen  Problems,  wodurch  diese  Auflösung 
für  den  Schfilf  r  ans  dem  Geheimnisse  fremdcl*  Erfindung  und  Aas- 
bilduffg'in  den  Kreis  eigener,  klar  btfwusster  Selbsttbätigkeit  bert 
übergezogen,  tind  gleichsam  ein  fremdes  Patent  cum  Eigenthums- 
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nebte  abgelöst  werden  möge.  Denn  nnr  die  Anal^rse  ist  es»  di^ 
JtakM  das  gebeime  Schaffen  des  fremden  Geistes  erscbliesst,  und  dem 
eigenen  die  freien  Bahnen  eröffnet 

Betrachtung  der  altern  Auflösung. 

ÜDter  den  mannicbfacben  Theilungeii  der  gerdden  Linie,  die 
schon  bei  den  Alten  zu  den  Torzüglicben  Lieblings^pielen  des  Gei- 
stes gehörten,  wurde  doch  eine  gar  bald  eine  notbwendige  Sprosse 
schon  in  der  untersten  Leiter,  die  nur  vom  allertiefsten  Grunde 
der  WisBenscbaft  aus  in  die  nächsten  flöhen  des  systematischen 
Gebäqdes  d«  r  Geometrie  aufTiihrt.  —  Wenn  andere  solche  Thei- 
lungen,  als  da  sind  die  Sectio  spatii,  ^-ectio  rationis  etc.  durch  ge« 
legentliche  Aufraben  veranlnsst  wurden,  so  trat  die  Sectio  aurea 
als  gebieterische  Forderung  auf,  sobald  man  nur  den  früh  und  tief 
übten  im  Systeme  der  Elementar* Geometrie  liegenden  Satz:  „U^ 
jedes  regelmässige  Tieleck  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben^^  zu/ 
dem  Probleme  umkehrte:  „In  den  gegebenen  Kreis  jedes  regeU 
massige  Vieleck  einzuschreiben/^  Denn  derselbe  Geist  der  Ana- 
lyse, der  uns  bei  Betrachtung  dieser  Aufgabe  für  das  Sechseck  den 
Radius  als  Seite  bestimmt,  fordert  für  das  Zehneck  das  grössere 
Stuck  des  nach  der  sectio  aurea  getheilten  Radius  *),    Und  leitet 


*)  Denken  wir  uns  die  Seite  AB  (Tat  L  Fig.  ].)  gefunden,  und  Tom 
Centro  0  des  Kreises  nach  ihren  Bndpunkten  die  Radien  gezogen,  so 
ist  in  diesem  (charakteristischen)  gleicnschenklichen  Dreieclc  OAB  der 

Winkel  am  Scheitel  ^cs-r^iss-^,  mithin  die  beiden  Winkel  an  der 

10  D 

Basis  zQsammengenommen  ssS^R ^as-j^-,  also  jeder  gleich -^,  d.  fa. 

0  9  V 

doppelt  so  gross  als  -^  am  Scheitel. 

Obgleich  nun  die  Elementar-GeotBetrie  ansser  dem  pytbagoraiscben 
Lehrsätze,  der  sich  nor  auf  das  recbrninkliche  Dreieck  anwendet,  im 
Allgemeinen  kein  Mittel  besitzt,  die  Verbältnisse  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks aus  den  Verhältnissen  Keiner  Winkel  zu  bestimmen,  so  Jässt  uns 
doch  die  ganz  ausgezeichnete  Natur  der  Winkel  Verhältnisse  im  Torlie- 
aeoden  Falle  den  Versuch  machen,  etwa  durch  die  Bedingungen  der 
Äehnlicbkeit  unter  den  Dreiecken,  die  sich  von  dem  gegeben  leicht  und 
natürlich  ableiten,  solchen  Verhältnisse^  nachzuforschen. 

Halbiren  wir  nur  einmal  den  -^i«,  so  erkennen  wir  augenblick-, 
lieh  das  gleichsebenkliche  Dreieck  ADB^  worin  ia  •«^(Tss^^i-}^ 
BsftHhyss^os  dem  gansen  SAB  (wegen  Gleichheit  dier  Winkel)  >vfor- 
avs  sich^  ' 

BD_BA 
BA^BO 

oder  in  Betracht,  dass,  weil  sowohl  Dreieck  ABB  als  auch  DAO  nach 
der  Construction  gleiehschenklich  sipd,  und  darum 

AB^AD=OD 

ist^  . 

OD^OB' 

d.  b.,  da  BiBm^AB  war,  die  Seite  des  Zehnecks  ist  das  grössers  Stiek. 
des  üi^  mttüernn  und  iMSSeiea  Verhältnisse  getheilten  Radius 
Tii«u  ly.  i 
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ffleichwofal  den  Eaklides  (iV.  11.)  «in  •chcioiMr  etWMi  andcfewr 
Vang  conächflt  aof  da«  Fünfeck,  fo  führt  iiaser  dennoch  durch  den 
TorbereitendcD  y  begründenden  Satn  IV.  10«  wi«der  frrade  auf  da»* 
selbe  Problem  zurück.  Wie  findet  «ich  nun  diese  Aufgabe  auerst 
und  bei  Euklides  selbst  gelöset? 

Die  beiden,  scheinbar  gans  unabbäng^igen  und  in  den  Mitteln 
sehr  verscbiedenen  Auflösungen«  die  sich  in  deo  Eiern.  II.  11.  un4 
VI.  30.  findep^  beruhen  gleichwohl  auf  einer  und  derselben  Anar 
Ijse,  wodurch  die  ursorüngliche  Aufgabe  auf  ein  und  dieselbe 
näherliegende  zurückgeführt  wird;  nur  dass  zur  Auflösung  dieser« 
letztern  denn  in  dem  Zusammenhangs- Netze  der  mathematischen 
Wahrheiten  von  dem  übrigens  schon  nahe  am  Ziele  liegenden 
Trennungs-  und  Ahgangspunkte  aus  zwei  verschiedene  Wege  ge- 
wählt werden. 

Ks  dient,  gleich  hier  zu  bemerken,  wie  diese  Analyse  nicht  anf 
die  Aufgabe,  wie  wir  sie  hier  fassen,  unmittelbar  gestellt  ist,  son- 
dern auf  die  Construction  von  Flächen,  namentlich  Rechtecken^ 
über  den  fraglichen  Theilen  der  Linie  und  über  ihr  selbst,  au« 
denen  aUdann  nur  mittelbar  die  gesuchten  Verhältnisse  der  Linie  und 
ihrer  Theile  selbst  nach  später  (VI.  14.)  erörterten  Zusammenhango 
dieser  Grössen  unter  sich  abgeleitet  werden.  Es  ergibt  sich  au« 
diesen  spätem  Betrachtungen  namentlich,  dass  eine  Linie  mittlere 
Proportionale  zwischen  zwei  andern  ist,  wenn  da«  Quadrat  über 
ihr  gleich  ist  dem  Rechtecke  zwischen  diesen  beiden  Linien  (VL 
17.).  Cm  die  erste  Form  dieses  Ausspruchs  ganz  unbekümmert, 
sucht  Euklides  also  eine  Linie  AB  (Tat.  1.  Fiff.  2.)  so  zu  schnei- 
den, dass  das  Quadrat  über  AQ,  gleich  dem  Kechtecke  über  AB 
und  QB. 

AimiyMei  Sei  nun  AQ,  «in  solcher  Theil  der  Linie  AB^  da«« 
wirklich  AQ*s=AB .  QB  (wo  ich  der  Kürze  wegen  diese  alge- 
braische Rezeichnnng  im  gen  metrischen  Sinne  gebrauch«),  so^  ist» 
wofern  über  AQ  und  AB  die  Quadrate  ^J/ und  A^  beschrieben» 
und  die  Linie  /£Q  bis  JiT  verlängert  wird,  Quadrat  ^/f=  Recht, 
eck  jm,  und  auf  beiden  Seiten  daa  gleiche  Reehteck  AK  addirt, 
Rechteck  ZK  gleich  Quadrat  ^^,  so  da««  demnach  endlich  al« 
letzte  Aufgabe  vorliegt: 

„Eine  Linie  VA  um  ein  solches  Stuck  AZ  zu  verlängern, 
dass  das  Rechteck  aus  der  so  verlängerten  Linie  FZ  und  der  Ver- 
längerung Z^=ZA^  gleich  ist  einer  gegebenen  Grösse,  nämlich 
dem  Quadrate  A^  jener  zu  verlängernden  Linie.*^ 

Zur  Auflösung  dieser  Aufgabe  bieten  dem  Euklide«  die  Sätze, 
einiMl  II.  6.,  und  ein  andere«  Mal  VL  28.,  29.,  die  vollkoasawnaten 
Mittel  dar.  Demnach  liegen  Auflösung  und  Beweis,  wie  «i«  nn- 
nächst  II.  30.  gegeben  sind,  ganz  nahe,  und  sind  eine  unmittelbare 
Eingebung  der  Analyse  und  de«  Satzes  IL  6.;  dieselbe  Analyse, 
aber  mit  andern  MkteJn  ihrer  endlichen  Erfüllung,  liegt  an«  Vi.  30. 
klsr  vor  Augen,  nur  d««a  letitere  na«  fremder  vorkamraen,  und 
ferner  zu  liegen  «cheinen;  da  es  wirklich  auffallend  erscheint,  wie 
Buklide«  nur  zum  Behnfe  dieser,  doch  schon  nach  anderer  Weise 

5 «lösten  Aufgabe»  die  neue  Reihe  von  Sätzen:  VI.  28.  29*  30l  von 
er  sechsten  Krklärung  desselben  Baches  ans  eröflinet 

Kben  dieselbe  Analyse  endlich  tut  es  nun  auch,  die  der  jetzt 
gewnhnlichei»  Auflösung,  welche  ebensa  nur  die  VerÜngerung  der 
gegebenen  Linie  ierdert  (dna  an«««fli§tb  deaKrei«««  liegende  Stick 
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im  Seeante),  dsM  4m  RaditMk  rai  4w  io  vBMnff^ntw  I^inie  tii 
4i0  Verlänreniiig  =3=  4%m  lloadrat«  der  gegebenen  Lioie,  lam 
Grande  gelegt  werden  lollte,  dcait  eie  mit  freier  SetbstCDtecbeU 
dang  ««■  dem  Sebatce  eigener  Brfindaag  herans  Tom  ScbAler  ge- 
geben, und  ibr  Beweia  »it  wirklieber  Verstendestbätftffkeit  nnd  ktn^ 
rer  Dorebscbaanog  der  Bef^eitmittel  geführt  werden  kömire.  Denn 
^  einen  andern  Wertk  bitte  ja  das  Gänse  niebt;'die  Anfgabe  ist 
aebon  tot  Jabrbnnderten  ebne  den  Scftföler  gelinst,  das  spätere  Le» 
ben  wird  ibni  meistens  nie  eine  Anwendung  davon  absondern. 

Deeb  da  seifj^t  sieb  allermeistenseine  nn verantwortliehe  Ltteke 
nnd  ein  nnvermittelter  Sprung  in  der  gewdhntiehen  üehandlung 
dieser  Aufgabe.  Man  gibt  seheinbar  den  Orsprung^  einer  dureh  Be- 
traehtong  wirklieber' Flächen  und  ihrer  Verhaltnisse  vermittelten 
AnffSiong  auf,  hat  es  mit  blossen  Zahlenwerthen  von  Linien  cn 
thun,  und  ahmt  dennoeb  In  den  sie  betreffenden  Sitaen  nnd  Glei* 
ekmgen  alle  Operationen  von  Fliehen -Subtraetion  n.  s.  w.  nach» 
die  nun  dureh  Nielits  mehr  vermittelt  werden,  als  dureh  ein  vages 
Probleren  V  durch  welche  der  vielen  möglichen  Pro)iortions*  Ver- 
wandlungen, divMendo,  addendo  efe.  am  leichtesten  das  sonst  schon 
bekannte  Ziel  erreicht  werden  könne. 

Ifh  will  mich  näher  eddiren.  Entweder  sollte  man  hei  Be- 
traelitunff  der  vorliegenden  Aufgabe  ausser  allem  Zusammenhange 
mit  Fliehen,  nur  denen  sie  Buklides  erst  folfi^ert,  rein  an  Verbift- 
nisse  von  Zahlen  denken,  durch  welche  die  Tbeile  einer  Linie 
dargestellt  rind:  und  danp  wiirde  auf  die  Auflösung  unserer  Auf- 
gabe der  bekannte  Satz  Ton  der  Tangente  freilich  in  einer  f  ans 
anders  vermittelten  Analyse  angewandt  werden;  Aullösutig  undBe* 
weis  würden  gans  anders  werden,  ich  glaube  eben  die,  welche  ich 
gleich  unten  als  die  möglichst  einfachen  in  diesem  Sinne  zur  Dar* 
Stellung  bringen  werde.  Oder  man  halte  die  der  gewöhnlichen 
Auflösung  sum  Grande  Kegende  Vorstellung  wirklicher  Fliehen 
auch  durch  die  Behandlung  der  gansen  AuTgabe  f^t,  damit 
4mf  Beweis  ein  Ausflnss  der  Analyse  sein,  und  daraus  verstindlich 
wurden  kttnno. 

Denn  eine  gans  einsein  dastehende  Construction  des  freilteh 
leicht  sieh  ergebenden  algebraischen  Ansdracks  für  den  grössten 
Tkeil  of  der  so  sn  theUenden  Linie,  des  Ausdrucks  , 

die  also  nicht  die  gnnse  Secaute,  aondera  nur  den  hia  an'a  Gen- 
tram reiehcttdeu  Theil  derselben  benutzt,  wie  sie  sich  in  einselnen 
Lehrbüchern  findet,  halte  ich  für  durchaus  verfehlt,  da  der  ver- 
meintlich geometrische  Beweis  alsdann  nichts  als  eine  reine  Auf- 
lösung einer  Gleichung  durch  viele  Mittelstufen  hindureh  ist,  ohne 
dass  der  Schiller  sich  des  leitenden  Gedankens  bewusst  werden 
könne« 

£s  wird  uns  nun  bei  letzterer  Art  hei  weitem  leichter  und  ist 
dem  Staadpnnkte  unserer  heutigen  Geometrie  weit  angemessener 
SU  hew«aen,  daas  die  Taagente  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
u.  s.  w.  sei,  »Is  dass  das  wirklieb  über  der  Taagente  construirte 
ÜBadrat  gleich  aei  dein  Rechtecke  swisehen  u.  s.  w.  Daram  möge 
man  imawrhin  diefen  und  ähnliehe  Sätze  in  ersterer  leichterer 
Waise  ableiten,  nnss  dann  aber,  um  ihn  su  einem  angemessenen 
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Beweissatse  Hüserer  fragfliehea  AafloanDg  anwendedsu  könacii^  •# 
langte  sie  Dach  der  obigen  Analyse  gescfaehQii  isl,  ihm  avcli.  den 
andern  vollen  Gebalt  zu  geben  sKclien,  durch  welchen  allein  erge* 
eignet  ist,  der  so  gegebenen  Auflösung  das  PiuDidament  eines  durch* 
sicbtiffen  Beweises  «u  geben.  So  wie  darum  Euklides  durch  VI. 
14.  lo.  17.  tt.  s.  f.  seinen  frohem  nur  von  Flächen  bewiesenen 
Sätzen  auch  diese  andere  Bedeutung  und  Geltung  von  Linien  und 
ihren  Zahlenwerthen  gibt,  und  somit  seine  lange  vorbar  gegebene 
Auflösung  Elem.'  IL  30.  erst  durch  solche  ausdrückliche  Grweite^ 
rttng  für  unsere  so  gefasste  Au^abe:  „Eine  Linie  stetig  zu  thei- 
jeo''  gelten  lassen  kann  (siehe  andere  Auflösung  \L  30.):  so  wird 
umgekehrt  für  uns^  die  wir  solche  und  ähDJiche  SäUe  eher  und 
lieber  über  Linien  und  ihre  Zahlen werthe,  «Is  über  die  an  ihnen 
construirten  Flächen  beweisen,  die  umgekehrte  Erweiterung  nöthig, 
wenn  wir  unsere  Sätze  für  Fälle  gebrauchen  wollen,  denen  solche 
von  wirklicher  Flächen  -  Construction  entnommene  Analysen  zmtk 
Grunde  liegen,  d.  h.,  auf  unseru  FoU  angewandt^  so  lange  wir  bei' 
der  obigen  Auflösung  bleiben.  Alles  das  Jeistet  z.  B.  die  Art  der 
Be.weisfübcong,  wie  sie  sich  bei  Grunert  Geom,  f.  392.  durch  die 
angezogenen  f  §.  372.  und  380^  vervollständigt  findet,  während  bei 
Ohm,  Legeiidre  und  Andern  der  Beweis  durch  eine  gar  nicht  ver* 
mittelte  Anwendung  der  Proportions -Verwandlung  ans  der  reinen 
Arithmetik  in  seiner  Leichtigkeit  und  Natürlichkeit  getrübt,  seiuess 
Ursprünge  entfremdet  wird.  Dort  nimmt  wirklich  der  Satzs  „Di« 
Tangente  ist  mittlere  Proportionale  u.  s.  w.^'  nach  ff.  372.  und 
380.  auch  die  zweite  Geltung  an:  ,,Das  Quadrat  über  der  Tan- 
gente =  u.s.w.^'  und  tat  in  dieser  Form  erst  geeignet,  den  Beweis 
der  so  nach  der  Euklides'schen  Analyse*  gegebenen  Auflösung  sii 
fuhren.  Denn  dass  wir  statt  dea  Kuklid.  11.  0.  benutzten  Satzes 
der  Auflösung  den  obengenannten  mit  Euklid.  Jll.  30.  übereinstim* 
menden,  doch  ganz  in  II.  6.  beruhenden  und  dafau»  abgeleiteten» 
also  eigentlich  spätem,  anwenden,  kann  keipen  Unterschied  im  Be« 
weisa  begründen,  der  ja  lediglich  von  der  Analjae,  die  in  beiden 
Fällen  dieselbe  ist,  abhängt;  und  ist  uur  daher  gekommen,  das» 
wir  diesen  Satz  von  der  Tangente,  der  uns  in  seiaer  arithmeti* 
sehen  Form  so  leicht  und  wie  von  selbst  hervortritt,  durch  ein« 
ein  und  für  alle  Mal  abgethane  Betrachtung  über  die  idtotitäft  der 
arithmetischen  und  geometrischen  Geltung  solcher  Sätze,  viel  he» 
quemer  in  den  Inhart  des  11.  6.  .als  einzelnen  .Fall  hineinbringen, 
als  dass  wir  diesen  Satz  11.  6.  in  seiner  ganzen,  uns  übrigens  mehr 
gleichgültigen  Allgemeinheit  fest  halten. 

Nach  «dem  Vorliergehendea  würde  demnach,  w«>leni  man  aiek 
an  die  Euklides'sche  Analyse  hielte,  die  vollständige  Auflö- 
sung dieser  Aufgabe  folgende  sein:  ' 

Analyse  wie  oben. 

Alle  algebraischen ' ilülfsmittel  (Meier  Hirsch.  Geom.  Aufgab. 
S.  120)  dieser  Auflösung  verschmähend,  würde  ich  zu  der  darauf 
gegründeten  Synthese  also .  fortgehen :  Es  ist  uns  eine  Linie  be- 
kannt, die  Secante,  so  beschafien,  dass  das  Rechteck  über  ifar  und 
dem  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Theile  von  ihr^  welcher  Also 
die  fragliche  Verlängerung  werden  muss,  =3  dem  Quadrate  einer 
von  ihrem  Endpunkte  auAsrehenden  Tanspente..  (Denn  so  dürfen  wir 
nach  deu  obeagestellten  Forderno^en  des  Uoterridita  den  bekann* 
ten  Satz  der  Tangente  aussprechen.)    Diese  Tangente  ist  in  un« 
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•er«  FaHe  gieieb  der  n  ^erlluig^Ddeii  Ldnie»  iß  h.  also,  dem  in- 
nerhalb dm  Kreises  Kegendeii  Stücke  der  Secaoto,  die.  Hm  das 
Stück  sa  fiir  alle  Lagen  eoiistaiit  zu  babea,  nur  durob's  Centram 
«n  gpeben  bräoebt,  und  zwar  eioes  Kreises,  dessen  Durchmesser 
eben  jener  .Tangente  gleich  wäre.  Woraus  sieb  augenblicklich 
cg«ns  und  in  i^len  ibren  Tbeilen  die  bekannte,  gewöhnliche  Auflii' 
snng  dieser  Aufgabe  ergibt.  Der  Beweis >  der  hier  natürlich  also 
immer  an  Flächen  und  Kechtecke  zu  denketi  bat,  wie  sie  die  Aoa- 
lyse  'schuf,  wurde  ganz  nach  9.  392.  bei  Grunert  zu  führen  sein, ' 
und  so  erst  Einheit  in  die  Analyse,  «Synthese  nod  den  Beweis  ge- 
krackt sein,  beonoch  scheint  mir  die  Aufgabe  nach  dem  jetzigen 
Standpunkte  unserer  Geometrie,  eine  angemessenere  und  leichter 
vermittelte  Aullösung,  die  namentlich  von  allein  Torgüngi^en  PIA«- 
cbenbetraclitungen  unabhängig  wäre,  zu  verdienen,  tu  der  ich  durch 
folgende  Betrachtungen  gelange. 

Nene  Auflö8]ung  der  Aufgabe.. 

Analyse.  Es  bietet  sich  ganz  ungesucht  und  leicht  irgend 
eine  in  mittlere  und  äussere  Verhältnisse  getheUte  Linie  dar. 
Diese  benutze  man  alsdann  nur,  um  nach  dem  ganz  elementar- 
bekannten Terflihren  (^kl.  VI.  10.):  ;,Eine  Linie  so  oder  id  den 
Verbällnissen  zu""  fbeilen ,  wie*  eine  andere  getheilt  ist,*^  das  Pfo« 
blem  augenblicklich  gelöst  zu  haben.  Jene  so  zuerst  in  mittlere 
und  äussere  Verhältnisse  getheilte  Linie  gebt  aber  augenblicklseb 
in  der  Secante  f^Z^)  eines  leicht  bestimmten  Kreises  hervor.  Da 
nämlich  die  Tangente  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  gan*- 
sen  Secante  u.  s.  w.  ist,  so  brauchte  die  Construction  nar  so  an* 
gelegt  zu  sein,  dass  die  Tangente  immer  gleich  wäre  dem  inner* 
halb  des  Kreises' liegenden  Stücke  der  Secante,  damit  letztere  ver» 
langter  Maassen  getbeilt  wäre. 

Wählen  wir  darum,  um  auf  die  einftichste,  sieberste  Weise  eine 
so   unveränderliche   Grösse    des   innerhalb   des   Kreises   liegenden 

.  Stückes  der  Secante  für  jeden  Fall  zu  gewinnen^  die  dureb's  Cen* 
trum  gebende,  deren  innerhalb  des  Kreises  liegender  Theil  alsdann 
immer  unveränderlich  gleich  d^m  Durchmesser  des  Kreises  ist:  so 
brauchte  man  also  nur  zu  einer  beliebig'  als  Tangente  angenomme* 
neu  Linie  {Aß)  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  gleich  dieser 
Tangente  zu  construiren,  von  dem  andern  nicht  am  Kreise  liegen« 
den  Bndpunkte  {B)  dieser  Tangente  eine  Secabte  dureb's  Centrum 

,  zu  ziehen,  so  würde  diese  in  dem  Punkte  (C),  wo  sie.  den  Kreis 
zunächst  schneidet,  im  mittleren  und  äussern  Verhältnisse  getbeilt 
sein.  An  diese,  in  geforderter  Weise  getheilte  Linie  lege  man 
nun  die  zu  solcher  Theilung  autgesebene  Linie,  und  verfahre  nach 
der  bekannten,  ganz  elementar- geläufigen  Weise,  diese  Linie  nach 
Art  d^t  andern  zu  tbeilen.  Um  jedoch  nicht  ein  abermaliges,  neues 
Anlegen  unserer  zu  tbeilenden  Linie  nöthig  zu  haben,  wird  es 
zweckmässig  sein,  eben  sie  seihst  gleich  als  jene  sonst  willkühr- 
licbe  Tangente  {Aß),  die  uns  nur  überhauot  zu  der  so  getbeilten 
flecante  verhelfen  sollte,  zu  benutzen,  una  es  wird  sich  demnach 
daraus  folgende,  als  die  zweckmässigste ,  durch  die  einfache  Ana- 
lyse begründete  Auflösung  herausstellen. 

•Synthese:    Auf  dem  Endpunkte  J  (Taf.  L  Fig.  3.)  der  zn 
tbeilenden  Linie  Aß  errichte  man  eine  j^AO  =  lAß^  beschreibe 
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aus  O  mit  dem  Radios  Oji  eines  Kreie;  siehe  Tea  S  dfirck*B  {3ea* 
trum  O  die  ä^eeaote  BD^  (die  demnaeh  io  pitüere  and  äatteiie 
Verbäitoiese  getbeilt  ist,  d^j^BA*ss:Cn*{CatMtr.)sBBC.BDyy 
verbinde  alsdann  B  »U  >/,  und  ziehe  endlich  ava  C  die  Linie 
€E\\  BA,  so  wird  ja  natfirlicb  BA  wie  BB^  d.  h.  ebenfalls  in 
mittlere   und   äussere  Verhältnisse  geCbeilt  sein   missen;  so  daea 

^=1S  oder  AE*  =  AB.  JBB  ist 

Wellte  man  selbst  die  tidierlich  früher  vorgekommene  Auflösung: 
MEine  Li«ie  AB  in  dieselben  Verhältnisse  su  tbeilen»  wie  eine  an- 
dere Bß  getbeilt  ist/'  nicht  als  bekannt  voraussetaen,  so  wiirdjB 
sieh  demnach  der  ganse  Beweis  in  zwei  Linien  alae  ansammeo- 
fassen  lassen: 

a)  Bß  i«t  in  mittlere  und  äussere  Verhältnisse  getbeilt  (schon 
in  der  Auflösnng  selbst  anticipirt). 

b)  ^=  ^  (CE\\  BA)  =  ^  (BB  ist  ja   nach   der  sect. 

aur.  getbeilt)  =^  (CB\\  DA). 

Doch  dieses  Beweises  mnsa  es  an  dieser  Stelle  der  6eametrie 
dwrebaua  nicht  mehr  bedürfen  und  somit  die  ganse  AuOdsoog  wei* 
ler  nichts  sein,  als  eine  spezielle  Anwendung  einer  längst  bekann- 
ten Theiinng  einer  Linie  nach  einer  andern,  4ie  in  nnserm  Falle 
die  Bigeascbaft  besitzt,  welche  wir  den  Theilen  der  andern  «eben 
I,  Auf 


wollen.  Da  nun  auch  bei  der  andern»  allgemein  üblichen, 
anng  dieses  Problems  der  Cnmtaad,  dass  die  Secante  BB  verlang- 
ter Maassen  setheilt  ist»  das  Hauptmoment  des  Beweises  herffibt, 
so  glaubte  ich  dasselbe  durch  obige  Auflösung,  die  eine  blosse  Ver- 
bindung dieser  neuerkannten  Eigenschaft  der  Linie  BB  mit  einer 
allerfriiheit  achon  gelernten  Construction,  die  Tbeilnng.  einer  Linie 
nach  Maassgahe  einer  apdern  betreffend,  ist,  der  Unmittelbarkeit 
der  Brkenntnias,  uad  klarer,  selbstb.ewusster  Durchschauung ,  die 
doch  immer  ein  Hauptaugenmerk  des  Unterrichts  sein  sollten,  in 
etwas  näher  und  gleichsam  auf  das  eigene  Gebiet  des  Schülers  zu- 
rnckscfnhrt  au  haben,  wo  er  mtJt  m&t  Huth  und  Seibatvertrauen 
den  Feind  des  schwierigen  Verbältnisses  angreift  «ad  besiegt. 
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HI. 

Ueber  «iaige  dnrch  besttnimte  Intograle  •m»- 
mirbare  Reihen. 

-    Von 

i  Herrn  Doctor  O.  Schlö milch 

xti  Weinuur. 


♦    1. 

Die  JJnUrmehüng  iber  die  Sanmes  gewiaeer  ReilieD  gHlndet 
«eh  auf  den  Werth  dee  Istegralee 

iD  welchem  41  eine  beliebige  Grösse ,  m  eine  ganse  positiTe  Zahl 
bedeutet.  Mail  kann  denselben  entweder  aus  der  Theorie  der 
Gammafunktionen 'ableiten  9  oder  mittelst  einer  Reduktiionsformel 
entwiekeln,  wobei  sieb  die  Rechnung  sehr  einfaclrfolgendermaasen 
gestaltet    Es  ist  nach  einer  bekannten  Formel 

fbigUeb  ffir  «i=:l  nod  x  =  l,  x  =  0: 

Ihurcb  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

Fir  «  x=  1  —  jc  wird  aber 

y;'(i  _ » v^, = - /j'wor = ^ 

und  folglich 
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y^l»      *'^*.    *      (;>+i)(A»+2)....0»  +  «)- 
Für  jii  =  l — ae  geht  dasselbe  ia  das  folgende  über: 

-imd  veou  nan-iiedi  ••4-1  fnr  «,,;>  —  1  fir  ;>  seM,  so  iH  '  >  I 

Wir  wollen  diid  der  Kürze  wegen   1  .  2  .  3  . . .  m  mit  m'  bezeicbncn 
nnd  haben  jeUt: 

§.  2. 

In  der  lo  eben  entwickelten  Gleichuiig  setzen  wir  der  Reibe 
nAch  ^  +  «i, 7?H-'2«i,  p-^-Zm  u.  s.  w.  für  p,  wobei  «i  eine  cranz 
beliebige  Grosse  bedeotet,  nnd  addiren  alle  lo  entatebenden  Glie- 
der, das  erste  (1)  mit  gerechnet;  auf  der  rechten  Seite  erscheiilt 
dann  die  Reihe 
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^.  r 


.1-«   •    .■      ,  .    -;    .'t  . 

I.     w  .     n-  '•     .r  ••!• 

*  i.ii'.-ii-if»  • 


^ 


und  auf  der  liokeii,  als  Sumaie  derselben,  eine  Reihe  von  Integra- 
len, welche  wegen  der  gleichen  Integrationsgränsen  in  ein  einziges 
nsaniaiengefaBtt  werden  können  nnd  zwar  in  das  folgende: 
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Der  Werth  dieaes  lotegralet  ist  leicht  zu  finden.  Entwickelt  nan 
oämlicb  das  Binooi  (1  —  jp)^  and  bezieht  die  Integration  auf  jede« 
einzelne  Glied,  lo  wird  jenes  Integral  in  die  «+1  folgrendea  ser- 
legt,  deren  Coeffizienten  «o»  <•!)  s»s  .  •  •  ««  die  Binomidcoeffixien- 
ten  bedeuten : 


Was  nun  auch  n  und  et  sein  mögen»  so  lässt  sich  doch  jedes  ein- 
zelne Integral  durch  die  gehörige  Substitution  einer  neuen  Verän- 
derlichen auf  die  Form 

•/ol  — »»' 

bringen  9  worin  /n  und  y  ganze  positire  Zahlen  sind.  Haa  kennt 
aber  den  unbestimmten  Werth  eines  solchen  Integrales,  folglich 
auch  den  zwischen  den  Grftnzen  0  und  1.  Die  Aufgabe  von  der 
Summimng  jener  Reihe  ist  daher  ToUständig  gelöst  in  der  Glei- 
chung: 
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4eren   Hake  Seite  nneBdlicli  riete ,  deren  rechte  aber  Mom  « + 1 
Glieder  «atbSit. 
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Im  Allgemeinen  f&hren  die.  nngedeiiteten  lotegratiooen  auf 
Kreisbogen  und  Logarithmen ,  für  «1=1  aber  auf  eine  algebrai- 
scbe  Grösse.  In  diesem  Falle  gestaltet  srch  das  Integral  (o)  ein- 
facher so: 


jr  /[  (1  ^Jc)'^^a:P-\da: 


dessen  Werth  man  aus  Formel  (1)  erhält,   wenn  man  n  —  1  für  i» 
setzt]  derselbe  ist 


Also  haben  wir,  in  (4)  m  ==  1  setaend; 
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eine  Samme»  welche  schon  bekanot  iat  nod  auch  auf  elemeotareoii 
Wege  ermittelt  werden  kaqo.    *  ,    ^ 

.  Für  M^l  werden  oft  die  einseinen  Integrale  in  (4)  jedes  fiir 
•ich  unendlich,  was  natürlich  nicht  hindert,  dass  ihre  Differenzen 
endliche  Grössen  sein  können.  Diesem  üehelstande  hilft  man  bei 
praktischer  Berechnung  specieller  Fälle  sehr  leicht  dadurch  ab, 
dass  man  erst  alle  Integrationen  unbestimmt  ausfuhrt,  die  gefundei» 
nen  ^ogarithmischen  und  Kreisfunktionen  so  weit  als  möglich  mit 


Digitized  by 


Google 


30 

einander  verbindet  und  erst  dann  zur  Substitution  der  Gr&nswertbe 
0  und  1  schreitet 

Z.  B.  für  p  =  \.  m  =  2,  i9=2  ist 


r 


1.1.1 


1.2.3    '    3.4.5    ■    5.6.7^ 

^_  _1_  r    /^i    dx     '„  p^  xdx  p\  x^dx  "1 

~1.2  L«/ol-a:»  yol  — a?»"*"yol— *Ü' 

Integrirt  man  auf  der  rechten  Seite  unbestimmt,  so  erg^ebt  sich 

ein  Ausdruck,  der  sich  in  den  folgenden  lusammensiehen  lässt: 
und  daraus  folgt  für  ^  =  1^  or  =  0 : 

Anderweit  bemerkenswerthe  Resultate  erhält  man  fSr  p^^  iis=2, 
it=:2  und  ^  =  t»  iw  =  2,  it^2^  nämlich  die  folgenden  beiden 
Reihen : 

T--^=27r4"*^4TF76^-67?T8  +  ;-  (^) 

—  —   2.  —  ^  .^  ^  j.  1  ^.  /ov 

16         8   ~  1.3. 5  "^5. 7.«  "^  •.11.13  "*"•••  W 

f.  3. 

Eben  so  leicht  findet  man  die  Summe  einer  Reibe ,  deren  eiu* 
seine  Glieder  die  nämlichen  wie  der  in  (4)  sind«  aber  mit  wecb* 
selnden  Zeichen  fortgehen.  Es  folgt  nämlich  aus  (1),  wenn  msn 
daselbst  /» +  m»  i^  -I-  2»  «•  ••  w.  für  o  seist  und  aHe  so  entuteh^n* 
den  Glieder,  die  Formel  (1)  eingerechnet,  mit  wechselnden  Zeichen 
svsammennimmt,  dass  die  Summe  der  fraglichen  Reihe  gleich  sei 

Entwickelt  man  wieder  das  Binom  (l  —  wY  "nnd  integrirt  jedes 
einseine  Glied»  so  gelangt  man  su  der  Gleichung: 
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Beaerfceaswerthe  tpetielle  FUl«  aind  x.  B.  für 
4ua  d«r  Reik«  nch  fiir  pssl,  ;>=3t  />  =  i: 


«issS,  «=s2  OMd 
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i/^i^—  TZm  ~"  jTTTS  "*" 5767? ""   •  •   •  (^^) 

4  4  2.3.4         4. 5.6^^6. 7,8        ^     r 

1/2^  V/2  —  l'~  1.3.5       5.7.9^9.11.18       •••  ^^-^^ 


8        I6V/2  ^  V/2 

EDtwickelt   man   in  jedem   der  Integrale   der  Gleichung  (9)   den 

Brach  ^  in  die  Reihe  1 — Jt^-^a^  n.  s.  w.  and  integrirt 

jedes  einzelne  Glied,  so  findet  man,  dass  jene  Reibe  auch  unter 
folgender  Form,  dargestellt  werden  kann : 

-2o(i. !_H l -J— +  ) 

«5i  (-i i_  ^-_J l +     )l 

^.JLi  (.J! l H  _J i— +     H 

^^  ff*   >4-2        pi^2-^m  ^^ p^2-h;2tn        p^2^im^^  •"'' 


welches  eine  algebraische  Zerlegung  jener  Reihe  ist. 

f.  4. 

Man  kann  das  bisher  befolgte  Verfahren  noch  verallgemeinern 
und  auf  solche  Reihen  ausdeboeo^  welche  pach  den  steigenden  Po- 
tenzen einer  beliebigen  Hauptgrosse  u  fortgeben. 

Mab  setze  nämlich  in  Formel  (1)  der  Reibe  nach  p  =  p^ 
p-^my  p  +  ^tm  u.  s.  w.,  multipKzire  die  entstehenden  Glieder  mit 
1,  f/,  «'  u.  s.  w.  und  addire  sie/  so^tebt  auf  der  einen  Seite  die 
Reihe 
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und  auf  der  «ijidereD  al»  Summe  derselben  da«  Integral 


TkeU  IV. 
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welches  sich  wieder  in  folgende  Reihe  zerlegen  lässt: 

Ein  allgemeines  Glied  ans.  dieser  Reibe  ist 

0 


1 


und  geht  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  %7=z§^jp 
in  das  folgende  über: 


1      ^9^%r^ 


1 


welches    nach   den   gewöhnlichen  Regeln  refonden  werden  kann. 
So  hat  man  x.  B.  für  m  =  1,  « =  2,  ;i  :=  1  ans  (14)  und  (15) 


*    + 


~*L«/ol-f«?  yol-t«r"*"yol  — 


1.2.S  ^2.3.4  ^S.4.5 

uxj 

und  fiir  %=zfia:  werden  die  Integrale 

— '^Lt»yoi— «    «»yoi— »"*"»•  t/o i—»j 

Durch  Ausführung  derselben  erhält  man  leicht,  sobald  der  abso- 
lute Werth  von  u  die  Einheit  nicht  tibersteigt, 

1                 u                u^  \ 

1.2.J  "*"2..S.4  "*"S.4.5^ f,      ,  ^x   .,^v 

—  4  •    •»  ■"  2  •  «»  2##«      H^— ••)) 

Ist  der  absolute  Werth  vofi  if>-l,  so  divergirt  jene  Reihe  und  die 
Integrale  werden  unendlich  gross. 

Pur  if  =  la  if  =  —  1  entstehen  die  Reihen 

4   ~1,2.S"*"2.3.4'^S,4.5"*" ^  ^ 

*^"^T  ~r7ä7s  ^2.S.4'*"S.4.5"" ^^^) 

wie N sich  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (9)  ebenfalls  findet,  wenn 
man  iwssl,  «==2,  ;»  =  1  nimmt. 

«.5. 

Auch  solche  Reihen,  die  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  Viel- 
fachen eines  Rogens  fortgehed  und  deren  einzelne  Glieder  Coeffi- 
zienten  der  bisher  betrachteten  Form  haben,  können  durch  die  vo- 
rige Methode  summirt  werden.  \ 
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Man  setie  wieder  in  fl)  p^s:^p,p  +  m^  p^-^^^  u.  s.  w:  uihI 
Itiplizire  die  entsleheDden  GleicbuDgen  mit  I9  cos  r>  cos  2v  u. 
--   80  giobt  die  AiMilii,oB.  aller  auf  der  cp^  ^^N  ^^  l^^khe 
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uuii  auf  der  aaderen  die  Summe  derselben 

w  ^  0 

1     ^1                                                               ^ 
=  ^y  ^  (1  —  Är)«[l  •+-  JF*  COB  »  +  OT*"  C08  2ff  + ]a:P-Uia; 

Die  eingeklammerte  Reihe  kann  aiRtelat  der  bekannten  Formel 

1  --tb^I)gT-f.r»  =^+^  cosy+r*  cosar+ ,  H-l>r>  — 1, 

summirt  werden^  und  dann  geht  jemes  Integral  für  r  =  ^r"  in  das 
folgende  über:  - 

«'t/o^*       -^^i     •  1— 2a?*  cos  vH-a:*» 
=  JT  l*«yo  1-2^;"  cosrn-^  "^  "^  ^, 

0  1-52^  cost;  +  ^  ^^^+...1 1 

teodurch  die  Summe  jener  Reihe  (19)  dargestellt  wird,  indem  man 
Mittel  besitzt  einen  Ausdruck  von  der  Form 


/- 


«W"H-a:«V* 


zu  integriren. 

Eben  so  leicht  erhält  man  aus  Formel  (1) 
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L     ^  'S- 

5».        «      i 
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wobei  die  eiogeklamoierte  Reihe  nach  der  Formel 


sm^ 


1  — 2r  cos  t;-f.r» 


:Bin  f^Hh#*  sin  iv+r^  sin  Zv  + 
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sumoiirt  werden  kann.     Mao  erhält 


;jy:<' 


'       I  '^nam    (*Afl  ff  .1.  xxm 


i  —  2jJi«   CO«  t;  -H  ^C*" 

womit  die  Summe  der  Reihe  i^\\  gefunden  ist. 
Für  ;7  =  «i  =  j!»=:  1  ist  z.  Bv 

sin  V        sin  2y         sin  3t/   . 
H     3    g?  -r 


i.2^     2.J     ■      3.4^^ 

xdx 


_    .    •      /*!  dx .         p\ 

8in  ^J ^  1— 2ar  cos  v-*-^*       *'**  ^J^X—lx  cos  »-|-J?» 

0  1  —  2a:  cos  y  -+-  o:» 
Durch  Anwendung  der  bi^k^nnten  Integralformel 

yHA^Bx)dx  2Ac^Bb     .     ,         h+Zcx     .   B,,,     ...        ,v 

erhält  man  hieraus 

sin  V        sin  2v    .    sin  3» 


i.2  2.».--«.«- j 

=  ^K»r-r)tan|— «asin-l-)]. 

Zwei  spezielle  Fälle  der  obigen  allgemeinen  Formeln,  wenn  näm- 
lich «v  =  #i  und  #r  =  »  +  l  ist,  hat  Herr  Dr.  Stern  in  Crelle's 
Journal  Bd.  10.  S.  209  entwickelt.  Kr  geht  von  Zerlegungen  wie 
die  in  (13)  aus,  die  er  durch  Indnction  findet  und  mittelst  der  Ber- 
noulKschen  Schlussreihe  verifixirt.  Dies  ist  gerade  der  umgekehrte 
Weg,  welcher  indessen  nicht  so^kurz  und  allgemein  zum  Ziele 
führen  dürfte  als  der  obige  direkte. 
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Eio  Beitrag  zur  Theorie  der  Ausmittelong  des 
Kennzeicliens^  ob  eiiie  Variation  zweiter  Ord- 
nung positiv  oder  negativ  ist,  oder  weder  als 
positiv  noch  als  negativ  gelten  kann.  Gelegen- 
heitlich ist  dabei  ein  Beitrag  zur  Beurtheilung 
der  beiden  von  Euler  und  Lagrange  gegebe» 
nen  Methoden  der  relativen  Grössten  und 
Kleinsten. 

Von 
Herrn  Doct<M*  G«  Strauch 

I>hr«  d.  Matbm.  an  der  Eniehungsanatalt  zu  Lenzbuif  im  Kanton  Aargaii. 


Diese  Über  die  Variationen  zweiter  Ordnung  anzustellende  ün- 
tersnciiUDgr  kommt  bekanntlicb  am  bänfigsteo  vor  bei  der  Anwen* 
düng  des  YariationskalkDU  auf  das  Grösste  nnd  Kleinste,  Ist  der 
gegebene  Ausdruck,  der  ein  GrÖsstes  oder  Kleinstes  werden  soll, 
eine  reine  Urfuoktion,  oder  enthält  er  aucb  (totale  oder  partielle) 
Differentiale;  so  hat  diese  Untersuchung  keine  weitere  Schwierig* 
keil,  sie  lässt  sich  jedesmal  mittelst  der  Theorie  der  unbestimmten 
Koefficienten  oder  mittekt  der  Theorie  der  Gleichungen  ausführen. 
Ist  aber  der  vorgelegte  Ausdruck«  der  ein  Grösstes  oder  Kleiastos 
werden  soll,  ein  Integral;  so  kann  die  in  Rede  stehende  Unter- 
suchung manchem,  der  in  der  höheren  Analysis  nicht  viele  Fertigkeit 
hat,  bedeutende  Schwierigkeiten  verursachen.  Die  hier  folgende 
Abhandlung  soll  sieb  daher  nur  auf  solche  Probleme  erstrecken, 
WO  der  vorgelegte  Ausdruck  ein  Integral  ist;  und  dabei  mögen 
zwei  Abtbeilujigen  gemacht  werden,  je  nachdem  derselbe  entweder 
ein  ebfaches,  o^ec^  ^jjn  zweifechesi  dreifaches»  u.  s.  w.  Integral  ist 

Erste  Abtheilung. 

Der  umlegte  Ausdruck  sei  ein  einfache«  Integral.  Diese 
A«%fabe  ist  ftlgende:    Bs  sei  F  ein  aus  den  Btenenten 

.  4^    ^              d^y        dx      ,        d^%        dv         , 
^»  y>  E»  iftps  •   • .  .  •  as>  «>  ä; d^*^'di> 
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gebildeter  Ausdruck,  und  mau  suchl  für  p^  z^,  v solche  Funk- 

tionen  von  or,  dass  dabei  das  von  a:=a  bis  a:=za  erstreckte  In- 
tegral 


U=:y^r.da; 


ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird. 

ßrstfeDs.    W«nn   V  ein  nur  ans  den  Elementen  «^t  y»  ^*  •  • 

...  ^-^  gebildeter  Ausdruck  ist,  man  also  nur  y  als  eine  solche 

Funktion  yon  a:  sucht,  dass  dabei  U^=iJ     Y .,d^.    ^in  Grösstes 

oder  Kleinstes  wird,  so  bat  man  den  einfachsten  Fall.  Die  €nter- 
suchung,  wann  die  zweite  Variation  8'^V  positiv  oder  negativ  sei, 
tider  weder  als  positiv  noch  als  negatir  gelten  kann,  ist  bereits 
von  französiseheu  Üathematikern  ausgeführt.    Z.  B. 

1)  von  Laplace.    Nova  acta  eruditorum.  1772.  8.  193 

2)  von  Legendre.    H^moires  de  TAcad.  des  Sciences  de   Paris. 
.      1786,  p.  7;  et  1787,  p.  348 

3)  von  Lagrange.  Theorie  des  Fonctions  analytiques,  2.  edit. 
p.  276.  In  Crelle's  üebersetsung  der  Ijagrange'schen  Werke 
lese  man.  Bd.  I.  S.  500.  ff. 

Zweitens.  Wenn  aber  bei  dem  zusammengesetzteren  Falle, 
wo  nemlich  y,  «,  er,  u.  s.  w.  als  solche  Funktionen  von  a:  gesucht 

werden^  dass  £^=  /     F.  das  ein  Grösstes    oder  Kleinstes ^  wird, 

die  zweite  Variation  J'  U  positiv  oder  negativ  iftt ,  oder  weder  als 
positiv  noch  als  negativ  gelten  kann:  diese  Untersucbtfng  hat  ein 
deutscher  Mathemat&er  ausgeführt,  und  jeder  schon  so  vl^eit  ge- 
diehene Analytiker  wird  sie  mit  Vergnügen  lesen.  Man  sehe: 
Lehre  des  firössten  und  Kleinsteji  von  M.  Ohm*  Berlin. 
1825.  S.  279—283,  S.  292,  293. 

So  gewiss  es  aber  ist,  dass  diese  Uutersuchuogep  fiir  den  zur 
Reife  gediehenen  Analytiker  nichts  nrehr  zu  wünschen  übrig,  las- 
sen; eben  so  gewiss  ist  es  auch,  dass  sehr  Viele,  und  sogar  solche, 
die  übfer  Variationskalkul  zu  schreiben  unternommen  haben,  nicht 
in  den  Geist  derselben  eindringen  konnten.  Besagten  Leuten  wäro 
es  besser  ergangen,  wenn  sie  nur  ein  einziges  Problem  vollständig 
durchgeführt,  und.  die  sich  dabei  ergebende  zweite  Vartation  mit 
UmsIcM  untersucht  hätten.  Ich  halte  es  daher  für  nicht  über- 
fifisiig,  einige  einfache  Probleme  hier  aufzustellen, 
und  dann  erst  zur  zweiten  Abtheilung,  wo  vielfache  In- 
tegrale vorkommen,  überzugehen. 

ErMfeM  PröbUm.  Mau  sucht  diejen ig.«  ehtm^t  Kttrve, 
welche  von  zwei  zu  den  Abscissen  »  and  a  gehörigen 
rechtwinkligen  Ordinaten  begränzt  wird,  uncTzwischen 
ihren  Gränzpunkten  die  kürzeste  ist,  während  für  diese 
Gränzordinaten  selbst  vorgeschrieben  ist,  dass  ihrt^ro- 
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dukt  unter  allen  DmetaDileii  eioen  beBCinnit  gegebenen 
negatiTen  Werth  ( — A*)  haben  soll. 

Die  Anfffabe  ist  also:    Es  soll  jr  als  solche  Funktion  von  a: 
gesucht  werden,  dass  das  bestimmte  Integral 

ein  Grösstes  oder  Kleinsfes  wird,  während  eben  diese  für  y  ge- 
suchte Funktion  nur  ans  der  Zahl  derjenigen  herausgewählt  wer- 
den darf,  bei  denen  die  Gleichung 

II.    jfc  .  y«  =  —  ^» 

statt  findet. 

Hier  ist  nach  ßuler's  Bezeichnung  p:=z^i  und  ya  bedeutet, 

dass  man  in  dek-  für  y  gesuchten  Funktion  a  an  die  Stelle  des  of 
gesetzt  habe.    Ebenso  verhält  es  sich  mit  y«. 

Variirt  man  Gleichung  1.,  so  bekommt  man  bekanntlich 

und 

Auch  hier  bedeuten  die  unten  angehängten .  a  und  a,  dass  man  a 
und  a  an  die  Stelle  des  ^  zu  setzen  hane.  Wenn  man  Gleichung 
II.  variirt ,  und  dabei  die  Ausdrüclf e  6yay  i^Va^  ^*  **  w.  als  solche 
behandelt,  deren  Werth  von  iy^^  ^^ffiar  u*  s.  w.  abhängig  ist;  so 
bekommt  man 

V.    iy,,  =  ^dya, 
Eliminirt  man  dy„  ans  III«,  so  bekommt  man 


//.t? 


fi.V,  • 


./•(---^X- 
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Oaraua  ergibt  «ksb  nuD  dU  lI«Hptglei«b«Dg 

und  die  iGräozeDgleicliaDg  ^ 

Integrirt  man  die  Hauptgleichung,  so  ergibt  sich 

d.  h«  die  gesuchte  ebene  Kurve  ist  die  grade  Linien  and 
wenn  man  A  statt ;?,  und  Aa-\-B  statt  y«  in  IX.  einsetzt,  so 
bekommt  man 

(Ja  +  Bp  Mi^4*    ~ 
oder 

XI.    A,[Mf*-^(Aa+B)^]szO. 

Setzt  may  eben  so  Aa  +  B  nnd  Aa-^  B  bezüglich  statt  y« 
und  y^  in  II.  ein;  so  bekommt  man 

XIL    {A.a  +  B).{A.a  +  B)  =  ^Jb\ 

Die  Gleichungen  XL  und  XIL  dienen  zor  Bestimmung  der 
Eonstanten  A  und  B. 

GreichuDg  XL  wird   erfüllt,  wenn  A  =  0;  dabei  reducirt  sich 
XIL  a|f  B*  =  —  ^».    Diese  Gleichung  enthält  eiuM  Widerspruch  , 
in  sick  selbst;  es  kann  also  nicht  ^==0  sein.  ^ 

Gleichimg' XL  wird  auch  erfüllt,  wenn  Jb* -^{Aa-^  Bi)*  =zO 
ist  Daraus  folgt^a-f- Ä  =  z£iV^;  und  XIL  geht  über  in 
r^a+Ä).(d=V/X:»)  =  -ife%  d.  h.  es  ist  Aa  +  B  =  =f:V^. 
Gleichung  X.  geht  also  über 

Die  gefundene  Grade  schneidet  also  die  Abscissenaxe  da,  wo 
jp  =  — j— ,  d.  h.  mitten  zwischen  den  Gränzordinaten.  Sie  geht 
von  oben  nach  unten,  wenn  man 

setzt;  dagegen  geht  sie  von  unten  nach  oben,  wenn  man 
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.UiwiDirt  oMo  Dtto.^'^  aus  IV.,  uod  benilcksielittgt  nao  noch 
die  HauptgKeichuDg  Vlll.;  so  redaf^t  aiok  IV«  auf 

nnd  es  fragt  sich:  kann  dieser  f&r  d^£^  hergestellte  Ausdruck  als 
positiv  oder  als  negativ  gelten  ?     Um  diese  Frage  zu  beantworten. 

Dehne  man  das  von  a  bia  j;  er«trockte  Integral  J    (^J*)^  •  dm. 

und  setze 

,  ♦  ■ 

-(90)  .  V.+y^[^-H{V*J  .  iyV.  da: 

I 

wo  gpor  und  V'^'zttrtt  nocb  zn  be^ttmoicode  Funktionen  sind.  Dif- 
ferentairt  man  nun  auf  beiden  •  Seiten ,  und  dividirt  man  dann  Alles 
mit  ^\  so  bekommt  man 

oder 

Diese  Gleichung,  gilt  für  jede  belieMge  Funktion  dy  von  of  qod 
bei  jedem  beliebigen' Werthe  des  o;;  sie  muss  also  in  {olgende  zwei 
ideibtiaebe  Gteidiuiigen '  zerfallen : 

-^  +  (V'a7)»=0  und  (yo?) -h  (^^)  =  0. 

Daraus  folgt  yor  =         ^  uod  V'^  =  —  ,  wo  c  eine  durch  die 

Integration  eingegangene  wiltktlhrUdie  RbnstiMiCe  ist.  'G^iobung 
XV.  geht  also  über  in         '  ^ 

/'(f,..*.=j^..v.-:J^.*-. 

Dieae  Gleichung  gilt  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  ^,  also 
auch  bei  afz=a$  und  man  bat  folglich 

Ifi^i  boach^  nmi  folg«i4e  d«ai  Paukte: 
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1)  Es  existirt  Uorchaus  keine  BediDguag,  yon  welcher  der 
Wertb  der  KoDstanten  c  abhängt; 

2)  Man  mag  der  Konstanten  c  was  immer  fiir /einen  Werth 
beilegen,  dieser  Werth  hat  niemals  Binflusa  auf  dy  und  ^3  und 

3)  So  wie  der  Werth  des  linken  Theils  der  Gleichung  XVII. 
von  c  unabhängig  ist,  eben  so  ist  der  Werth  des  rechten  Theils 
dieser  Gleichvng  von  c  unabhängig.  Dicgies  kann  man  aber  noch 
auf  folgende  Art  nälier  nachweisen;    Weil 


(S-iT-.-*^>'=(^)- 


^^•'»'> 


80  kann  man  itatt  Gleichnng  XVII.  anch  schreiben 

xviii.  /•■(f,..^=^^.v«-^..V. 


/fe-^] 


und  wenn  man -das  vollstündige  Differential  integrirt,  so -bleibt  blon 

Hierdurch  ist  also  strenge  nachgewiesen,  dass  der  Werth  des  rech- 
ten Theiles  der  Gleichung  XVII.  von  e  unabhängig  ist.    Wenn  man 

1^)'  •  da:  gleichbedeutenden  Ausdruck 

in  XIV.  einsetzt,  und  dann  noqh  dy^a  eliminirt;  so  bekommt  man 


XIX 


(l^J*).{a^^) 


Da  nun  der  Werth  des  S*i/  yon  der  Konstanten  c  unabhängig 
ist;  so  lege  man  dem  c. einen  solchen  Werth  bei,  dass  die  Gleichung 
stattfindet: 

■    2ji  .k*  k*  '         1  " 

^^  yC~  "*"  (1+A*).{a  +  C).lf*a  ~  (H-^»).(«H-c)  =  *- 

Dabei  redocirt  sich  XIX.  auf 

Aus  Gleichung  XX.  ergeben  sich  zwei  verschiedene  Werthe  fiir  c, 
von  denen  man  nach  Belieben  den  einen  oder  den  andern  in  XXI. 
einzusetzen  hat.  An  XXI.  aber  erkennt  man,  dass  d*  ^positiv  ist; 
denn   das   Radikal   (l+^*)i  hat  nur  seine  poiitife  Bedetttmg, 
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weil  es  in  Gleieliiiiif[  L  nur  als  positiv  vorufsgesstet  worden  ist»^ 
wie  aai  folgeode  Weise  erörCeri  werden  mog: 

Die  DiSereoi  a  — *  0  isi  positiv»  «ho  noss  (wie  ons  der  Theo- 
rie der  Rectifikation  bekanot  ist)  die  erste  Ableitang  des  Bogens 
bei  jeden  zwischen  a  und  a  liegenden  Wertb^  des  Jt  positiv  sein, 


d.  h.  das  Radikal  V^l+p*  darf  in  Gleichung  1.  nur  nach  seiner 
positiven  Bedeutung  genommen  werden,  welche  Einschränkung 
durch  die  ganie  Aufgaoe  festgehalten  werden  muss. 


ZweUeM  J^oöiem.    Man   sucht  y  als   solche   Funktion 
von  oif  dass  das  bestimmte  Integral 

ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird. 

Man  varitre,  und  setze  dann  zurAbkilrzung  p  statt  —-;  so  he* 
^kommt  man  .  ^ 

Hier  hat  man  als  Hauptgleichnng 

IV.    4y4.«v-^^-=0 
und  als  Gränzengleichdng  hat  man 

V.    (my--p)a.6ya-'(my—p)u.dya^=^^. 
Wenn  man  die  Hauptgleiebüng  integrirt,  so  bekommt  man 

Vi.    y=y.sin(2a?^-^) 

als  die  für  y  gesuchte  Funktion,  wo  h  und  g  zwei  noch*  zu  be- 
stimmende willkühtliche  Konstanten  sind.  Die  Gränzengleichung 
geht  jetzt  iftei^  in  .     v  ' 

VII.    [^•sio(2a  +  «^)-4.cosC2«  +  fr)l.*y« 

-  [^ .  sin  (%m^g)^k.  cos  {^+g)\ .  &ya  =  0. 
Diese  Gleichung,  welche  bei  JBestimmnng  der  Konstanten  nock  be- 
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Dütet  werden  niie8y"wi>d  sidi  Huf  fersohvediiiB  Wehe  cerlegeD^je 
DBcbdem  6ya  und  dva  iHllkilrli«h  *d«r  abbttogig  sind.  UnliV'  Be* 
ntckslchlignng  der  HanptgleichiHig-redncirt  sieb  nun  l||.  ftuf'^ 

Man  nebme  nun  .das  von  a  bis  ;r  erstredite  Integral 
/   und  ^etze 

IX.  y;'[4.  v+2-..<yy.^~@n.^^ 

=  (spät)  .  <%f*»  — (9«)  •  *jfa*  "Sl^  +  f*^>  •  ^1*  •  '^-^ 

wo  gpor  nnd  V^iT  zwei  nocb  zu  bestimmende  Funktionen  *  sind«  Man 
düiferoittlire  auf  beideo'-S^iten ,  dividire  Alles  mit  äse,  und  bringe 
alles  auf  eine  Seite  des  Gleichbeitszeicbens;  so  bekommt 


Diese  Gleiebung  gilt  für  jede  beliebige  Funktion  8y  von  o:*,  und 
bei' jedem  beliebigen  Wettbe  des  2?;  sie  verfallt  also  in  folgende 
zwei  jidentische  Gleicbungen: 

4— -^  +  (^4?)»=0  und  «»  — (9^)-|-(^^)  =  0. 
Daraus  erg^'bt  sich 

I  : 

9)^  =  iw+2  .  tg  (&r  +  ^) 
und 

^^izr 2  .  tg  (Äa* *^- r). 

Gleiebung  IX.  gebt  also  jetzt  über  in 

=  [«-l-a .  tg  (2ar  +  <>)] .  9y,*  —  [«»  +  2  .  fg  <2#,f-<»)I .  Syn* 

Diesfr  GJeicbting  gilt  bei  jedem  beliebigen  Wertbe  des  or,  aUo  ancb 
bei  ^  =  a;  und  man  bat 
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Sowie  der'Werth  des  linken  Theilen  dieser  Gleichuoff  von  c  nn- 
abbängig  ist,  el^enso  ist  aucb  der  iVcrtb  des  recbten  Tbeiles  dieser 
Gleicbung  von  c  nnabbänf^i^.  Dieses  kann  man  aber  auf  folgende 
Art  näber  nacbweisen:    Wfeil 

-1^+2 .  <ry .  «g  (SU-HOP  =4  .  «Jy« +^2«. .  ^ .  ^  -  (^)» 

«/[(.w-t:2.t^(2a?-Hc)).(»»l 
dx 

ist,  80  kann  nan  statt  Glciclinng  XI.  ancb  setten 

=  [•-!-«.  tg  (2a^-c)l .  *|te»  -  [«.  +  2  :  tg  (2«+c)] .  dy,* 
und  wenn  man  das  vollständige  Differential  Inte^irf,  so  bleibt  blosif 

=r/^*[4.V+«-».«^.S-(S)*l.rfr. 

Hierdurch  ist  also  strenge  erwiesen,  dass  der  Wertfa  des  rechten 
Tbeiles  der  Gleichung  JU.  tob  c  gani  unabhängig  ist.  .Wenn  ma» 
mfi  aw  XL  den  mit 

/fl4.<y+2.,.<%r.g-(^n.*r 

gleicbbedeufeadcD  Augdraek  ia  VIII.  eiosetst,  ■«  1iek«limt  man 

XIII.    <^ü=s2.I^.siD(2o-|-y)-co8(2a^-g')].^^y„ 

H-3 .  [«+2 .  tg  (2a+e)]  .  ^tf* 
- 2 .  1^ .  siB  (2«+if)-cos  (2a-|-«')l .  J»y. 

—  2 .  [sa -I- 2 .  tg  (2a -I- c)J .  diy„» 

Weai  naa  nickt  #y«sBO,  dy«=0,  ^g^asO,  <^yi,as:0,  u.  «.  w. 


Digitized  by 


Google 


48 

ist,  80  kann  man  docb  jedesmal  der  KoDitanten  c  eiwen  soIcheD 
Wertb  beilegen,  dass  das  ausserhalb  de«  Inteffralzeicbens  befind- 
liche Agfi^regat'  wegfällt;  und  dabei  reducirt  sieb  Gleichung  XUl. 
auf  ' 

woran  man  erkennt,  dass  (f* £7  negativ  ist,  und  ein  Grösstes  statt- 
iindet. 

Drittes  l^odiem.  Man  sucht  unter  allen  eAemen  Kur- 
ven, welehe  zwischen  deu'zn  den  Abscissen  a  und  «  ee- 
hörigen  rechtwinkligen- Gränzordinaten  einerlei  Flä- 
cbeninbajt  einscbliessen,  diejeniffe,  bei  welcher  der 
Schwerpunkt  am  höchsten  oder  tieuiten  (der  horizontal  ge- 
nommenen Abseissenaxe  so  nahe  oder  ferne  als  möglich)  liegt. 

Dic(  hiesiffe  Aufgabe  verlangt  also  für  ^  eine  solche  Funktion 
von  or,  dass  der  Quotient 

oitt  Qrösstes  oder  Kleinstes  wird,  wäbrend  «ben  di^e  ffir  y  ge» 
suchte  Funktion  nur  ans  der  Zahl  derjenigen  berausgewählt  wer- 
den darf,  bei  denen  allen  das  bestimmte  Integral 


»■  /> 


•  da: 


den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Wertb  bekommt. 
Dies  Problem  gehört  in  die  Klasse  derjenigen »  welche  von 
Enler  relative  firösste  oder  Kleinste  genannt  werden.  Er 
verfkbrt  dabei  auf  folgende  Weise:  Er  moltiplicirt  den  Ausdruck 
II.  mit  einem  fvorerst  noch  unbekannten  aber  vm  Laufe  der  Unter- 
suchung sich  bestimmenden)  konstanten« Faktor,  und  addirt  dann 
dieses  Produkt  zu  I.    Er  setzt  also* 

/   y^  ,  da:  ^^ 

111.     üisz^^--^ l-A./   y^  dm 

-    ^       da:  •^^ 


T.y 


und  sucht  diejenige  Funktion  y  von  a:  auf,  welche  den  Ausdruck 
III.  zu  einem  Gröasten  öder  Kleinsten  macht. 

Dieses  Verfahren  wäre  allerdings  gerechtfertigt,  wenn  der 
Ausdruck  11.  selbst  Null  wäre,  und  wenn  sowohl  ein  abhängig  va- 
riables als  auch  ein  unabhängig  variables  Element  vorbanden  wäre; 
dann  wäre  der  Ausdruck  111.  dem  Ausdrucke  I.  vollkommen. gleich^ 
und  der  Faktor  L  würde  dazu  dienen,  die  Variationen  des  abhän- 
gig variablen  Elementes  zu  eliminiren.  Alleib  da  das  bestimmte 
Integral  II.  nicht  Null  ist,  so  ist  das  in  111.  stehende  ü  ein  ganz 
andei%s,  als  das  in  I.  stehende  ü^  und  es  fragt  sich:    Wie  geht 
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et  so,    dasB   diejenige   PaQk^on   y  von  ap,   welche   ^eo 
Aosdmck  III.  zu  einem  Grössten  oder  Kleinsten  macht, 
auch   den   Anadmck   1.   zn    einem  Grössten   oder  Klein*' 
sten    macht;   nnd   wober   weis«   man,   da'gs   die  gesuchte 
Funktion  y  von  ap  nur  ana  der  Zahl  derjenigen  heran»* 

Jewählt  ist,  welche  alle  für  das  bestimmte  Integral  IL 
en  nemlichen  (gegebenen  oder  oichtgegebenen)  Werth  lie- 
fern? 

Ein  Versuch,  diese  zwei  Fragen  theoretisch  zu  beantworten, 
wird  jedesmal  ein  Versuch  bleiben;  und  es  ist  nötbig,  statt  der 
Euler'schen  Methode  eine  andere  aufzustellen,  um  sp  mehr,  als  die 
Euler'sche  Methode  bei  Tielen  Problemen  dann,  wenn  man  das 
Kennzeichen  für  die  Existenz  eines  Grössten  oder  Kleinsten  her- 
stellen will,  ganz  falsche  Ausdriieke  liefert.  Dieses  ist  namentlich 
in  dem  hier  vorgelegten  Probleme  der  Fall  (man  lese  die  Bemer- 
kung hinter  Gleichung  IX). 

Thatsache  ist  es  aber,  dass  die  Euler'sche  Methode 
jedesmal  die  richtige  Funktion  y  von  jc  liefert. 

Nun  mag  das  vorgelegte  Problem  nach  der  Euler'schen  Me- 
thode durchgeführt  werden.  Hau  variire  Gleichung  IIL,  bringe 
Alles  auf  einen  Nenner,  und  setze  dann  im  Nenner  zur  Abkürzung 

A  statt  fy.dap\  dann  bekommt  man. 
IV.    ^l7=j^.|2./]^y.<ry.itexy]*y.Ar 

Nun  setie  man,  was  aber  in  der  Theorie  des  Variationskalklirs 
noch  erörtert  werden  muss, 

L  h.  man  setse^  y*  \dx'=zA .  C,  so  gebt  Gleichung  IV/iiber  in 
VI.    iü=^.J^(2y--C^^AL).8y:da:. 

Daraus  folgt  die  Hauptgleichung 

VII,    2y— C+2.Jf.Z  =  0 

nnd  eine  Gränzgleicbung  gibt  es  nicht.  Miln  hat  also  die  mit 
der  Abscissenake  parallele  Grade.  Bei  Bestimmung  der 
Konstanten  muss  Gleicnung  V.  mit  benutzt  werden;  diese  geht 
jetzt  über  in 

( 2 Y  .  (a  — ar)  =  ,C.  ( g )  .  (a  —  ap). 

Diese  Gleichung  enthSIt  keinen  Widerspruch   in  sich  selbst,  son- 
dern liefert  2uifXr=3— £?;  und  wenn  man  AL  ana  ¥IL  elimlairt, 
so  ergibt  sich  ' 
TMIIT*  4 
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Till.    ys=iC 

9\m  Gleichung  der  geeucbten  Graden«  wo  C  eme  noch  lu  beitim- 
mende  Konstante  ist»  die  wenn  z.  B.  Torgeschrieben  ist,  daaa  der  in 
Rede  stehende  Flächeninhalt  den  heaftimmtea  Werth  g*  hab^  doreh 

die  Gleichung  /^y.  d[ra=^*    bestimmt  wird;   denn   diese  GIeK 

chungy.  wenn   man  C  statt  y  setzt  und   integrirt,   geht  über   lA 

C(u  — a)=^»,  und  daraus  folgt  Cz=z-^—. 

Um  zu  entscheiden^  o.b  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  stattfinde, 
hat  man  in  Gleichuug  IV.  nur  den  Zähler  zu  variifen;  und  man 
bekommt  zunächst 

""./IV  •  da:y^flS^y.dw'^%L  .  (//y  •  äa:)\f^i*y  .  da: 

"•"  *'  fy^^  •  *^  ^  fy  ♦  ^  "^^^'fiy  •  ^  X  Kfyy*  ^y  \  • 

Setzt  man  A  statt  /  y.dae^  und  u^C  statt  fy'^\dx\  so  geht 
dieser  Ansdmck  über  in  ^ 

d^ü^^.  \f^{^y;^C^2jiZ).i*y.d^ 

Dieser  Ausdruck  reducirt  sich  wegen  Gleichung  VIL  auf 

i^U=^.  \/^dy*.da:+2L.(J^Sy.da:y\. 

Nun  ist  A=^y.da;^C.  (a  — «),  abo  ^=— 53  =  — 2(S^* 
und  somit  hat  man 

Man  erkennt  aber  gradezu,  dass  das  innerhalb  der  Haken  stehende 
Aggregat  weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten  khnn,  so  dass 
es  das  Ansehen  hat,  als  fände  weder  ein  Grösstes  noch  Kleinstes 
statt.  Allein  es  ist  in  derThat  der  Fall,  dass  unter  allen 
Figuren,  die  denselben  Inhalt  und  dieselbe  Grundlinie 
haben,  und  von  auf  der  Grundlinie  stehenden  Perpendi- 
keln begränzt  sind,  das  Rechteck  seinen  Schwerpunkt 
am  tiefsten  liegen  hat.  Dieses  wird  auch  noch  durch 
den  nach  der  Lagrange'schen  Methode  für  S*ü  herge- 
stellten Ausdruck  XaI.  bestätigt;  und  ^somit  bleibt 
nichts  anderes  übrig,  als  den  nach  der  Buler*schen  He- 
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thode  für  d*l7  hergestellten  Augdruck  für  einen  unrich- 
figren  i«r  erkiäreik     '  . 

Es  entsteht  also   die  dritte  Frage;    Wie  geht  es  zu,   dass 

■aB,  wenn  nan-  das  Produkt  JL  4  I   p.dw  %n  Ü^z*^-^ 

addirt,  nn4  dann  diese  Summe  variirt,  die  richtige  Funktion  y  von 
ap  bekommt,  während  noch  der  für  c^V  sich  ergebende  Ausdruck 
unrichtig  sein  kaott?  ,         ' 

Diese  dritte  Frage  lässt  sich  ebenso  wenig  theoretisch  b«a»t* 
Worten,  als 'die  beiden  früheren;  und  man  ist  bei  der  Euler'schen 
Methode  in  der  Lage,  in  welcher  man  bei  jedem  bloss  empiri- 
Mshe'nTerfshreii  ftt^  nnd  dieser  Umstand  hatte  längst  Teraulassen 
sollen,  eine  streng  einleuchtendje  Methode  für  diese  Probleme  auf- 
anstellen.  ;.      . 

l^grange,  dem  alle  diese  Mängel  der  Euler'scheq  Methode 
nicht  entgangen  seio  könnoB,  sehlägt  ein  anderes  Verfahren  vor; 
er  setzt  nemlich  statt  des  Ausdruckes  II.  die  identische  Gleichung 

X.  J ^y.dx=:%x-'%a. 
Daraus  folgt  durch  Differentiation 

Da  nun  der  Flächeninhalt  entweder  vorgeschrieben  oder  nach 
Willkür  gewählt  werden  kann«  so  ist  «  das  unabhängisr  variable' 
und  y  das  abhängig  variable  Element.  Man  eliminire  also  y  aus 
1„  so  ergibt  sich 

XIL     V -'  »  ^'^ 

Man  varitte^  briage  AUea  auf  einen  Nenner ^  nnd  setze  dami  im  ^ 
NemMT  anr  Abkäiawig  A  statt  /^(^)  •  «^i  >»  bekommt  maft' 
sBBächat  .       -  "  ^ 

*p-ä^:.a./7<g).(f).*rx /;(§,.*> 
-/;<£)-'^^/:"tS»-''^i- 

Nun  setze  man,  was  aber  in  der  Theorto  des  Variationskolknl/i 
Boeh  Bäher  eüör^sii  ^enida  mass, 

.    XIV.  /:<£,.:*r=*.y;"(^;* 
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d.  lu  m«ii  ^^^^^n^^^  .dx^=zA.E,   so  g«bt  GUichiivg  XIIL 
fiher  iD 

Aber  weil  B  konstaDt  ist,  so  kaon  man  aach  setsen 

wüA  wenn  man  die  gehörige  UmfornnDg  ausfuhrt,  ao  bekoanait  omb 

Dieser  Aasdraek  «erlegt  sich  io  die  Havptgleiehvng 

XVI.    y=:0 
und  in  die  Gränsengleicbung 

I 
Integrirt  man  die  Hauptgleicbung,  so  bekommt  man 

XVIU.    «=5C\^  +  /l 

Es  ist  also  (^)a  =  (^a=^>  und  die  Gränaengleichnng  geht 
über  in 

XIX.    (C-.£?).(d«a  — *i^)  =  0. 

Allein  eben  weil  die  gesachte  Karre  nur  ans  der  Zahl  derjenigen 
heransgewählt  werden  dar^,  bei  denen  allen  das  bestimmte  Integral 

fy .dx^s^%a  — ««  denselbea  (gegebenen  »der  nichtg«gebenen) 

Werth  behält;  so  ist  jetzt  J«a— ^««=0,  ^'«a— 4f*jia=0,  «.s^w^ 
and  die  Gränsensrleicbang  fällt  von  selbst  weg»  so  dass  daraas  für 
die  Bestinunang  der  Konstanten  C  opd  F  nichts  gewonnen  werden 

kann.  Weil  aber  yssj^y  >o  ^*^  ^^^  j^^^  gesachte  Karve  gege- 
ben durch 

XX.    y=C. 

Man  hat  also  wieder  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele 
Grade  wie  bei  der  Ealer'schen  Methode.    Die  Konstante  C  wird, 

wenn  das  Integral  jy .  djc  den  gegebenen  Werth  g*  haben  soll. 
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4iirck  die  OleichiiBg  C.  («—<«)  =:^  beitiomt,  wie  echoD  bei  der 
•raten  Aoflösiiog  gei«gt  ist 

Ua  so  entscheiden  ob  ein  Grösstes  oder  Kleingtet  stattfinde« 
bat  aan  in  Gleichung  Xlii.  nur  den  Zähler  an  rarüren;  nnd  man 
bekoBMit  annäcbst 

*.r=äj,.i../;(i,.(^-,.*x/;(£).* 

Man  forme  am,  setie  A  statt  /^C^;)*^»  ^nd  beantse  noch 
Oleichnng  XI¥«;  so  ergibt  sich 

In  Folge  alles  Torhergebenden  redocirt  sich  aber  dieser  Ausdruck 
auf 

-  XXI.  >r=i./;*(^)...*r. 

Man  bat  also  hiermit  den  Beweis,  dass  ^in  Kleinstes  stattfindet. 
(Man  sehe  Gletebung  IX.  und  die  dortige  Bemerkung). 

*  Lagrange  selbst  bat  das  abhängig  variable  £lement  niemals 
direkt  eliminirt,  sondern  jedesmal  mittelst  eines  Multiplikators.  Zu 
diesem  Ende  verwandelt  er  die  Gleichung  XI.  in  folgende  iden- 
tische: N 

Diese  Gleichung  mnltipücirt  er  dann  mit  einer  (vorerst  noch  unbe- 
kannten sich  aber  im  Laufe  der  Untersuchung  noch  bestimmenden) 
Bichtvariablen  Funktion  9t  von  js\  dann  ist  auch  noch  das  Produkt 

XXilL    W.(y--g)  =  0 

eine  identische  Gleiehnng;  und  daraus  folgt,  dass  auch  noch  iden- 
tisch stattfinden« 


XXV.  ».(ir»y-!^)=o. 


Rs  ist  also  auch 
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^      XXVII.  /79i.(<^-g)=?o     !",' 

XXVIir/  ./7s«.(a»y^^*)«=0. 

Man  kaon  also  das  lattgral  XXVI.  zu  L  aaf  zweierlei  Weite  ad- 
diren,  obne  dass  dabei  da«  £7  im  geriiig^«ten  ge&odert  wird,  d.'b. 
man  kann  entweder 

oder  man  kann  .     .     . :   « 

XXX.    ü^^ ^ — — -^ 

2 .  y  ^  y  •  da: 

setzen.      Variirt    man"  nun,     und    nimmt    die    g^ebörigen    Cmfor- 
mnnffen  vor;  so  gelangt  man  genau  zu  den  bisberigeii  Resultaten. 
Nun  soll  über  die  Lagrange'sche  Metbode  eine  nicht  unwich- 
tige^ sondern  sehr  beachtenswertbe  Untersuchung  angestellt  werden: 

1)  So  lange  nur  eine  Nebenhedin^uog  gegeben  ist,  wie  im 
hiesigen  Probleme  der  Fall;  so  Jange  ist  das  Lagrange'sche  Ver- 
fahren vollkommen  einleuchtend. 

2)  isrnd  aber  zwei  oder  noch  mehr  Nebeobedinguugett  g^^ge- 
■    "b  Verfahren  durchaus  unai 

Sache  erl&utern.     Em  soll 


ben ,   so  ist  das  Lagrange'sche  Verfahren  durchaus  ^«MmwMdbar 
Das  folgende  Beispiel  mag  die  $ 


y'  .da: 

«in  Grösates  oder  Kleinstes  werden»  wfthreud  y  nur  a«s  der  Zahl 
deijeuiffen  Funktianeo  gewählt  werden  darf»  bei  danaa  aUea  daa 
Integral 

/**y.  da: 

denselben  (gegebenen  oder  nichlgegebenen)  iVertfa  behält,  nud  b^ 
denen  allen  auch  das  Integral 

/*•  ' 

ß^a:y.da: 

einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  aichtgegelenen )  Wertb 
behält. 

Setzt  man  nun  nach  Lagrange 
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X  .y  .dxzrs^Vx  —  Va 


/> 


80  ergebeu  sich  daraus  durch  Difierentiatiöo  folgende  Glei^huDgeo: 

Da    DQD    der.   Werth    eipes  jedeu    der    Integrale   f  ff .  da:   und 

/   o? .  y .  das  entweder  vorgeschrieben  oder  nach  Willkür  gewählt 

werden  kmn;  «o  nass  sowohl  %  als  aueh  w  eine  für  sieb  Willkür- 
liehe  Funktion  aein,  d.  h.  sowohl  %  als  auch  r  rnuas  eine  unabhän 
|(lg  Tariäble  Punktion  sein.  Dieaes  wird  aus  den  Folgen- 
den gant  evident 

A)  Wäre  y  unitbhängig  variabel ,  so  wären  %  und  'v  abhängig 

vartahel,  wie  atta  den  Gleichungen  ^=^  und-^eyss^  hervor- 

ffeht;  und  %  und  r  hätten  keioon  Einfluss  auf  Uy  so  dass  sich 
dasselbe  Resultat  ergeben  würde,  wie  wenn  keine  einzige  Neben- 
hedingUBg  genacht  wäre.  Es  kann  also  y  nicht  unabhängig  va- 
riabel sein. 

B)  Wäre  %  allein  unabhängig  variabel,  so  würde  sieh  die  Ab« 

da 
hängigkeit  des  y  durch  die  Gleichung  yss^  ergeben;  und  sn- 

gleich  wurde  a?y=T—  übergehen  '^'v^^^^'S*  ^'  ^*  ^  ^*'* 
von  »  abhänjgig.    Der  für  ü  au^estellte  Ausdruck  ginge  über  in 

üz=z^ —        . ,  so  dass  ü  nur  von  %  abhinge,  und  v  kei- 

nen  Binmaa  auf  ü  hätte»  ebenso  wenig,  als  (unter  der  hiesigen 
ForaMietsung)  ff  Einluas  auf  y  hat,  da  im  Gegentbeü  v  von  y, 
und  wiedemai  y  vonj«  abhängt.  Wenn  also  %  aUeio  unab- 
hängig variabel  ist,  so  ist  es  grade  so,  als  wenn 
nur  die  einnige   Nebenbedingung  »«das  bestimmte  Integral 

/y .  dss  soll  immer  denselben  Werth  behalten'^  gemacht  wäre. 

C)  Wäre  v  allein  unabhängig  variabel,  so  würde  sich  die  Ab- 

dv 
hängigkeit  des  y  durch  die  Gleichung  a7y=-^  ergeben;  und  zu* 

gleich  würde"  y  =2  j-  übergehen  in  ^  =-— ■.  ^,  d.  h.,  %  wäre 
von  ^  abhäagig.    Der  für  £7  aufgestellte  Ausdruck  ginge  über  in 

r=:  -  ■   *       I — jcj ,  80  dass  ü  von  v  allein  abbioge,  nod  * 
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keioen  EinfloBs  auf  U  hätte,  ebenio  wenig  als  (anter  der  kiesigen 
Voraussetzung)  m  Einfluss  auf  y  hat,  da  im  Gegentheil  x  von  y» 
und  wiederum  p  von  v  abb&ngig  ist.  Wenn  also  v  allein  un- 
abhängig variabel  ist,  so  ist  es  grade  so,  als  wenn 
nur  die  einzige  Nebenbedingung   „das  bestimmte  Integral 

facy*dj6    soll    immer    denselben   Werth    behalten ^^ .  gemacht 

wäre. 

Daraus  ist  evident  erwiesen,  dass  sowohl  %  als  ancb  v  eine 
für  sich  unabhän^g  variable  Funktion  sein  muss.  Da  nun  durch- 
aus kein  Eliminationsprocess  möglich  ist  oder  auch  nur  in  der  Idee 
gedacht  werden  kann,  durch  welchen  y  von  %  und  v  zugleich  ab- 
häoffig  wird,  w^bei  dann  auch  V  von  %  und  v  zugleich  abhängig 
wird;  so  muss  die  Lagrange'sche  Methode  gradezu  verworfen  wer- 
den. Was  aber  hier  nothwendig  ist,  wo  nur  zwei  Neben bedingun- 
gen  gegeben  sind,  das  ist  noch  um  so  mehr  nothwendig,  wenn 
drei  und  noch  mehr  Nebenbedinjo^ngen  gegeben  sind. 

Lagrange  hat  freilich  in  seiner  Theorie  der  relativen  Grösst^ 
und  Kleinsten  von  dem  direkten  Eliminationsprooesse  nichts  ge- 
sprochen, und  doch  ist  nur  durch  diesen  der  Weg  vorgezeigt, 
welcher  sicher  zu  den  richtigen  Resultaten  führt;  sondern  Lagrange 
hat  auch  hier  die  indirekte  Elimination  mittelst  MultipUkatoren  an- 
gewendet, indem  er  die  beiden  identischen  GleiehungeD  y— ^=0 

und  xy — ^  =  0  bezüglich  mit  den  nichtvariablen  (vorerst  aber 
noch  unbekannten)  Funktionen  91  und  SR  mnltiplicirt,  und  df^nn 

2  .  /    y  *dx  /  ' 

setzt.  Allein  hiermit  ist  nichts  gewonnen;  denn  der  indirekte  Eli- 
minationsprocess soll  nur  den  direkten  ersetzen,  um  beqnemer  zum 
Ziele  zu  gelangen;  und  ehe  man  den  indirekten  anwendet,  hat 
man  sich  zu  iiberzeugen ,  ob  y  von  %  und  v  zugleich  abhängig 
sein  kann,  und  also  durch  y  auch  ü  von  %  und  v  zugleich  abbäa* 
gig  wird.. 

Die  Lagrange'scbe  Methode  hat  also  den  Fehler,  dass  sie  kei* 
»er  Ausdehnung  vom  einfachen  auf  den  zusammenffesetzted  Fall 
fähig  ist;  die  ßuler'scbe  Methode  aber  hat  den  Fehler,  dass  man 
bei  ihr  schon  im  einfachen  Falle  nicht  recht  weiss,  was  man  so 
eigentlich  tbut,  und  somit  kann  bei  ihr  auch  im  zusammengesetzten 
Falle  von  keiner  Ueherzeugung  die  Rede  sein. 

Ich  habe  die  Theorie  der  relativen  Grössten  und 
Kleinsten  auf  die  zusammengesetzten  Variationen  ge- 
gründet, und  dadurch  über  diesen  Gegenstand  soviel 
Licht  verbreitet,  dass  nichts  mehr  %ü  wünschen  übrig 
bleibt  Ich  werde  meine  Theorie  nächstens  mittbeilen;  hier  geht 
es  nicht  wohl  an,  da  sie  dem  eigentlichen  Zwecke  dieser  Abhand- 
lung fremd  ist. 
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Zweite    Abtheilttag. 

Wenn  b  und  ß  keine  Funktionen  von  w  sind,  und  wenn  die 
,  beiden  Differenien   a  —  a   und   ß -^  6   positir   sind;   so    ikt   das 

beetiaunte  Integral    /*^/j^9>(^»  ^)»^-^  jedesmai  positjv  «der 

negetiv,  je  naefadem  9(0:,  p)  selbst  beständig  positiv  oder  bestän- 
dig negativ  bleibt,  wenn  man  dem  y  alle  von  o  bis  ß  stetig  neben- 
einander liegenden  Wertbe  beilegt,  ond  bei  jedem  einzelnen'  dieser 
Wertbe  des  y  aucb  xngleich  dem  jc  alle  von  0  bis  a  stetig  neben- 
einander liegenden  Wertbe  beilegt 

Beweis.    Denkt  man  sieb  %  im  Momente  des  Verscbwindens,  ^ 
so  dass 

Ä,  (Ä  +  ^),  (Ä  +  2^),  (Ä  +  3ÄK M  {6  +  im^l)A),ß 

alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Wertbe  des  y  von  ^  bis  ß  vor- 
stellen;  so  ist  (nacb  einem  bekannten  Lehrsatze) 

-h +9(*.  *  +  (!•- 1)  .  ^)H-5P(^,  «1 .  ite. ' 

Denkt  man  sieb  auch  ji  im  Nomente  des  Verscbwindens ,  so  dass 
aucb 

-r,  (-r  +  Ä),  («4-2^),  («  +  3Ä), ;  • . .,  («H-(i»-l)Ä),  a 

alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Wertbe  des  orvon  0  bis  a 
vorstellen;  so  bat  man  jetst 
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and  hiermit  ist  der  vorgelegte  S^itz  bewiesen.  Es 
leuchtet  von  selbst  ein,  dass  er  seine  Giltigkeit  behält,  wenn 
anch  einer  oder  mehrere  der  Theilsätze  ^{ay  d),  g>{ay  d  +  Jls)^ 
w{a  +  Ay  ^  +  ^))  u*  >•  w.  zn  Null  werden;  dagegen  ist  offen- 
bar, ,dass  er  nicht  mehr  gelten  kann,  wenn  einer  oder  mehrere 
dieser  Theilsätze  "unendlich  werden.  Wenn  aber  nicht  alle  Theil- 
sätze dasselbe  Zeichen  haben,  so  kann  man  im  Allgemeinen  über 
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den  ZeicIieoBtasd  49ä  h^Mimvüiu  lut^aAB/'2/T9(^f^)'^'^ 
tneht»  bebai]fi/t^n,'iBbiideni  miiss  jeden  speciellen  Fall  nach  seinen 
Eigenthümlichkeiten  nntersuchen. 

'Zugleich  ist  klar,  i^as  die  Bedingiing  ist,  unter  welcher  ein 
draifiiqbes,  fierfiichte,  u*  s.  w,  Integral  positiv  oder  negativ  wird; 
und  de9shalb  ist  es  nicht  nöthig,  diese  Cntersnchnng  noch  weiter 
anszadehnen. 

Nun  sei  Fein  reeller  mit  den  Elementen  ^,  $r,  «,  -^>  ^ 

febildeter  Ausdruck;   und   man  sucht  %  als   solche  JP'unktion  der 
eiden  nicbtvariablten  Elemente  ar  und  ff,  dass  dabei  ^  bestimmte. 
Integral,  wo  6  und  ß  keine  Funktionen  von  jc  sind, 


»•  ^^flTy^^'^ 


ein  Grosstes  oder  Kleiostes  wird* 

Dass  aber  die  beiden  Elemente  d  und  ß  von  ap  gans 
nnabbängig  sind,  i«t  ein  Punkt,  der  durch  die  ganae 
Cntersnchnng  ^m  Auge  behalten  werden  mnss. 

,  Man  setze  a^ur  Abkürzung  p  statt  -^  und  ^  statt  ^;  so  be- 
kommt laan  als  Hauptgleichung 

II»         J«  -         •  ^  - 


dx  da:.  ify 

und  als  Gränaengleichung  bekommt  man 

-t-yjU^)/».  *.i»ß,x  —  (^)4,  * .  Ali,  »1 .  <*»  =  0. 

Beräcksi^tigt  man  die  Hanptgleichüng^  so  bekommt  man  im 
Allgemniaen  für  die  Variation  der.  sweiten  Ördsnog 

IV.  <rT«/;^«^.J»«k,-(^.<^*K,i.iir      .," 

Das  Zeichen  (^  *  ^*«)«,  y  bedeat^t,  dass  man  «  an  die  Stelle. des 
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se  ^eseUt   Labe,   uo'd   dais  y  noth  angeoieiD  sei.     Auf  tthiiliehe 
Weiie  verhält  es  'sich  bei  den  and«»  Avsdrfiekeii. 

Hau  hat  dud  zu  anterauchen ,  unter  welchen  Bediogangen  das 
i^V  beständig  negativ  oder  posiCiT  bleibt,  und  wann  es  weder  als 
positiv  noch  als  negativ  gelten  kann.    Man  beseichne  sur  Abkür* 


positiv  nocii  als  necativ  gelten  kann.    Man  beseicline  sur  Abkitr* 

.      .  .    Ar   MpF    dsdgF   d^F   dpägV    rf«£r. 

xungdas,  was  aus  -gr,  £^,  ^,  -^t,  ^^  -^  hervor- 


ebt,  wenn  man  für  %  die  gefundene  Funktion  setzt,  bezüglich  mit 
/,  JV^  Py  Q,  JR^  8\  und  setze  für  das  allgemeine  bei  a:=:a  und 
ff^=:6  anfangende  Doppelintegral 

Nun  diifereutiire  man  zweimal  auf  beiden  Seiten,  und  es  ergibt  sicli 

+^ .  *«' -1-2 .  0. .  i^  .  «f, -H  F .  &» -I-2Ä .  «•  .  ^ 

+2/>.<fe.4^H-<r.(i^)»H-«i?.^.^-|-^.(^)» 

Bringt  man  Alles  auf  eine  Seite  des  Gleichheitszeichens,  so  lie«- 
kjsmmt  man 

+2.(/»_a,^z»).<f,.^+(e-r).(i^)' 

Diese  Gleichung  gilt  bei  jeder  beliebigen  Funktion  8%  von  ^  und 
ly,' und  bei  jedem  oeliebigen  Werthe  des  /v  und  d«*  V\  ^ie  zerfallt 
rIso  in  folgende  einzelne  Gleichungen: 
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M- 

-s 

-F=z 

.0 

N-n- 

'Ess 

.0 

P-w- 

■  D= 

:0 

«- 

-Cs= 

:0 

Ä- 

-B= 

:0 

s- 

-Jlss 

iO 

and  darana  folgt  ^ 

«_^  «^     AfV        dgta d^uF        djBii        du» 

^—^S  -  ^  —"Ei-  -"  5?  -  '^• 

Man  erkennt  also,  dass  Ay  By  C  Tollkommen  bestiaiiiit  aind;  da- 
gegen Dy  E,  F  aind  erat  dann  beatimmt,  wenn  man  einmal  weiaa, 
waa  ij  und  oi  für  Punktionen  yon  or  und  y  aind.  Da  aber  dvreh« 
ana  keine  Bedingung  vorhanden  iat,  welcher  die  Punktionen  io  und 
9  genügen  müsaen,  ao  aind  cu  und  ^  gans  willkilrllche  Punktionen 
Ton  X  und  y>  Man  kann  alao  m  und  17  ao  annehmen,  daaa  der 
Auadmck   * 

auf  die  Porm  ^  ^ 

kommt    Dieae  Porm  entwickelt  gibt 
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Vergleicht  nao  jetit  Ylll.  mit  VI.,  so  ergebeo  •ich  folgende  eiii- 
selne  Gleicbangen: 

_AC--B^    nr_    AE  —  BD 
^>  —       A      '  ^—  AC'-B* 

.und 

F^A.^^^A^.a^ 

wekhe  letztere  Gleichong  aber  kein  Stock  enthält,  da»  nieht«choa 
bestimmt  wäre;  und  wenn  man  für  93,  u^j,  C  die  Ausdriicke  ein- 
setzt, so  geht  aie  über 'in 

IX.    F.{B^—AC)z=iy,BDE'^C.D^'--AE^ 

^  welche  Gleichnnp^  aber  notbwendig  existiren  mnss ,  wenn  der  Ans- 
dmckVI.  auf  die  Form  VIL  soll -^«bracht  werden  können.  Glei- 
chvng  IX.  ist  aber  gleichbedeutend  mit 

-^*     Ji&»  da:         dy^'^^dp.dq'  dp^^dq^^~ 

*  •  dp.dq*^d%.dq        "^^  •  Ux.dp     ^^        l^'^d^r.dq       *"' 
d^],r  AndpF 
/  .      dq*  '^dx.dp"^^  • 

Dieses  iafc  eine  Partialdifferentialgleichnng  des  ersten  Gradea  der 
ersten  Ordanng.  Nun  axistirt  zwischen  fo  und  i|  durchaus  keine 
Abbängip^eit;  man  kann  also  entweder  fiir  fj  oder  für  oi  eine  be- 
liebige Kiüktion  annehmen.  ... 
Die^  Gleichung  y^  welche,  indem  sie  von  Jt=s4i  und  yz^o 
bis  zq  jedem  beliebi^eBi  Wertbe  des  or  und  des'y  erstreckt  wir4» 
giltig  Ist,  is.t  auch  giltig,  wenn  sie  von  ^  =  a  und  y=d  bis  zu 
w=^(A  «ad  f^=rß  eMreckt  wird,'d.  h.  ea  ist 


Nun  ist 


-^A,.i^^^.i%y\.dy.4af, 


tB=4='-' 


und 
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^—  AC-'B*   —"^  AC-B^       ""' 

und  weil  der  liDke  Theil  der  Gleicbmig  XL  die  Fanktioneta  oi  und 
fj  gar  nicht  enthält,  so  ist  der  Werth  des  rechten  Theiles  ron  la 
und  n  S^^^  unabhängig.  Aber  grade  dieser  Umstand  ist  der 
HAnpf(»unkt,  der  von  jetzt  an ,  noch  benutzt  werden 
lauss. 

Gleichung  IV.  g^ht  non  über  in 

Hob  mdgen  folgende  B^eeieile  Fälle  beaonUen  beträditet  irerdea.  . 
Erster  Fall;  Sind  die  Specialitäten  von  der  Art,  dasa 
die  identischen  Gleich nngen  Ai«,  y  =  0,  Jxa,  y  =  0>  'xAx  =  0> 
*(i,,rssO,  <J»jfB,ys=0,  ir*x«,y=sO,  «y»»^,j,=:0,  4)*x»,xrsQ, 
n.  8.  V.  stattfinden ;  so  ftUt  die  GräBzengleichiing  IIL  vo».  seihet 
hinweg,  nnd  Gleiehnng  Xil.  redueirt  sicii  gradesu  anf 

Zweiter  Fall.  Sind  die  Specialitäten  von  der  Art»  dass  roll 
den  Ausdrücken  As«,  y,  ^««,  y,  A»/J,  x,  <^»A.  *»  ***«,  y»  <^«i  y> 
i*3Sß^x9  i^xh^x^  v«  8.  w.  kein  einziger  zu  Null  wird;  so  wird  der 
Gränzengleichung  bur  genügt,  wenn  die  vier  Gleichungen 

(^U,-o.  (4fi,„=o.  (^k,=0.  (^),..==0 

stattfinden.    Dabei  redueirt  sich  Gleichung  XIL  auf 
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«4  ■  .       . 

Da  DUO,  wie  tchoo  bemerkt ,  sich  immer  der  irgend  eioem  8%  ent- 
sprechende wahre  Werth  des  d'  ü  ergibt,  es  mögen  die  Funktionen 
w  und  fj  sein  was  sie  wollen,  wenn  sie  nur  in  solcher  Beziehung 
snsammen  stehen,  dass  Gleichung  X.  erfüllt  wird;  so  kann  mon 
auf  folgende  Weise  den  Zeichenstaod  des  d^ü  kennen  lernen: 
Hat  man  sich  einmal  unter  dem  willkührlichen  i%  irgend  eine 
Funktion  you'  ap  und  y  gedacht,  so  kann  man  fiir  tu  noch  eine 
solche  Funktion  des  einzigen  a:  nehmen,  dass  die  identische  Glei- 
chiing 

stattfindet,  was  am  einfachsten  dadurch  erreicht  wird,  'dass  man 
gradezu  ct>  =  0  setzt.  Dabei  ist  dann  auch  ^==0,  und  Glei- 
chung X  reducirt  sich  auf  « 

XV..  (^-g).I(|4^--^^x^) 

^^    dpdsV    MsF  fd^dgF  d^pF  fiM^F., 

—  ^'lp\di*d%.dg'^d%.dp'^^^       df^  *^dx.d^ 

Diese  Gleichung,  aus  welcher  i»  ganz  weggefallen  ist,  entb&lt.nur 
den   einzigen    partiellen  Differentialquotienten  ^;    man  bekommt 

also,  wenn  man  integrirt,  für  t^  einen  aus  or,  y,  sry  gebildeten 
Ausdruck,  wo  ny  eine  durchaus  willkiibrliche  Funktion  von  y  ist« 
Aber  eben  diese  in  fj  enthaltene  willkiihrliche  Funktion  ny  kann 
man  nach  der  bald  so,  bald  so  beliebig  genommenen  Funktion  i% 
you  a:  und  y  auch  jedesmal  bald  so,  bald  so  einrichten,  dass  die 
identische  Gleichung 

XVII.    (iy.<J»>)a,y-(i7-&«)«,y=:0 

sUttfiudet.  Wegen  Gleichung  XV.  und  XVil.  redneirt  sich  aber, 
XIV.  auf  XIII. 

Dritter  Fall.  Wenn  zwischen  8%n^y  und  <f««.  y,  wenn  ebenso 
zwischen  dx^  ir  und  ixh^s  eine  Abhängigkeit  stattfindet;  so  findet 
auch  zwischen  i^Xa^y  und  ^'«,  y«  und  auch  zwischen  d*Xß^x  und 
i*MA^x  «in«  Abhängigkeit  statt.  Man  eliminire  ixa^v,  v'«a,y, 
Ari^  X  und  J*«a,  «»  so  werden  dabei  die  zu  i*»u9  y  und  0*3^  s  ge* 
hörigen  Koefficienten  zu  Null;  und  Gleichung  XII.  geht  über  in 
folgende  Form: 

XVIII.    6-  V^f^\%  ^  ®  .  W..  y  +  (ij)^  yl .  &  V  f  .  äy 
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ihn  denk«  «icb  nun  imtef  m  eine  aolcbe  Pnaktion  der  ebmigea 
Verftaderliclien  ^,  diuu  die  identiiche  Gleidmng 

XIX.    ^  +  it.a»,+ctf«=s:0 

•tettfindel.    Dabei  reducirt  sich  Gleichapg  X  anf 

Dieae  Gleicbnng,  io  welche  die  für  cd  genommeDe  Fonktion  ala  be- 
reite eiDgefdhrt  gedacht  wird,  enthält  nur  den  einzigen  partieUen 

Differentialqnotienten  -^;  man  bekommt  also,  wenn  man  integrirt» 

fnr  ii  eineti  ans  or,  y,  ^ry  gebildeten  Ausdruck,  wo  vy  eine  durch« 
ans  williciirliche  Punktion  yon  y  ist.  Aber  eben  dieae  in  9  enthal- 
tene willkörliche  Funktion  ny  kann  man  noch  so  benutzen »  daas 
die  identische  Gleichung 

XX.    g-f-®.(iyV.yr4-(i7Ky  =  0 

stattfindet  Wegen  Gleichnng  XIX  und  XX.  reducirt  aich  XYIII. 
anf  die  Form  XTlL  Und  so  fort 

Ans  allem  xVorherffehenden  folgt,  dass  der  Zeichenstand  des 
#*  V  Yon  A  nnd  Ay^  abhängig  ist,  d.  h.  wenn  4nan  dem  y  alle  ste- 
tig nebeneinander  liegenden  Werthe  von  b  bis  ^  beilegt,  und  bei 
jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  y  auch  dem  sc  alle  stetig- neben 
einander  liegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt,  und  dabei 

1)  jeder  der  <luetienten  -^^  und  -^^  sowie  auch  der  Aus- 
druck ÄTx^^  — (^^)»]  beständig  positiv  bleiben,  so  ist 
auch  ^{/positiv;  wenn  aber  dabei 

2)  jeder  der  Quotienten  -^  und  -^^  negativ,  dagegen  der 

Ausdruck  l^^X  S^ ""^^5*1  P^"*'^  "*^'***  '®  "*  ^^  "•" 
gativ. 

Dabei  beachte  man  noch:  wenn  der  Auadruck 


^dp*  ^  dg*        ^dp.df  * 


bei  einigen  oder  bei  allen  von  0  bis  a  und  von  b  bis  ß  liegenden 
Werthen  des  ^  und  des  y  su  Null  wird,  so  behält  vorstehende 
Regel  immer  noch  ihre  Giltigkeit;  sie  verliert  aber  ihre  Giltigkeit, 
sobald  einer  der  Quotienten 

rf»»r    diuipF    dioiqF    d>pF    dpdgF^  d*qF 
■a?"»   -ST.dp'  dx.dq'    dp**  dp. dg*    dg*       / 

TMIIT.  5 
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bei  inrend  einem  Wertbe  de»  jf  und  det  y  die  fall  Knikiir  ttttsnlSe« 
«ige  Form  i  annimmt  ' 

In  dem  ppecielleo  Felle  >  wo  Feiii  nur  mit  ^y  y,  «,  H^  ge- 
bildeter Ausdruck  ist,  und  man  für  %  eine  solcbe  Funktion  yon.jr 
und  y  sucht«  dass  dabei  das  bestimmte  Integral»  wo  6  und  fi  keine 
Funktionen  von  o?  sind» 

ein  Gröntei  od«r  Kleinttei  wird,  redndrt  aich  die  Hanplgleichnng 
II.  ant 

und  die  Gränzengleichnng  III.  reducirt  sich  auf 

Gleichung  IV.  reducirt  sich  auf 
XXIT.    *-I'=y7l(^)<...<'»A.-(*[^)fc,.*'»fcJ-*r 

Dieten  Audnicke  kann  man  die  Fora  geben 
^  XXV.    d*ü—/^l(^.i**  +  ia.d»*)^, 

und  zur  Bestimmung  yon  co  hat  man  folgende  Partialdifferential- 
gleichang  der  ersten  Ordnni^g  • 

Durch  Integration  dieser  Gleichung '  b^komint  man  für  a>  einen  aus 
or,  ^yitjc  gebildeten  Ausdruck»  wo  nx  eine  gana  willknrlicb# 
Funktion  von  jc  ist»  die  noch  daxu  benutzt  werden  kann,  data 
sieb  Gleichung  XXV.  zurückzieht  auf 

und  man  erkennt»  dass  ea  Jetzt  nur  auf  A^  d.  b.  nur  auf  den  Und* 
tienten  -^-  ankomipt,  ob  <)*  CT  positiv  odel^  negatir  bt. 
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ht  ttber  der  Gang  dieses  Verfabreus  einmal  recht  aofgefasst, 
so  kann  es  gradeza  auch  auf  lusammengesetztere  Falle  ausgedehnt 
werden;  was  hier  nicht  mehr  ausgeführt  zu  werden  braucht >  son- 
dern es  mag  genügen,  einige  Resultate  herzusetzen, 

Ist   nemlich   V  ein   ans   den   Elementen   jc,  y^  x,    ^» 

d^'  1^'  äi^'  "#  irebildeter  Ausdrucjc,  und  sucht 
man  für  %  eine  solche  Funktion  von  ^  un4i  y^  dass  dabfi 
das  bestimmte  Integral 

ein  GrStstea  oder  Kleinstes  wird;  so  setze  man  znr  Abkür- 
soDg  p  statt  ^,  q  statt  ^,  r  statt  ^,  •  statt  ^^,  and  * 

•tatt  "jj^.  Dann  bat  man  nur  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter 
denen  der  Ausdruck 

d*rV  .<ig»;r<feg         •       drdsF    d*jt^  '  dxdyths      p   drdtF    rf^x<fe     d^yih 
dr*  •^«te»^   '^^'dr.dt'    dx*  '  dx .dy'^    ' dr.dt'    dx^  '    dy* 
,  rf^fF  fdxdyds  ^       ^    didtF    dxdy&x    d^yth        d^tF  ,d^y^y^ 
'^  di^ '^dx.dy'  '^^'ds.dl' dx.tfy'    dy*    '^  dt^  '^  dy^  ^ 

beständig  positiv  oder  negativ  bleibt,  während  man  dem  y  alle  ste- 
.tig  nebeneinander  liegenden  Werthe  von  li  bis  ß  beilegt,  und  bei 
jedem    einzelnen    dieser   Werthe    des   y  auch   dem   sc  alle   stetig 
nebeneinander  liegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt. 

Wenn  aber  bei  allen  diesen  Werthen  des  or  und  des  y  der 
d'*tF 
Qnotient  «-r^  zn  Null  wird;  so  kaitn  nur  dann  ein  Grösstes  oder 

Kleinstes  stattfinden ,  wenn  auch  die  beiden  Quotienten    .     .^  und  . 

xr^  b^i  9Xitn  diesen  Wertben  des  op  und  des  y  zu  Null  werden» 
und  man  hat  jetzt  den  Ausdruck 

rfVF   /rf^fd^a   .   o    ^^»^    ^'^     dxdy&t    .d^iF   ,dxd^.^ 
dr*  -^iteai   '^^'dr.ds'    dx*   *  dx.dy  "^  A»  '^dx.dy^ 

SU  untersuchen. 

•m     ,     WT      •  1  r«  1  dxX       dy%       dwX 

Ist  rem  aus  den  Elementen  ät,  y,  t^,  «,  ^,   ^,   ^ 

susammengesetzter  Ausdruck«,  und  sucht  man  für  »  eine 
solche  Funktion  von  o:,  y,  «<^,  dass  dabei  das  bestimmte 
Integral 


D=f^l  ^^f^F,  djc.dy,  dw 


ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird;  so  setze  man  zur  Abkür« 
zung  p  statt  ^,  y  statt  ^^  und  r  statt  ■^.  Dann  hat  man  nur 
die  Bedingungen  aufznsneheD>  unter  denen  der  Ausdruck 

5» 
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!/;>»   '^ite/   '*"'*•</;>. irfy*    ^  •    ify  '^^'dp.ib-'    dy   '    ^ 

'^  dq^  '^dy  ^  ^^'dq.dr*    dy   '    dw    "^  dr^  '^  dw^ 

beständig  positiv  oder  neg^ativ  bleibt/  während  man  dem  w  alle 
stetig  nebeneinander  Hegenden  Werthe  von  e  bis  ^  beilegt ,  and 
bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  w  auch  dem  ff  alle  stetig 
nebeneinander  liegenden  Werthe  von  6  bis  ß  beilegt,  und  bei  je* 
dem  einzelnen  dieser  Werthe  des  ta  nnd  des  y  auch  dem  op  alle 
stetig  nebeneinander  Hegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt« 


Ueber  die  Messkette  ond  derea  Berichtigung. 

Von  dem 
Herrn  Regierungs-Condacteur  6.  Berlin 

SU  Greifiwald. 


Die  meisten  Fehler,  welche  bei  der  Messung  einer  geraden 
Linie  mit  der  Messkette  entstehen,  rühren  hauptsächlich  von  der 
Ansdehnunff  der  Kette,  yeranlaast  durch  Dehnbarkeit  des  dazu  rer- 
wendeten  Eisendrathes  und  durch  Anischleifen  der  Ringe  her. 
Man  ist  daher  genöthigt,  dieselbe  öfter  zu  berichtigen,  was  bei  der 

fewöhnlichen. Einrichtung  der  Messketten  nur  dadurch  geschehen 
anu,  dass  die  einzelnen  Glieder  der  Kette  durch  Nachbiegong  der 
Haken  wiederum  verkürzt  werden,  wodurch  aber  nicht  allein  der 
Drath  spröde  und  hart  wird,  so  dass  ein  Zerreissen  der  Kette  zu 
beßirchten  steht,  sondern  auch  die  Berichtigung  nicht  mit  der  Pri- 
cipion  ausgeführt  werden  kann,  wie  es  woni  erforderlich  ist.  Oft 
ist  es  'auch  dem  praktischen  Geometer  fast  unmöglich,  eine  Bericli- 
tigung  der  Kette,  wenn  Feuerarbeiten  dazu  erforderlich  sind,  vor- 
zunehmen, da  diese  bei  seinen  praktischen  Arbeiten  ihn  nicht  nur 
längere  Zeit  abhalten,  sondern  auch  nicht  aller  Orten  eine  Schmiede 
ist  ^  und  selbst  auch  vielen  Geometern  die  manuelle  Fertigkeit  ab- 
gehen dürfte,  die  erforderlich  ist,  nm  selbst  eine  solche  Berichti« 
gung  vornehmen  zu  können. 

Bei  Dichtigkeit  der  Messkette  kommt  es  vorzBglich  darauf  an, 
dass,  wenn  auch  nicht  die  einzelnen  Zehntheile  der  Rnthe  gesiauea 
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Maas«  iMiitoB,  dennoch  die  durch  Wirbel  nbgetheilten  ^V  ff«oan  die 
lAagt  einer  halben  Ruthe  haben ,  indem  der  kleine  dadurch  bei 
den  einzelnen  Fnasen  enlstehende  Fehler  höchstens  ^tv  ^^^  Rnthe 
betragen  wird,  welchen  nach  den  üblichen  Maaustäben  verjÜDfl^ 
ansandrncken  bei  ökonomischen  Anfnahmen  nicht  möglich  ist.,  Ist 
eine  grössere  Genaniffkeit,  namentlich  eine  solche,  die  sich  auf 
Hnndertthelle  der  Rnthe  bezieht,  erforderlieh ,  so  wird  diese  dnrch 
Anlmnig  eines  Maassstabes,  den  jeder  Georaeter  bei  sich  zu  fuh- 
ren hat,  zu  erlangen  sein. 

Bei  meinen  vielfachen  praktischen  Messungen  habe  ich  fast  im- 
mer erfohren,  dass  selbst  bei  der  genauesten  Berichtigung  eine  Ver« 
ändamng  der  Kette  nach  einem  nur  täglichen  Gebrauche  sich  ge« 
zeigt  hat{  und  man  würde  daher  genöthigt  sein,  auch  eben  so  oft 
die  Bertcbtigong  vorzunehmen,  wodurch  dann  die  Kette  an  Solidi- 
tit  verlieren  würde,  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  die  mit  der  fal- 
schen Kette  gemessenen  Längen  auf  die  richtigen  zu  rednciren, 
was  aber  um  so  eher  zu  IrrthüVnern  fuhren  kann,  da  nicht  allein 
der  Fehler  kein  beständiger  ist,  sondern  auch  der  Messungen  na- 
mentlich bei  der  Boussolenaufnahme  so  viele  sind,  dass  selrat  beim 
besten  Willen,  wenn  man  auch  den  dadurch  erforderten  Zeitauf- 
wand nicht  berücksichtigt,  Irrungen  herbeigeführt  werden. 

Ich  habe  mich,  daher  einer  Kette  bedient,  deren  Berichtigung 
innmittelbar  durch  Nachschraubnng  bewirkt  wird,  und  glaube  die 

fetroffene  Binriebtung  als  wesentliche  Verbesserung  empfehlen  zu 
önnen. 

Man  nehme  zur  Messkette  nur  enrlischen  Drath  von  ftf^'  bis 
ti'"  Par.  Maass  Stärke;  nur  dieser  giebt  bei  gehöriger  Weichheit 
des  Metalles  die  gehörige  Stärke,  die  das  Anspannen  der  Kette 
erfordert.  Die  durch  die  Stärke  von  2"'  bis  2^'"  Par.  Maass  her- 
beigeführte grössere  Schwere  der  Kette  kann  in  Bezug  auf  die 
grössere  Richtigkeit  nicht  in  Betracht  gezogen  werden. 

Gewöhnlich  sind  die  Ringe  zur  Verbindung^  einzelner  Ketten- 
glieder von  gegossenem  Messing,  die  der  eigenthttmlichen  Sprödig- 
keit  des  Metalles  wegen  beim  Schlagen  der  Kette  leicht  zenprin- 

fen,  weshalb  ich  es  vorgezogen  habe,  Ringe  von  geschweisstem 
Isen  anzuwenden. 

Die  Einrichtung   der  die  Ruthen  bezeichnenden  Wirbel,  wo- 
durch die  Correction  der  Kette  möglich  gemacht  wird,  ist  folgende. 
Der  Wirbel  ist  dnrch  3  Balken  (Taf.  K  Fig.  4.)  a,  d,  c  in  4 

Sleicbe  Thelle  getheilt;  der  mittlere  ^  ist  nur  zur  grösseren  Halt- 
arkeit  und  zur  Bezeichnung  der  Ruthen  da;  die  Balken  a  und  c 
sowie  die  Endbalken  d  und  e  haben  ovale  Scheiben  (/,  y),  die  im 
Mittelpunkte  jede  mit  einem  Loche  versehen  sind,  und  zwar  bei  a 
und  c  rund  {g)  und  bei  d  und  e  quadratisch  (A).  Zu  diesen 
USchem  passt  genau  eine  Eisenstange  •,  die  zur 'Hälfte  eine 
Schraube,  zur  andern  Hälfte  viereckig  ist,  und  sich  fleissig  in  der 
quadratischen  Oeffnnng  A  hin-  und  nerbewegen  lässt  Zur  Fest» 
stelinng  dieser  Stande  dient  die  Mutter  ^,  zu  deren  Nichtver- 
ricknng  wiederum  die  Gegenmutter  /  angebracht  ist  Mit  Hülfe, 
dieser  Stange  lässt  sich  leicht  durch  respectives  Anziehen  und  Lo- 
sen der  Muttern  JS:  und  /  die  Correetion  der  Kette  bewirken. 

Die  Wirbelbewegung  wird  durch  den  Wirbel  m  erreicht,  der 
wie  rewöhnlich  dnrch  einen  Ring  mit  den  Kettengliedern  verbun- 
den ist.    Dem  Mechi^niker  dürfte  es  schwer  werden,  des  geringe- 
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reu  Raones  weg'ea  die  Stange  i  mit  den  Wirbel. 0»  sn  vtmielen; 
eioe  Scliräubenmutter ,  die  um  das  Aufdreben  zu  verbüteoi  noch  cn 
Teraieteo  ist,  wird  zweckmässiger  seiD. 

Die  EiorichtuDg  der  die  balbeo  Ratbeo  bildenden  Wirbel  iel 
in  Bezug  auf  die  Corrections-Binricbtnng  dieselbe  wie  die  der 
ganzen,  nur  wird  es  der  Unterscbeidung  wegen  zweckmässiger 
sein,  die,  Dimensionen  etwas  kleiner  zu  machen  und  den  MittelbaU 
ken  d  fehlen  zu  lassen ,  wogegen  zur  Bezeichnung  der  Länge  die 
Spitzen  a  a^  (Taf.  I.  Fig.  5.)  anzubringen  sind» 

Bei  den  Endringen  d^r  Kette  kann  diese  Corrections*  Einrich- 
tung fehlen,  da  nicht  nur  die  Ausdehnung  der  Kette  in  der  Mitte 
sich  am  stärksten  zeigt,   sondern  auch  die  grössere  Wirbelbewe- 
'  gung  bei  den  Enden  eine  einfachere  Einrichtung  erfordert. 

G^^wöbnlich  sind  die  Kettenstäbe  unten  mit  einem  etwa  zwei 
Zoll  langen  Stachel  versehen,  der  höchstens  eine  Stärke  va«i, 
4"'  Par.  Jnaass  hat.  Bei  dieser  Einrichtung  zeigt  sich  der  UebeU 
stand,  dass  des  geringeren  Widerstandes  wegen  bei  gehöriger  An« 
Spannung  der  Kette  namentlich  in  weichem  Boden  dieselbe  fort- 
geschleppt wird. 

Eine  konische  Spitze  (Taf.  I.  Fig.  6.)  wird  vorzuziehen  sein» 
da  diese  nicht  allein  mehr  Widerstand  gewährt,  sondern  auch  der 
Einwonjl,  dass  die  Stachelspitze  genauer  den  Bndpunkt  der  Ketten- 
länge bezeichne,  dadurch  widerlegt  wird,  dass  beide  konische 
Spitzen  gleiche  Dimensionen  haben  und  daher  genau  zu  den  ge^ 
machten  .OefTnungen  passen. 

Bei  der  Praxis  habe  ich  erfahren,  dass  die  Länge  der  Ketten- 
stäbe von  5  Fuss  für  den  Kettenzielier  höchst  unpraktisch  ist»  ein 
kürzerer  Stab  von  etwa  3j^  Fuss  ist  demselben  handlicher,  um  so 
mehr  er  zum  Eindriieken  in  den  Boden  mit  der  recliten  Hand  nach 
oben  zu  rücken  hat,  und  bei  der  Länge  von  5  Fusa  das  Ende  des 
Stabes  ohne  Anstrengung,  indem  die  linke  Band  snm  Festhalten 
der  Kette  unten  bleiben  muss,  nicht  erreichen  hann^  was  eine  un- 
gleiche Kettenaiehnng  herbeiführen  würde.  Die  Länp^e  von  5  Fusa 
dient  ja -nur  dazu,  um  die  Kettenstäbe  besser  einrichten  zu  kön- 
nen, aber  ein  geübtes  Auge  wird  ebenda  richtig  einen  kürzeren 
Stab  wie  einen  längeren  einrichten.  Der  Stab  des  Kettenführers 
muss  aber  des  besseren  Einrichtens  wegen  die  übliche  Länge  haben. 

Die  bei  den  Messungen  anzuwendenden  Zeicheostäbe  sind  ge- 
wöhnlich von  Holz  und  werden  in  einem  ledernen  Köcher  aufbe» 
wahrt;  wie  leicht  aber  ist  es  nicht  möglich,  dass  eins  beim  Nieder- 
bücken oder  beim  schnellen  Messen  verloren  gehe,  auch  ist  der 
Köcher  der  freien  Bewegung  der  Hände  etwes  hinderlich.  Mit 
mehr  Nutzen  habe  ich  daher  eiserne  Zeichenstäbe  angewandt,  <iie 
an  ihren, oberen  Enden  umgebogen  sind  und  auf  einen  Federhaken 
(Taf.  I.  Fig.  7.^  aufgehängt  v^erden,  der  wiederum  ebenfalb  durch 
eine  Feder  gesichert  auf  einen  Ring  gehängt  wird.  Dieser  Ring 
ist  an  einem  Riemen  befestigt,  der  um  den  Leib  geschnallt  wird. 
Hierdurch  ist  nicht  nur  bei  gehöriger  Kraft  des  Federhakens  ein 
Verlieren  unmöglich,  sondern  auch  werden  beide,  der  Retteuzieher 
sowie  der  Kettenführer,  den  Gebrauch  ihrer  Hände  frei  haben,  was 
um  so  nothwendiger  ist,  da  der  Geometer  als  Kettenfährer  aein 
Manual  zu  fuhren  hat. 

Oh  diese  Verbeaserungen  der  Kette  schon  angewandt  sind,  ist 
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mir  BDbekannt».w«Digptena  ist  wir  in  keinem  Lekrboche  der  nrek- 
tbchen  Geometrie  darüber  etwM  vorgekommen  und  f  laube  ich  aie 
deshalb  dorch  Veröflfentlichang  gemeinnfltBig  machen  sn  mfliien. 


VI. 

Ueber  ^Mge  bestiinmte  Integrale,  deren  Werthe 
durch  doppelte  Integration  gefunden  werden.^ 

Von 
Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

KU  Weimar. 


In  einem  Doppelintegrale  zwischen  bestimmten  Grämen  ist  es 
bekanntlich  gleichgültig,  in  welcher  Ordnung  die  aogcdenteten  In- 
tegrationen eosgeßhrt  werden ;  oder ,  wenn  /{«,  jc)  eine  beliebige 
Funktion  sweier  Ton  einander  unabhängigen  Veränderlichen  i#,  or 
bedeutet  und  a  und  d.  die  Gränawerthe  für  ^,  a  und  ß  die  für  « 
beseichuen,  so  bat  man 

Dieser  Satx  wird  dadurch  eine  reiche  Quelle  bestimmter  Integrale, 
dass  es  in  yielen  Fällen  möglich  ist,  bei  der  einen  Integratioqsord- 
Dung  ein  Integral,  bei  der  anderen  beide  Integrationen  auszufilh* 
ren,~ wodurch  man  nnmittelbar  au  dem  Werthe  eines  bestiounten 
Integrales  gelangt. 

Wir  wollen  hier  einige  Entwickeluugen  dieser  Art  mittheilen« 
Es  ist  bekanntlich 

f^^^^  =T  Arctan  f ,  folglich  7^* js^pr  =  g- 
Femer  bat  man 

y^'  dsc 1       r  f^    da:      ^   f^     dx     1 

oder  M((h  4cp.  Vorigap 


t      Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  t  •  m*—l  ^        u'       2     t$\u*  —  l 
d.  I. 

Auf  dieses  Inteffral  lässt  sieb  das  oben  aosgesprochene  Prinsip  in 
.terachiedener  Welse  anwenden. 

Man    nnltiplizire   erstlicb  ,die  Gleicbnng   mit  2fMfo  und  inte- 
grire  nacb  u  zwischen  den  Gränzen  «=:a,  m^O,  so  ist 

J ^  ^  *t/o  (lH.a?»)(i#»H.ar»)  ~  ^J^  T^ 

Die  linke  Seite  >gebt  durch  Crakebmng  der  Integration  in  folgen- 
den Ausdruck  über: 

Die  rechte  Sehe  jener  Gleichung  ist  =s9r/(l+a)9  mithin 

Man  kann  dieses  Iniegral  noch  unter  anderen  Formen  darstellen« 
Setzt  man  nämlich  ar  =  a«,  wo  «  eine  neue  Veränderliche  ist,  so 
wird  dasselbe:  ^ 

Nimmt    man    dagegen   ^  =  ---9    so    wird   dxzs^ — j^»  und  wenn 

a?  =  oo,  ^  =  0  gewoMen  ist,  hat  %  die  Werthe  0  und  00  ange- 
nommen; daher  ist  das  fntegral 

mithin  auch 

Man  ninitiplizire  ferner  die  Gleichung  (1)  mit  dm  und  integrire  nach 
m  zwischen  den  Gränzen  if  =  oo,  uzsza^  so  ist: 


00      1^ 


Die  Unke  Seite  wird  durch  Umkehmog  der  Integrationsordnung 
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fa  Mt  aber  bekanotlich  für  jedes  v 


oder 


Arcton  r+Arctan  — -ssArcten  oe 


Arctan  -— rrsArctao  90  — Arctao  v 

V 


■ad  dalier  gestaltet  sich  jeaes  lategral  fdr  t^=^  folgeadermaasea: 

y*»    dir         1    !.     .       « 
.  rr":;:?  •  -z  Arctaa  --. 

Auf  der  rechtea  Seite  ist 

mitliia 

Wir  haben  daher 

ader  waaa  wir  öberbaapt  a  for  -^  scbreibea : 

y'^    dx        Arctan  ax ^    «r,    .      v      /k\ 

Fär  4:  =  —  gestaltet  sich  die  Gieichnng  folgendenaasseo : 

y»»     dk         Arctan  a  _^  »^     /(l+a). 

Aaf  die  gefandeneD  Integrale  lässt  sich  die  bisherige  Methode  selbst 
wieder  anwenden.    Man  multiplisire  nämlich  die  uleijchnnff  (8),  in 
welcher  a  =  i#  gesetzt  wird,  mit  2sMft»  und  integrire  nach  n  swi-    ' 
sehen  den  Grftoien  if=a,  mssO,  so  kommt: 

Die  linke  Seite  ist  auch 
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Die  rechte  Seite  ISnt  neb  naeb  der  FohmI 
)eU;lit  Däber  bettimaen.    Unn  findet 

y^'Ai-i-i»)A»=(n-«)[/(n.«)-ij-i/i-ii 

Folglich  haben  wir: 

Für  «=s-j,  «  =  •"  «giebt  sieb  bieraiii 

/o"Al+S)/{l  +  5)S  =  2;r(l +1)41-1-1)-?.    Ciy 

Man  setze  auch  io  Formel  (0)  a=:if,   muUiplizire  mit  dm  und  in« 
tegrire  zwiscIieD  den  Gränzen  iif=oo,  iis=a,  so  kommt 

Die  linke  Seite  lässt  sick  aach  so  schreiben:  ^ 

y'^ooi^  1  tf 

^  —  Arctan  %  .  —•  f  Arctan  «o  —  Arctan  —I 

Arctan  %  •  Arctan  •—  .  -r. 

FQr  die  rechte  Seite  haben  wir  nach  einer  bekannten  Reductions- 
formel 

«1  •»•««)  ■   rJsL- 

=  _i(t±iL>.4,  +  JL). 

Nach  den  |[#vv^öhnlichen  Regeln.,  wodurch  man  ilie 
stimmt  teheinender  Brüche  bestimmt,  findet  man 


Werthe  unbe- 
n 

=  0  für  «  =  00, 


Iblgrieh 
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Wir  haben  dalier: . 

y;-ArcU.  i  Arct.0  .   %  =f  I^U^+id^i)].       . 

Pfir  jBss-j)  «3= -7  ergiebt  sich  hterans 

Für  az=/?=:l  hat  man  z.  B. 

^     /;(^--£)«  ^:p.«.    (9). 

Ea  würda  nicht  leicht  seia,  dieses  rein  jinmariacha  lataffral»  dae/itn 
Werth  sich  hier  sehr  ungezwangea  ergiebt)  für  sieh  aTlaio  an  J»a*. 
bandeln.  Man  sieht  daraus^  dass  es  in  der  Theorie  bestimmter  In- 
tegrale wesentlich  darauf  ankommt,  den  in  Rede  stehenden  Inta- 
ffralen  möglichst  viele,  yon  einander  unabhängige  and  beliebige 
Constanten  zu  verscbaSen,  deren  Variation  neue  Fnrjnan  hervor- 
bringt, welche  oft  leicbler  za  behandeln  siod, . 


VII. 

Elementare  Bestiihmiing  des  Schwerpunkts  des 
sphärischen  Drele<?ks. 

Nach  zwei  Anfsätzen  der  Herren  Giiilio  und  Besge  in 

dem   Jonrnai  de  Matheinatiques  pures    et    appliquees, 

pufiliö  par  J.  Liouville  frei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber. 


in  dem  genannten  Journal  T.  VII.  p.  59.  hat  Herr  Ferriot| 
Rectenr  honoraire  de  rAcaddmie  de  6reaoUe,  eine  ganz  elamea* 
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tare  Bestimnuog  des  Schwerpaokts  des  sphäriscben  Dreiecki  za 
ff  eben  yersucht,  weiche  jedoch  nach  unserer  UeberBeugnbg  als  yöl- 
fig  Teronglückt  lo  betrachten  ist.  Anf  das  Ungenuffende  dieser 
von  Perriot  angewandten  Methode  bat  in  demseibeA  Jonrnal 
T«  VII.  |i,  516.  inerst  Herr  Besjce  anfmerkaam  gemacht,  und  sn- 
gleich  bemerkt,  dass  T.  IV.  p.  886.  Herr  Giulio,  Professenr  a 
rUniversiti^  de  Torin,  die  Bestinninng  des  Schwerpunkts  des  sphä- 
rIscKen  Dreiecks  auf  einem  yon  ihm  mit  Hülfe  der  Integ^lrecb- 
nung  bewiesenen  Satz  gegründet  habe,  dass  sich  aber  dieser  Satz 
auch  sehr  leicht  und  einfach  bloss  mittelst  ranz  elementarer  Hülfs- 
mittel  beweisen  lasse,  und  dass  auf  diese  Weise  mit  Beibehaltung 
der  Hbrigen  Von  Herrn  Giulio  angewandten"^  Betraobtongen  dine 
völlig  elementare  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  sphärischen' 
Dreiecks  gewonnen  werden  Könne.  Diese  nach  unserer  Ansicht 
die  Beachtung  der  Lehrer  der  Mathematik  recht  sehr  verdienenden 
Untersochungen  der  Herren  Giulio  und  Besge  auf  ganz  elemen- 
tare Weise  darzustellen,  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes, 
wobei  wir  übrigens  nicht  unterlassen  wollen-  zu  bemerken,  dass  die 
erwähnte  Abhandlung  des  Herrn  Giulio  noch  mehrere  andere  sehr 
bemerkensvirerthe  und  ziemlich  allgemeine  Sätze  enthält. 

II. 

Man  denke  sich  ein  unendlich  kleines  Element  B  einer  mit 
dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kugelfläche,  und  die  Ebene  eines 
grössten  Kreises  der  entsprechenden  Kugel,  welche  wir  im  Fol- 
'  genden  die  Momentenebene  nennen  wollen. 

Die  Entfernung  des  Elements  E  von  der  Momentebene  sei  ^, 
so  ist  E^  das  Moment  des  Elements  E  in  Bezug  auf  die  auffe- 
nommene  Momentenebene.  Bezeichnet  aber  i  den  Neigungswinkel 
der  durch  des  Element  B  gelegten  Berührungsebene*  der  Kugel 
gegen  die  Momentenebene,  so  erhellet  leicht,  dass  ^=r  cos  I, 
und  folglich  das  Moment 

E^^Er  cos  i 

ist.    Nun  ist  aber  nach  einem  sehr  bekannten  Satze  E  cos  •  der 
Flächeninhalt  B  der  Projection  des  Elements  B  auf  der  Momen- 
'  tenebcne;  also  ist  das  Moment 

EqisiBr. 

Ist  jetzt  F  ein  beliebiges  ganz  auf  einer  Seite  der  Momenten* 
ebene  liegendes  Stück  der  Kugelfläche,  so  denke  man  sich  dasselbe 
in  unen|liich  viele  unendlich  Icleine  Elemente 

Kl        Zt  Kt  JBI  EV 

üäy  -Uf,,  Z&,,    Ä,, tUn 

zerlegt,  deren  Projectionen  auf  der  Momentenebene  respeetive. 

E,  B,,  £r„  J^„ Bns 

und  deren  Entfernungen  von  der  Momentenebene  respeetive 

y»  ?^i>  fa^  ^n ?n 
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■ein  ndg«n;  m  sinil  nach  dem  Vorhergelnndeo 

Ery  E,r,  B^r,  E,r, B^ 

die  Momente  dieser  Elemeote  io  Bezog  auf  die  anffenomineDe  Mo- 
meotenebeiie,  und  es  ist  also  nach  den  bekannten  Lehren  der  Sta- 
tik|  wenn  Q  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des  sphärischen 
FlSchenstäcks  F  von  der  Homentenebene  bezeichfiet, 

FQz=±Br^B^r  +  B^r'^B^r'\- +^Mr; 

also 

Bezeichnet  aber  jetst  F  die  Projection  des  sphärischen  FiäjCheQ- 
stncks  F  auf  der  Momentenebene,  so. ist  offenbar 

nnd  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

FQ:=zF'r 

oder 

Fz  r  =  r  :  Q, 

woraus  sich  ein  leicht  in  Worten  auszusprechender  Satz  ergtebt 

Absichtlich  haben  wir  bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  die  obige 
ganz  einfache  Darstellung  gewählt,  bemerken  aber,  dass  «ich  die* 
selbe  auch  leicht  durch  eine  Gränzenbetrachtnng  zu  giösserer 
Strenge  erheben  lassen  würde. 

Von  diesem  Satze  -  kann  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  eines  sphärischen  Dreiecks  gemacht 
werden,  wobei  wir  wie  gewöhnlich  in  der  sphärischen  Trigonome- 
trie annehmen »  dass  keipe  Seite  und  kein  Winkel  dieses  sphäri- 
schen Dreiecks  grösser  als  180®  ist 


Uh   ^ 

Den  Mittelpunkt  der  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebeuen  Ku- 
gel wollen  wir  ^m  Folgenden  durch  O  bezeichnen.  Ein  auf  deren 
Oberfläche  liegendes  sphärisches  Dreieck  aei  ABC.  Die  Winkel 
dieses  sphärischen  Dreiecks  werden  wie  gewöhnlich  durch  A^  By 
Cy  und  deren  Gegenseiten  durch  a,  ^,  c  bezeichnet,  9ein  Flächen- 
inhalt sei  A,  und  Aa«  A^i  A<?  seien  die  Flächenräume  seiner  Fro- 
jectionen  auf  den  Ebenen  der  Seiten  «r,  £,  c^  d.  i.  auf  den  Ebenen 
der  Winkel  BOC,  AOC,  AGB  Sind  nun  X«,  Xh^  Xe  die  Ent- 
fernungen des  Schwerpunkts  dieses  sphärischen  Dreiecks  yon  den 
Ebenen  der  Selten  a^  by  c,  d.  i.  yon  den  Ebenen  der  ^  Winkel 
BOC^  AOC^  AOB\  so  haben  wir  nach  dem  in  11.  bewiesenen 
allgemeinen  Satze  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

1)  Aa=r.-2',  AA=r.-j-,  JT^ssr.-j. 
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Wenn  die  Seiten  a^  6^  e  sänaitlich  io  Graden  ausgedrückt  «ind, 
80  erhält  man  die  FläcbeDräume- der  Sectoren  BOC^  AßC^  AGB 
'  durch  die  folgenden  Gleichungen: 


Ferner  sind 


'-^^^=-'-S- 


B0€.  eos  B  und  BOC.^^%  C 


die,  jenachdem  die  Winkel  B^  C  kleiner  oder  grosser  als  90^* 
sind,  positiv  oder  negaliv  genommenen  Projectionen  des  Sertors 
BOC  auf  den  Ebenen  der  Sectoren  AOB  und  AOC,  Eben 
so  sind 

AOC.  cos  A  und  AOC .  cqb  C 

die,  jenachdem  die  Winkel  A^  C  kleiner  oder  grösser  als  90®  sind,t 
positiv  oder  negativ  genommenen  Projectionen  des  Sectors  AOC 
auf  den  Rhenen  der  Sectoren  AOB  und  BOC,  Endlich  sind  auf 
dieselbe  ^eise 

AOB .  cos  A  und  AOB  .  cos  B 

t 
die^   jenachdem   die  Winkel  Ay  B   kleiner  oder  grösser  als  90* 
sindv  positiv  oder  negativ  genommenen  Projectionen  des  Sectom 
AOB  auf  den  Ebenen  der  Sectoren  AOC  und  BOC. 

Hieraus  und  aus  2)  erheliel  nun  aber  sehr  leicht»  dass  in  völli- 
gnr  Allgemeinheit 

^a=  BOC-- AOC.  con  C^ AOB. CQB  B,^. 
^ii^AOC-- AOB  .cos  A-^  BOC.  coB  €, 
^e  =  AOB -^ BOC .  cos  B-^  AOC.  cos  A\ 

also 

!^«  =  jgg  {a  —  b  cos  C— c  cos  Ä), 
^  =  =jg  (b  —  c  cos  A  —  a  cos  C)^ 
^e  =  jgQ  (^ — a  COS'B  —  b  cos  A) 

ist. 

Weil  nun,  wenn  auch  die  Winkel  A^  B^  C  sämmtlich  in  Gra* 
den  ausgedrückt  sind,  nach  einem  bekannten  Satze  von  dem  sphft» 
riechen  Dreiecke  , 

4)  A  =  iS  M  +  ^+^-180) 
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ist;  in»  Ut  nach  1),  3)  und  4): 


Y  —  I       g  —  b  cos  C— g  coi  ^ 
-*•  — »^-      ^  +  ir  +  C— 180     ' 

-  V  f  Y  ^^^  j        ^  —  c  cos  A  —  a  cos  C 

C"0  cos  B  —  b  cos  A 


Xc==jr  . 


^  +  /f  +  C— 180 


trodaireh  nnn  oflSenbar  tlie  Lage  des  ScbwerpQokta  des  sphSriscfteo 
Dreiecks  yollkommen  beBtimmt  ist 

IV. 

Wir  wollen  jetzt  den  Mittelpunkt  0  dei*  Kng^e^  ids  den  An- 
fang eines  recIrtwiDkligen  Coordinatensyatems  der  spyx^  die  Rlifsne 
des  Sectors  AGB  als 'Ebene  der  ory,  und' den  Halbmesser  OA  als 
den  positiven  Tlieil  der  Axe  der  a:  anoelinien.  Der  positive  Theil 
der  Axe  der  p  soll'  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  a:  liegen,  auf 
welcber  der  Punkt  B  liegt,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der.« 
soll  auf  derselben  Seite  dei^  Ebene  der  jpy  liegen,  auf  welcber  der 
Punkt  fliegt. 

Dies  Torausgesettt  ist  nnn  zuvörderst  offenbar,  wenn  jc^  y^  % 
die  Coordinaten  des  Scbwerpunkts  des  sphäriseben  Dreiecks  in  Be- 
zug auf  das  angenommene  Sjstem  beseicbnen, 

also  nacb  5)  ' 

—  i       g  —  tf  cos  B  —  b  cos  A 
-     *— ^*      ^-f.ir-HCr-180     • 

l>enkt  man  sieb  aber  von  dem  Schwerpunkte  des  sphäriseben  Dreip' 
ecks  auf  die  Axe  der  w  ein  Perpendikel  gefällt,  bezeichnet  dieses 
Perpendikel  durch  Qy  und  den  von  demselben  mit  der  Ebene  der 
xy  eingeschlossenen,  nacb  der  Seite  von  B  hin  liegenden,  180® 
nicht 'übersteigenden  Winkel  durch  ^;  so  erbellet'  mittelst  einer 
ganz  einfachen  geometrischen  Betrachtang,  das«  in  völliger  Allge- 
meinheit 


Xiss^  sin  M  — 9),  2«  =  ^  sin  9 

nnd 

Xc  =  ytang9 

ist    Also  ist 

' 

Xh  sin  W  — ^) 

JC0              sin  ^ 

oder 


Y-=sin  A  cot  9  —  cos  A^ 


und  folplicb  nacb  dem  Vorbergebenden,  wenn  man  nämlicb  in  die- 
ser Gleichung 
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cot9>  =  -£; 

■etol,  '  ^ 

J[i  =  y  sin  A —  Xc  cos  A^ 
iilso 

,  JT^^  JTtf  cos  ^  ^ 

y= italr •     ,  % 

Fülui  man  Bim  för  X^  und  Xe  ihre  ans  5)  bekannten  Wertibe  ein» 
so  erbäU  man 

r         b  sin  jj»— 'Sr(cos  C.|»co»  i€  cos  A) 

y  —  2sin  ^  •  ^  +  ir-f.e— 180  • 

» 

Nnq  ist  aber  nach  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 

cosC-f-cos  A  eon  B 

«^•^= — STJTSrS — * 


nnd^  folglich 

'  cos  c4-co8  A  cos  i? 


^cos  €  sin  if. 


sin  A 
A4so  ipt  nach  dem  Vorhergehenden 

6  sin  i€  — 0  cos  e  sin  IT 


p—ir. 


^4.i?^e-i8o« 


Man  nehme  jetzt  0  als  den  Anfang  eines  neuen  rechtwinkli- 
gen Coordinatensystems  der  a:  ^  %'  an»  Die  Ebene  des  Sectora 
AGB  sei  wieder  die  Ebene  der  ^y,  und  der  Halbmesser  OB  sei 
der  positiTC  Theil  der  Axe  der  ^«  Der  positive  Theil  der  Axe 
der  ff  werde  so  angenommen ,  dass  er  mit  dem  Punkte  A  nicht 
auf  einer  Seite  der  Axe  der  a/  liegt,  und  der  positive  Theil  der 
Axe  der  %'  li^e  auf  derselben  Seite  der  Ebene  oer  af^^  anf  wel» 
eher  der  Punkt  C  liegt;  so  ist,  wenn  js^\  ^,  «'»die  Coordinaten 
des  Schwerpunkts  des  sphärischen  Dreiecks  ABC  in  diesem  Sy 
Sterne  sind,  nach  dem  Vorhergehenden  o£fenbar  ' 


also 


. j^    a  sin  B — h  cos  e  sin  A 

y—i^'       ^+^  +  C— 180     » 

.^^        ift  cos  c  sin  A  — »  sin  B 


Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist  aber  in 
völliger  Allgemeinheit 

,  OTsssjc*  cos  «  — y  sin  c, 

ffssa/  sin  c  +  y'  cos  «; 
folglichy  wenn  man  «^  eliminirt» 
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also 

ycotc-y 
sin  c 

Fährt  nao  nan  in  diese  Gleicbubg  die  aus  dem  Obiffen  bekannten 
Werthe  von  y  und  ff  ein,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 

a  sin  c  sin  if 


A^B^C^\W 


und  bat  also  nun  iiberhiMipt  die  folgenden  Ausdrücke  für  die  Coor- 
dinaten  or,  y,  %  des  Schwerpunkts  des  sphärischen  Dreiecks  ABC 
in  den  ersten  der  beiden  oben  angenoinmenen  Systeme: 


1« 


a  sin  c  sin  B 


b  sin  A  —  a  cos  c  sin  B 


«){y=i 


r  , 


^  +  ir+C— 180      • 

g  —  a  cos  1?  — ^vcos  idf  • 

*  —  *'■•       il  +  i7  +  C— 180     • 

Ans  der  ersten  'dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  sich  auch ,  dass, 
wenn  wir  die  Bntfemungen  des  Schwerpunkts  des  sphärischen 
Dreiecks  ABC  von  den  Bbenen  der  drei  auf  den  Halbmesser  OA^ 
OB^  0C' senkrecht  stehenden  grössten  Kreise  durch  X^,  Xb%  Xc 
beBeichnen,  und  diese  Botfernungen  immer  von  O  afis  auf  den 
Richtungen  der  Halbmesser  OAy  OB,  OC  selbst  abschneideni 
jederzeit 

'  Y    ,  a  %\xi  b  sin  C     ,        .   0  sin  c  sin  i? 

-.  I  Y    ^1'  ^  sin  e  sin  A ^  ^  sin  g  sin  C 

]  ^    j  e  sin  m  sin  i?      ^_  ^   *        g  sin  ^  sin  il 

Ac7_,r  .  ^^iy^c— 180  — ^'*  •  ^4-Ä-l-C— 180 

ist      r 

Zu  diesen  drei  lotsten  Formeln  gelangt  Herr  Ginlio  a.  a.  0. 
durch  eine  unaüttelblire  geometrische  Uetrachtung  mit  Httife  des  in 
II.  bewiesenen  Satzes  unti  der  aus  der  sphärischen  Trigonometrie 
bekannten  Auflösung  der  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke. 
Uns  scheint  jedoch  die  vorhergehende  mehr  analytische  Ableitung 
ans  verschiedenen  Griindeti  den  Vorzug  zu  verdienen,  welches  wei- 
tet zu  erörtern  hier  zu  weit  fähren  wurde. 


V. 

Wenn  ABC  ein  rechtwinkliges   sphärischea  Dreieck  und  A 

der  redite  Winkel  ist,  so  ist  nach  6)  und  einer  bekannten  Formel 
der  sphäriscben  Trigonometrie  ^ 

Thctt  IV.  d 
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8  sin  r  im  ^ 
b  —  a  cos  C 

•  /r-f-C—  90' 
c  — a  cos  B 

'  i?-f.r-90' 

Ist  ABC  ein  gleichscbenkliges  sphärisches  Dreieck  un4  0=^, 
also  auch  A=iB^  so  nehme  man  den  Halbmesser  der  Kagel,  wel- 
cher die  Seite  c  halhirt,  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  ^, 
die  Ebene  der  Seite  c  als  Ebene  der  a:y^  und  den  positiven  Theil 
det  Axe  der  %  auf  derselben  Seite  dieser  Ebene  ati,  aaf  weichet 
der  Punkt  C  liegt.  Dann  ist  nach  den  Formeln  8)  und  bekantiteti 
Elementarsätzen  der  Lehre  rom  Schwerpunkte 


—       g  sin  je  sin  A '     b  nxn  \c  sin 

9)(y=o, 


-— x«.     c^2a  ms  A        \       e — to  cos  B 

Für  0=7^  =  90  ist  auch  ^  =  ^  =  90,  and  folglich  nach  9) 

«A\                 ^  ™  i^  /^  1 

10)  ^=:  r  . g-^,  ^5=0,  «  =  4r; 

weil  BämKch  der  Winkel  C  in  diesem  Falle  von  dvr  Seile  <;  g»» 
ttresaen  wird»  also»  da  alle  Seiten  und  Wiiikei  in  Graden  maage^ 
drückt  sind,  .C^=z  c  ist 


VIIIo 

Geometrische  AHfgabe» 

Von 
dem  Herausgeber. 


Man  soll,  wenn  ADB  in  Taf.  1.  Fig.  8.  eine^Rsdem 
Miltelpmikte  C  über  der  grossen  Axe  AB  mit  der  klei^ 
nen  Halbaxe    CD  beschriebene  halbe  Bllipse  iat,    d^r 
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Punkt  E  in  dieser  Ellipse  eine  solche  Lage  hat^  d.ass 
die  beiden  von  E  nach  den^  Endpunkten  A  und  D  der 
grossen  und  kleinen  kx^  gezogenen  Sehnen  AE  und 
I)E  gleiche  Länffe  haben,  und  der  Winkel  ACE^  unter 
welchem  der  nacn  dem  Punkte  jE7  gezogene  Radius  Vic- 


tor   CE  gegen- die  grosse  Halbaxe  CA  geneigt  ist,  als 

fegeben    betrachtet   wird,    das  .  Verhältniss   der   beiden 
xen  der  Ellipse  bestimmen. 


Die  grosse  uod  kleine  Halbaxe  der  Ellipse  bezeichne  man  wie 
gewöhnlich  durch  a  und  ^,  den  gegebenen  Winkel  ACE  durch  cü. 
Von  E  falle  man  auf  die  grosse  Axe  AB  das  Perpendikel  EF^ 
und  setse  CF;^^,  EE=^ffi  so  ist 

AE*z=:\a?-^ay'^y*/J0E*=a;*+(S/-r6y, 
und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  AEz^DE  i^t, 

woraus  sich  ' 

oder 

1)  «»  —  Ä»  Ä  2j[«a?  —  Äy) 

ei^eht    Nach  der  Theorie  der  Kllipse  hat  man  ferner 

and  in  dem  Oreiecke  €^Ef  ist 

3)-y=/p  tang  w. 

Führt  man  diesen  Ausdruck  von  y  in  4ie  GleMmogen  1)  uad  2) 
ein,  so  erhält  «od 

is>.*^^^ss2(a — ^  tang  <»>r, 

also^  wie  mm  leicht  findet, 

2(a-^M  taug  u)        £(«  «os  ta — S  sin  »y 

^ ^*A*  a^^  cos  Ol* 

^  "^ A»  4- «•  tSDg  «•        a»  sin  «•-|-^  cos  «»"• 

woraus  sich  die  Gleichung 

4a*&*{a  —  6  tang  w)* 
=  (a»  — Ä»)»  (*»  +  a»  tang  w«), 

nnd  jolglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  durch  d*  diyidirt^  die 
^  GleicfaiNig' 
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4j!   (•.-ung  w)» 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen  *' 

'.      *)T  =  - 
setzt,  die  Gleichung  ^ 

5)  Am*(u  —  taug  w)«.=  («*»  —  1)»  (1  +  «»  lang  w») 

ergiebt«  Entwickelt  man  diese  Gleichung  gehörig,  so  bringt  man 
sie  leicht  auf  die  folgende  Form:  » 

6)  tang  w»  .t#«  —  (3-1-2  tang  w»)  u*  j  ^ 

+  8tang  cii.M*-'(2  +  3tang  w»)  «»  +  1I 

öder  anf  die  Form    ' 

7)  »•_(24^3cot  lü»)  •#•  j  ^ 

-+-  8cot  CO  .  «»  —  (3  +  2cot  lö»)  »*  -V  cot  ütf'  1         ' 

Welches  eine  Gleichnng  des  sechsten  Grades  ist,  in  der  das  «weite 
Glied  und  auch  das  die  erste  Potens  der  unbekannten  Grösse  • 
enthaltende  vorletzte  Glied  fehlt. 

Die  vorher  aufgelöste  Aufgabe  hat  Analogie  zu  einer  andern 
Aufgabe,  mit  deren  Hülfe  man  in  der  phjsiscnen  Geographie  oder 
Meteorologie  die  scheinbare  Gestalt  des  Himmels  zu  bestimmen 
pflegt,  worüber  man  mit  llehrerem  Lehrbuch  der  Meteorolo- 
gie von  L.  F.  Kämtz.  Tbl  111.  Halle.  1836.  S.  45  nachsehen 
kann.    Diese  Aufrabe  ist  folgende: 

In  Taf.  1.  Flg.  9.  sei  jiDB  ein  Kreisabschnitt,  der 
nicht  grösser  als  der  Halbkreis  ist.  Der  Mittelpunkt 
des  Kreises,  welchem  derselbe  angehört,  sei  0,  und  der 
Halbmesser  OD  stehe  auf  der  Sehne  AB  dieses  Kreis- 
abschnitts in  C  senkrecht.  Wenn  man  nun  den  Winkel 
ACE  kennt,  für  welchen  die  Linie  CE  eine  solche  Lage 
hat,  dasB  die  Bogen  AE^  OEj  und  also  aneh  die  Sehnen 
AEy  /^i&  einander  gleich  sind:  so  soll  mandas  Verhält- 
niss  der  Linien  A^und  CO  zn  einander  bestimmen. 

•  Den  Winkel  ACE  bezeichne  man  durch  o>,  und  falle  von  E 
anf  den  Halbmesser  OD  das  Perpendikel  EF.  Den  Halbmesser 
des  Kreises  bezeichne  man  durch  r,  und  setze 

OF  =  a?,  EF=y\  OCzszsß^^  ACzs^y^^i, 
so  ist 

8)  ar»  +  y»=r»,  a?\«+y^»  =  r«. 
Ferner  ist 

^^=(ar— .r,)»-|-(y-.y,)»,  />J5»  =  (r  —  or)*  +  y» 5 
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■Dd  folglich,  w«l  ii»ck  der  Utdingung  der  Angabe  JLE^^sDE*  ist, 

worans  man  naeh  gehöriger  Enftwickelaog   mit  Hülfe  von  8)  die 
Gleichung 

erhält.    Bndlich  hat  man  noch  die  Gleichung 

10)  y::=(^  —  Jf^)  cot  «. 

Setit  man  nun 

CD 


89  ist 


11)  '^u  oder  r— ;d?,  ft=y,fi. 


Ani  der  Gleichung  9)  folgt 


also  wegen  11) 


(r  —  ^,)  ^  =  5^,  oder      ^^  ^, 


12)  y=am, 

und  daher  nach  10)/ 

a:w  =  (^  —  ^,)  cot  Ol, 
woraus  sich 

also  nach  12) 


14)  y  =  ' =J^:— 

ese  Ausdriicl 
Gteichungen  8)  ein,  so  erhält  man 


ergiebt    Führt  man  diese  Ausdrücke  von  jc  und  y  in  die  erste  der 
Bleie 


(l  -^  tang  Ol)" 
also 

Ans  der  Gleichung  11)  folgt 

und  es  ist  also  nach  der  «weiten  der  Gleichungen  8) 
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woran«  sicli  \mcht 

ergiebt.    Weil  nun  nach  11)' 

r         Oft  t       r  ,  "«t 

---  =  «.   .1.0^  =  »  +  - 

ist,  80  ist  nach  16) 

Führt  man  nnn  die  Ausdrücke  16)  und  17)  in  die  Gleichung  IS) 
ein^  so  erhält  man 

Au*  4f**       '(!**•»  uuig  •*)•' 

also 

18)  (1  +  •»)  (1  —  »  taug  <w)»  =  (1  —  »»)». 

'  Nach  gehöriger  Entwickelung  erhält  man  ans  dieser  Gleichung: 

1»)  0  =  (1  — taug  w«)w» 
+  2tang  CO  •  •* 
—  (3  +  tang  «»).• 
'  +2  tang  (II, 

oder,  weil  bekanntlich 

ist: 

«0)i.«+tnngJ«.*»-f±Ä^^^,t^Pg3j^^0/   , 

Auch  ist 

S«f-tang  a>*  >oos  m^  »f-  sin  m*  ^___  1^2coe  oi* 

1, —  tang  öl*  cos  0)* — sin  a>*    """       cos  2ai 

Aber  bekanntlich 

2cos  (ü*  =  1  +  cos  2(tf, 

und.  folglich 

•     S-Htang  0)'         2-Hcos  2«._i   ,   g^^^,  g^ 
l  —  Ung««^      <osfi#     —  4-f-»Bec*w. 


Digitized  by 


Google 


87 

Ita]M»r  &»%  aioh  4ie  obig/i  GleicJiuDg  zur  Bestimnuiig  üea  gedach- 
ten VerhältBisBes  «  auch  unter  der  Form 

21)  M'+taDg  2cü.«i'_(l+2sec  2(tf)»  +  taDg  2a)  =  0 

darstellen. 

Die  von  ^ämtz  a.  a«  O.  gani  nach  Käalner  (Smith^a 
Lehrbegriff  der  Optik.  S«  56)  gegebene  Auflösung  ist  von  der 
Torhergebende^  verschieden,  indem  bei  derselfaian  das  Verhältniss 
flf  nicht  anmittelbar  gesucht  wird. 

Eine  W*|ke,  die  sich  in  einer  Böhe  von  33*  über  dem  Hori- 
zonte befindet,  scheint  nach  Smith  das  scheinbare  Himmelsgewölbe 
zu  halbiren.  für  diesen  Werth  von  cd  er(^iebt  sich  nach  Kämt z 
a.  a.  O.  nahe '«  =  0,3.  Die  scheinbare  Entferpang  des  Zeniths 
Vbm  Beobachtfr  beträgt  also  nur  ungefähr  0,3  der  Bntfernung  des 
Horizonts  vom  Beabaehter. 

Es  scheint  mir,  dass  von  den  in  diesem  Aftfsatze  behandelten 
Aufgaben  ein  zweckmässiger  Gebrauch  beim  Unterrichte  gemacht 
werden  kann.'  Die  Schüler  können  auch  zur  eiffnen  Beobachtung 
des  scheinbaren  Himmelsgewölbes  angeleitet  werden. 


IX. 

lieber  das  iodependente  FortscbreitiiDgsgesetz 
der  numerischen  ^oefificienten  in  der  Entwicke- 
lüng  der  höheren  Differentiale  der  Function 
jfzzzVa^  —i-a:'^^  und  über  zwcji  Eigenschaf- 
ten der  Kegeiflaehe  zweiten  Grades. 

Von  dem 
Herrn  Doctor  A.  R.  Luchterhandt 

zu  Königsberg  i.  d.  N.        . 


I. 

Das    independente   Fortschreitungsgesetz    der    numeri- 
schen Coeffieiettteii  in  der  Rntwickelnng   der   hdherea 
Differentiale  derTnnction  y  =  V/a*  —  Ä*.r •. 
Im  dritten  l^heile  des  Archivs  S.  243  und  247  hat  Herr  Pro- 
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fesAor  Grunert  fdr  die  obengenaDotoD  €oeflfiei«nCeD.  die  Recvraioiis. 
fornelii  ^ 

9m  9m-1 


9m  ?•— l  9f^l 

•  2»  *•— I    '      *i— i 

^,  =(4«-. 8M,  +7  .  ^„  )(l) 


9h  '     J»-l  »i-l 

^«-a  =  (2/»  4- 2M,^  +  (a» -fi- SMu-t,  I 

;^  I  I  ^  9m  9h 

»••1-1  »•  a» 

»H-l  l*  »• 

^,  =  (4» -5M. +«-<*., 
^.=(4i.-7M.'+8.<„  \{i) 


Sn-hl  2m 

entwickelt,  aus  deoeo  wir  jetst  das  independente  Bilduagpffeseta 
ableiten  wollen.  Fasst  man  zunäcbst  die  Coefficienten  jf^  im 
Auge^  80  sieht  man  bald^  nach  welcbe«  G^eta  sie  gebitdel  wer- 
den, denn  da  man 

A  =  i„  =  l,  i^=Jf^  =  3.  1,  J^  =  io  =  «  =  S.3».P, 

^,  =  J^  =  1575  =  7  .  5»  .  3«  .  1» 
bat,  80  8cblies8t  man^  d^ss  allgemein 

i[[  =  (2<»  — 1)  (2j»-.3)»  ßm  —  by 7>.  5».3«.l», 

SM-hl 

^.  =  (2ii  +  l)  (2ä-1)»  (2«  — 3)» 7V5».3»  .!• 

eein  werde.  Die  Gültigkeit  dieser  Ausdrucke  angenommen,  erhält 
man  nun  leicht  durch  snccesaive  Anwendung  der  Recaraionsfor«- 
meln  (1)  und  (2)  für  die  folgepden  Coefficienten  die  Werthe 
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Das  BilduDp^s^ebetz  spricht  sich  zwar  Qoch  nicht  mit  volllcominiler 
Bestimmtheit  in  diesen  Ausdrücken  aus,  man  wird  aber  durch  die- 
selben auf  neue  RecursionsCormeln  geführt,  die  dann  rückwärts 
das  Gesetz  der  independente^  Ableitung  der  Coefficienten  liefern. 
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Aos  der  EntwickelaDg  der  QuotienteD  je  zweier  wjf  eioander  fol- 
gender Coefficienteo  ergiebt  sich  nämlich 

-la« — *.  ^    y  ^,, 


*•  _       (n-4)(n-5>    *• 
-^i  —  *  •  5  .'9   •  ♦♦ 

^»  —  ■*  •        öTli         ^•' 

5"  _o    (»»-6)  (»»-T»    *• 


wonach  allgemein 


sein  würde,  und 

T— 2  "C- ')y 

*•+»_        (>. -»'(«- 2)*»+' 
^»— ^-  2.5  ^" 

»y-»_     (w-2)(>t-s)«v' 

■^1  *  •  jTt -^»» 

•     ^»_       (n-S)(n-4)*H-i 
*J*-l_        (n-4)(>»-5)y 

■^»  —  ■*•        5.H  *' 

^*  -"*  •         67«  ^" 

^,  —  *•        fTis         -«.. 
wonach  allgemein 

*y!_o  (n-p-n)(*-y)»y-' 

wäre. 

Sabstituirt  man  nan  nach  und  nach  für  ^»,  vi«  u.  e.  w.  ihr« 
Werthe,  so  hat  man 
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-^1  ^^  •  II  -^01 


^»  —  ^    •         1.2.1.3  ^•' 

!#    __oi     ««(««-0*  (»-2j»(>»-»)    5»        • 
^'~~*    •  1.2.S.1.S.5  ,     •' 

^«  —  ■*    •  1. 2. S. 4. 1.3. 5.  7  -*•'  "•  ••  ^ 

und 


^»  — *    •         1.2.S.5  ^»^ 

-*«— ^    •  1.2. S.S. 5. 7  ^«^ 

«y-i_      M^-D»  (n^2)*  (ii~s)»  (fi-4)  y 

^•  — ^^  i.2.S.4.S.5.7.9  ^o,  n.  •.  w. 

Nach  dem  Bilduoffsgesets ,  das  hier  gans  unsweideutig  benrortritt, 
würde  man  Dun  allgemein 
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erhalten.  Um  min  211  fseigen,  daoss  diMen  Formeln  allgemeine  GiiU 
tigkeit  zukomme,  wollen  wir  nadiweisen,  dass  dieselben,  wenn  sie 
von  ^o  y^^  ^p  richtig  sind,  auch  noclb  für  Ap^\  stattfinden. 
Setzen  wir  zu  dem  Zwecke  in  die  nacli  (1)  stattfindende  Formel 

t«  2if+l  2» 

2«+l  2» 

für  Ap  nnd  Ap  ihre  voranstehetiden  Wertbe  und  reduciren,  so  er- 
giebt  sich 
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Wenn  man  ebenso  in  4ie  nnch  (2)  gfiltige  Forael 


die  Wertbe  von  ^p+i  ntd  Ap  einsetzt  und  in  dem  hervorgehen- 
den Ausdrucke  m  +  1  mit  n  vertauscht,  so  erhält  man 
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Die  AuBdriicke  (5)  und  (0)  «ind  aber  in  p  +  ^  so  gebildet, 
wie  die  entsprecbendeii  (3)  una  (4)  in  /i,  und  hiernach  wäre  das 
aufgestellte  Bildnngsgesetz  richtig,  wenn  wir  nur  noch  die  einsige 
Voraussetzung,  die  wir  uns  bisher  erlaubt  haben,  als  zulässig 
nsch weisen  können.  Dieselbe  betraf  aber  das  Bildungsgesetz  der 
Coefficienten  ji^y  mit  deren  Hülfe. wir  die  anderen  ableiteten.  Wir 
können  uns  aber  Yon  der  Richtigkeit  unserer  Annabine  über  die 
Coefficienten  ^o  <^uf  folgende  Weise  vergewissern.    Die  Coefficien- 

ten  ^M— 1  und  ^n—i  lassen  sich  nämlich»  ohne  auf  die  Coefficien- 
ten ^o  zurückzugehen,  unmittelbar  aus  den  Recursionsforaieln  her- 
leiten, denn  nach  denselben  hat  man 
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Setzt  man  aber  in  den  obigen  War^h  von  jip  die  Zahl  /;^=ii— 1,, 
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M  «rliälJt  naB  d^  eben  entwickelteii  AiiAdrack.    Aus  dieser  lieber- 

eipstimmunff  folgt    daber  ancb  die  Richtigkeit  des  för  ^p  ange- 
nommenen Werthes. 

Wir  knüpfen  '  hieran  noch  eine  Bemerkung  über  die  Snmme 
der  Coeffieienten  in  der  Bntwickelung  der  verschiedenen  Differen«- 
tiale.  Addirt  man  nämlich  die  Gleichungen.  (1)  und  ebenso  die 
Gleichungen  (2),  so  erhält  man 

S»         3n  2m  2h  9N— 1     »»—1  9N~1 


2»4-t    2M4-1    2n-l-l  2m4-1  9m        9m  2m 

oder  küner 

8»  Sm— 1    Sif-l-l  2n 

und  hiernach 

2j={2m'^Z)  (Z«i-5)  (2« -7) 5.3.1. 


II. 
Zwei  Eigenschaften  der  KegeMäcbe  zweiten  Grades.  ' 

A. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelfläche  zweiten  Grades,  de» 
reu  Spitze  im  Anfangspunkte  der  Coordioaten  liegt,  ist  bekannt- 
lich folgende: 

^a;^  +  ji'y^-t-^''x*-t-2By%  +  2B'a:M  +  23^a:y=:0...:..  (1) 

Wir  legen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensysteqi  zu  Grunde  und 
wollen  die  Coeffieienten  der  Gleichung  (1)  durch  die  Bedingung 
bestimmen,  dass  die  Kegelfläche  durch  die  drei  Azen  und  die  bei- 
den Geraden  geht,  denen  die  Gleichungen 


zugehören.  Setzt -man  nun  in  (1)  x=:0,  um  die  Gleichung  der 
DurcbscbnittsGurve  des  Kegels  mit  der  Coordinatenebene  (^ry)  cv 
erbalten,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 


^ar«  +  ^y+2il"a;yss0,   (4) 

V 
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die  sich,  weffen  der  Natur  der  Kegelflftcheo,  im , Allgemeinen  in 
zwei  reelle  iMictoren  vom  ersten  Grade  zerlegen  lassen  moss.  In 
Mi/serem  besonderen  Falle  sollen  aber  die  Axen  der  js  und  y  die 
Dorcbschnittslinien  sein;  diesen  Axen  entsprechen  aber  re9pective 
die  Gleichungen  y=0  und  ;r  =  0,  so  wie  ihrem  Systeme  die 
Gleichung 

^y  =  0    (5) 

zugehört.     Man  sieht  also^  dass  in  der  Gleichung  (4)  die  Coeffi- 
eienten  A  und  ^'  =  0  werden  müssen ,  wenn  dieselbe  das  System  ' 
der  Axen  der  a:  und  y  darstellen  soll.    Eben  so  zeigt  ^man,  dass 
auch   A**  verschwinden  muss,   und  folglich  die  Gleichung  (1)  die 
einfacher((  Form 

Byx-^ B'xx'^ B*xy^=^^    (6) 

annimmt.  Zur  Bestimmung  der  drei  CoefBcienten  B^  B*^  B**  hat 
man  die  Gleichungen  (2)  und  (3).  Da  die  durch  dieselben  bestimm- 
ten Geraden  ganz  in  der  Kegelfläche  (6)  liegen  sollen,  so  mufis 
die  Gleichung  (6)  identisch  werden,  wenn   man  darin  die  Werthe 

von  -^9  —  aus  (2)  und  (3)  substituirt.  Dies  liefert  die  Bedin- 
gungsgleichungen 

bB-^aB'^ahB^zr^^ 


aus  denen  sich  ^ 

B'        a-ä     bb'     B"         a'b^mb' 


•  B  — b'-'b*  ao"    ß  ~  aäiß^b) 

ergiebt,  so  dass  also  die  geauchte  Gleichung  unserer  Kegelfläche 
folgende  ist: 

a«'(Ä'  —  b)y%  +  bl^(a  -  aO^«  -*-  (a'Ä  —  ab')a:y  =  0.    (8) 

Wir  woll/en  nun  ferner  annehmen,  daas  die  beiden  Linien  (2)  i|nd 
(3)  und  eine  dritte,  deren  Gleichung 

ist,  ein  System  rechtwiDklieer  Axen  bilden,  so  dsss  also  zwischen 
den  CoDBt)inten  ihrer  Gleic&uogen  die  Relationen 

««'-♦-**'-+-' 1=0, 

«'«''  +  W+1  =  0 
stattfinden.    Hie#ans  sieht  man 

«"(«'*  —  «*')  =  •  —  «'. 
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10  dasi  also  die  Gleicbung  (8)  id  die  folgende 

a«'«"y*  +  M'^'^»  +  ^y=:0    (11) 

übergeht  Bezeichnet  man  nun  den  Werth,  welchen  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  durch  Substitution  der  aus  (9)  gezogenen  Werthe 
von  X  und  y  annimmt,  mit  8^  so  wird 

8  =  x^üTb^^a^^  4-  bif  -f.  1), 

nnd  mit  Rücksicht  auf  die  erste  der  Gleichungen  (10). 

Ä'=:0, 

d.  b.  auch  die  Gerade  (9)  liegt  auf  der  Kegelfläcbe  (11).  Wir 
hätten  dies  Ergehniss  auch  daraus  ableiten  können,  dass  die  Glei- 
chung (11)  in  Besiehung '  auf  die  Constanten  der  Gleichungen  (2)« 
(3)  und  (9)  symmetrisch  ist.  Wir  haben  also  folgendes  Theo- 
rem  bewiesen: 

Denkt  man  sich  im  Räume  irgend  zwei  rechtwinklige 
Coordinatensysteme  um  einen  und  denselben  Anfangs- 
punkt, so  lieffen  allemal  die  sechs  Coordinatenaxen  in 
irgend  einer  Kegelfläche  zweiten  Grades. 


B. 

Wir  wollen  nun  wieder  von  der  allgemeinen  Gleichung  der 
Flächen  zweiter  Ordnung,  die  einen  JMittelpuokt  haben,  ausuehen» 
indem  wir  uns  den  Anfangspunkt  der  Coordinateu  in  den  Mittel* 
punkt  gelegt  denken,  also  von  der  Gleichung 

Aoi^  -I-  AY  4-  ^"ä»  -I-  ^By%  -*-  2Ä'^»  -*-  IB^'yx  =  0    (12) 

und  zunächst  zu  ihrer  Specialisirung  die  Bedingung  machen,  dass 
dieselbe  eine  Kegelfläche  darstelle,  welche  die  drei  Coordinaten- 
ebenen  berührt.  Es  muss  sich  also  für  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  dieser  Ebenen  mit  denen  der  Kegelfläche  eine  lineare 
Gleichung  ergeben.  Verbinden  wir  nun  die  Gleichung  der  Coordi- 
natenebene  der  (ys)»  nämlich  die  Gleichung  ^  =  0,  mit  der  Glei- 
chung (12),  so  erbalten  wir  die  Gleichung 

Soll  dieselbe,  wie  in  unserem  Falle  verlangt  wird,  eine  Gerade, 
oder  vielmehr  zwei  zusammenfallende  Gerade  darstellen ,  so  muss 
bekanntlich  zwischen  den  Coefficienten  die  Relation 

stattfinden.  Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  aus  den  Bedingungen, 
dass  die  Kegelfläche  die  beiden  onderen  Coordinatenebenen  be- 
rühre, die  Relationen 


B'  =  ±:[/AA'\  B'  =  ±:\/AA\ 
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wonach  also  die  Gleiehang  (12)  die  Porm , 

anDiiDBit,  Aber  welche  CombinadoD  der  Zeicben  ist  so  wählen? 
Zunächst  erhellt,  dass  A^  A,  JP  alle  von  demselben  Zeichen  sein 
müssen;  nehmen  wir  nun  an,  dieselben  seien  positiF,  so  muss  man 
in  den  drei  letzten  Gliedern  das  negative  Zeichen  nehmen,  weil 
bei  jeder  *  anderen  Zusammenstellung  die  Gleichung  (13)  sich  in 
ein  Product  zwder  linearen  Faetoren  zerlegen  lieftsei  und  dieselbe 
dann  also  keine  Keffelfläche,  sondern  ein  System  zweier  Ebenen 
darstellen  wurde.  Hiernach  wird  nun  unsere  Gleichung,  wenn  wir 
noch  statt  der  Constanten  A^  A\  A**  ihre  Quadrate  einführen,  fol- 
gende sein: 

^•^»-|--rf'y +^"»Ä»  ^%Ajtay—'lAJ!'m-^%A^A''f%:s=zii.  04) 

Zur  vollstäniiigen  Bestimmung^  der  Kegelfläche  fiigen  wir  die  fer- 
nere Kediagung  hinzu,  daas  die  beiden  BbeneiH  deren  Gleichungen 

flwr+^y-|-<w=0,    (15) 

a^a:  +  j ^jr + C|X  ==  0    (16) 

sind,    den  K<;gel    berühren.     Eliminiren  wir  aus  den  Gleichungen 

(14)  und  (15)  die  Variable  ar>  so  erhalten  wir  für  die  Projection 
des  Durchschnitts  auf  die  Ebene  der  (y%)  die  Gleichung 

y^{bA  +  a^V  +  ^%{bcA*  -4-  acÜA!  +  alAA!'  ^a^A'A") 

+  »\6A  -f-  mA^y  Bt3  0. 

Soll  dicsdbe  null  eitie  einzige  Gerade  dahitellen  -«-  «lao  4^«  Ebene 

(15)  eine  Tangentenebene  sein  —  so  muss 

^A^'^aoAA'^a6AA''^m*A'A''zs2dzi&A^mA')  {öA-^mA'^ 

sein;  das  obere  Zeichen  rechts  ist  nicht  zu  gebrauchen,  denn  man 
kommt  dadurch  auf  die  Bedingungsgleickneg 

2a^AA''  =  0y 

welche  a'=0  geben  würde,  was  im  Allgemeinen  nicht  zulässig 
ist.  Mit  Benutzung  des  unteren  Zeichens  erhalten  wir  dagegcin 
die  Relation 

^       '   iKsA^acA'^^A'zixzO    (17) 

und  auf  ähnliche  Weise  die  andere 

6^CtA  +  a^c^Ai-\-a^d^A"  =  0.    (18) 

ßliminirt  man  jetzt  aus  den  Gleichungen  (14),  (17)  und  (18)  die 
Grössen  A^  A\  A'\  so  ergiebt  sich 
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— 2«aj«:,(«Ä|— a,Ä)  (^c,— Ä,c)ar»  '^    ^ 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  beiden  Ebenen  (15)  und  (16)  auf 
einander  und  auch  üif  dv  Bbepo 

flr,^-*-Ä,y  +  c,»  =  0    (20) 

senkrecht  stehen,  d«  h.  machen  wir  die  Bedingung^,  dass 

aa,  +  W,  +  cc,  =0, >  (21) 

sei,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (19)  unier  einer  eleganteren  Form 
darstellen.  Setzen  wir  noch,  was  erlaubt  ist,  il  =  iV|=0,  =  1, 
so  erhalten  wir  aus  (21) 


und  hiernach  fUr  die  Gleichung  (19)  die  folgende 

Da  dieselbe  in  Besiehung  aqf  ^,  ^i,  i^t  e^  C|«  c»  sjmmetrisdi  ist, 
s^  steht  die  durch  sie  ausgedrückte  Kegelfläche  au  den  drei  Ebe« 
Ben  (15),  (16)  und. (20)  iu  derselben  Beaiebung,  d.  h.  sie  berührt 
sie  aUe  drei«    Wir  sind  also  su  dem  ^atse  gekommen; 

Denkt  man  sich  im  Räume  irgend  swei  rechtwink- 
lige Coordinatensjsteme  um  einen  und  denselben  An- 
fangspunkt, '80  berühren  die  sechs  Coordinatenebenen 
allemal  irgend  eine  Kegelfläehe  zweiten  Grades. 

Vergl.  Steiner:  Die  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten. 
Tbl.  L  S.  313: 
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X. 

Beweis  der  Gleichung 

jRlr  s;  =  cos  ^. 

Nach  einem  Aufsatze  des  Herren  Lionville  frei 
bearbeitet 

von 

'    dem  Herausgeber. 


Die  obige  ^öcbst  merkwordige  Gleichunff  ist  belcaoiitlich  vqd 
Jacobi  gefunden  ond  in  Grelle' 8  Journal.  TbU  XV.  S.  3.  zn« 
erst  mttgetbeilt  und  bewiesen  worden.  In  seinen  Journal  T.  VI. 
p.  60.  bat  Lionville  zwei  neue  Beweise  Ütr  dieselbe  gegeben, 
Ton  denen  mir  besonders  der  zweite  bemerlcenswertb  zu  sein 
scbeint,  den  icb  diiber,  aber  auf  eine  andere  Art  dargestellt,  ia 
Folgenden  mittbeilen  werde. 

Der  Kurze  wegen  wollen  wir 


also 


*)  ®'  = 5rf=i ' 


2.0 rft.d-»»)^ 


setzen.    Weil  'nun 

(1  ^  «.)hH  =  (1  ^  «»)  (1  —  *»)^ 

ist,  so  erbält  man  nacb  der  aus  der  Differentialrecbnung  bekann- 
ten Gleicbung 

ohne  alle  Schwierigkeit  die  Gleichung 
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Weil  DUO  aber  offenbar 

dx^  — t/i  Ä^i 

ist,  to  lässt  sieb  mittelst  der  oben  eioffefiihrteD  Symbole  die  vor- 
bergebeode  GleicbuDg  voterder  folgeoden  Form  darstellen: 

3)  0rt.i=(i-«')  ^-w«0/-<{.-i)y^©^A. 

Fflr  <=:1  ist  Dseh  1) 

».=(1 -«•)», 
d.  L,  weoo  wir  a  =  coi  ;r  aetzen, 

4)».  =  1.!^. 

Ferner  ist  nacb  3)  für  t  =  1  ' 

Weil  nun  nach  dem  Vorhergebenden 


d0,  dx 


ist,  so  ist 


9,  =  —  Bin  js  cos  or  —  2sin  ac  cos  jr, 
d.  i. 

6,  =  —  Ssin  or  cos  ^, 

oder,  weil  bekanntlich 

sin  2^ 
sin  a:  cos  ^= — g — 

ist 

5)«.  =  -1.3'-il^. 

Für  <s=2  ist  noch  3)  • 

©.  ==  (1  -  »•)  f^  _  4.©.  -  I  .  ifl^^d». 
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Nun  ist  aber 


-^s  — 3c«s  Ar,  2j  =  — sin  a:; 


also- 


rfg,  o  cos  2^ 


dk  sm  X  * 

Ferner  ist 

/*  ©,  A  =i  ly    sin  2a?  sin  or  da:, 

und  folglich,  weil 

sin  2a:  sin  ar  =  4  cos  o;  — ^  cos  Zop 
ist, 

/^&^d»  =  i  sin  ^-r4  sin  3^. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen  \ 

6,'=z38in  a:  cos  2ar  +  6co8  ^  sin  2^ 
—  I  sin  a:  +  i  sin  Za: 
=  3  sin  3a; +  3  cos  a:  sin  2a:  —  |  sin  a:  +  ^  sin  3ir 
=  }  sin  3ar  +  |  sin  3ar  +  j-  sin  o;  — |  sin  a: 
=  5  sin  3ar} 
und  folglich 

Für  i  =  3  ist  nach  3) 

0^  =  (l  -  ,.)  ^  _  6*0,  -  2  .  %f^e,d%. 

Nun  ist  aber 

-^^  =  15  cos  3;r/^  =  — sin  or; 

also 

rfO, 15cos  to 

dx^^         sin  JT  ' 

Ferner  ist 

ß    0,d!K  =  —  5  J    sin  3ar  sin  or  ite, 

und  folglich,  weil 

sin  3a:  sin  or  =  1  ^^^  2a:  -^  ^  cos  4ar 
ist,  . 

/  0,iÄs  =  — .  I  sin  2ar  + 1  sin  4a:. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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S^:^  — 15  sin  a:  cos  3ar-^80  cos  or  sia  3^ 
-f-y  Bin  2^  —  -j-  Bin  Aar 

'  15  15 

=  — 15  sin  4a?— 15  cos  ^  Bin  S^-f--^-  Bin  Äa?  —  ^  Bin  Aa: 

15.5    ,     .  15    .     .  15    -    ^      .    15    .     ^ 

=s ^  sin  4jp  —  Y  Bin  4a?  —  y  sin  Zr-f- -5-  ßin  2a? 


— j—  dn  4ar, 


und  folglich 

Wir  wollen  nun  öberbanpt 

Button,  BO  IBt 

ond  fojglich,  weil 


7)0,=-^l.8.5.7?i5ji^. 


Q\   Ä    ^-  J.     «'"   feg 

8)  &i^iki  — T— 


'dS=*i  COB  «or. 


2-=— «in  3C 

iBt,  - 

tfOf kj  cos  ta? 

iif«  -^  sin  X    ■ 

Ferner  ist 

/   &id%  = 4-  /    Bin  te  Bin  or  rfor, 

nUoj  weil 

Bin  te  Bin  a?Ä=i  cos  (•  — l)a:  — i  cos  («-|-l)a?    » 
ist,  - 

d.  i.  .  ' 

Weil  nvn  nach  3) 

®^i  =  (1  -*»)  ?^  -  2#*@.'  -  i(i  -  l)y]*®.Ä 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
©H-i  SÄ  --w8i-  sb  a?  cos  te  —  2X?,-  cos  op  sin  «or 

ki     .    ,.      ^^         (t  — 1)^1     .     /.  .   t\ 
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==  —  ki  sin  (•  -f-  \)a:  —  ki  e9u  jf  sin  ia: 

+  ^  ,\n  (i  - 1)*  - 1^  Bio  (i  + 1  )^ 

s=  — ^/.  sin  ($+l)af  —  -j-  sin  (i+l)af j-  gin  {$ — 1)* 

+  "2-  8in  (g— l)a?  — ^^T^j^  sin  (»-f-lMr 

Setzen  wir  nun  analog  mit  8) 

10)  @i^ir=Afi^i  — hpi      ' 

so  ist,  wie  aus  der  Vergleicbung  der  Gleicbnngen  8)  und  9)  auf 
der  Stelle  hervorgeht, 

11)  ^^i  =  (-l),(2i+I)^.. 
Weil  nun  nach  4) 

und  folglich 

ist,  so  erhält  man  mittelst  der  Gleichnng  11)  nach  und  nach: 

Ä,  =  (-l)'.1.3, 
i6,=(— 1)».1.3.5, 
>e«  =  (-l)'.1.3.5.7, 
'  *,=(— 1)*.1.8.5.7.«, 

u.  •.  w. 
ttlao  offenbar  allgeaain 

12)  *(=(-l)'-i.l.3.5.7...(2»-l). 
Folglich  ut  nach  8) 

13)  &is:z{^ l)*-»  .1.3.5.7...  (»»•■- 1)  ^J^^, 
d.  i.  nach  1) 

für  x  =  cos  a:,  welches  die  zu  beweiseode  Formel  ist. 

Aus  dieser  Formel  hat  Jaco^i  eine  merkwiirdifie  Transfor- 
mation eines  bestimmten  Integrals  abgeleitet,  welche  wir,  obgleich 
dieselbe  längst  bekannt  ist,   dem  Obigen  noch  in  der  Kürze  neifä- 
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fen  wellen.  Wenn  nüslieh  eine  PniictioD  te»  von  9  so  beschaffen 
ist,  dass  dieselbe  nebst  ihren  sämmtlichen  Differentialouotieaten  bis 
snm  (i— l)8ten  für  x=:a  und  fiir  x  =  ^  verschwinaet,  so  kann 
■an  dnrch  theilweise  Integration  leicht  seigeo,  dass  immer 

ist.    Setzen  wir  nnn- 

nnd  «  =  — 1,  ^=+1;  so  ist 

/>,(.)  (i_,.)^ä=(-i)./-!a.)  ^^^^-^P^  ä.. 

Ans  14)  folgt  dnrch  Differentiation  nach  op 

also 

"^   ^'^,.*'^"'*  d%  =  {^  1)^1  .1.3.5...  (2»  — 1)  cos  «>  iU. 

Da  nun 

A^cos  jCi  d%=:  —  sin  o?  tiap 
ist»  so  ist 

15)y^/(0(cos  a:)  sin  ät«  da: 

=  1 .  3  .  5  •  7  . . .  (2<—  l)^y^/(c6s  o?)  cos  to  *p. 

Dies  ist  die  von  Jacobi  gefundeoe  Transformation.  Die  Pnnction 
f{%)  und  ihre  Differentialouotienten  bis  cum  tten  müssen  zwischen 
den  Gränzen  »=:  —  1  uqd  x  =  +  l  stetig  sein. 


XI. 

Uebong^aufgaben  fUr  Schfller. 


Man  soll  die  folgenden  goniometrischen  Relationen  beweisen. 
Wenn 

A=      sin  tt(cos  ß — cos  y) 

=  — 2sin  a  sin  i(/J  — y)  sin  j(/»-|-y) 
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üss      sin  ß  (cos  x-^^on  a) 

=  — 28UI  ß  sin  \(y  —  a)  sin  i(y  +  «) 
C=      siD  y  (cos  a  —  cos  ß) 
=  — 28iD  Y  810  \{a  —  ß)  810  K«  +  W 
ist,  so  ist  jederzeit 

A-^B-^  C=  — 4810  i(a  — /?)  sio  i(/?  — y)  sin  f(r— «) 
Bj^C--A=  4sio  i(aH-/?)  8in4(/?— p')  sio  i(y-*-a) 
^  +  67—  Ä  =  4sia  i(a  +  ß)  sin  4(jJ  +  y)  sio  \{y  —  «) 
^  +  ir-  C=  4sin  iCa—iJ)  «in  JO?-+-y)  sio  Hy^a). 
WCOD  *  .      * 

^'=rcos  a,{sm%ß  —  sio  y) 

s=2cos  a  sio  4(/?^y)  cos  {(/J  +  r) 
A'=rcos  ß  (sio  /^sio  o) 

=  2cos  ß  sio  ^ö'  —  a)  cos  i(;'  +  a) 
€7'=  cos  y  (sio  a  — sio  ß) 

=  2cos  y  sio  4(a  — /?)  cos  4(a  +  /?) 
ist,  so  ist  jederzeit 

;  A'^B*-\'  C'=      4^iD  \{a^ß)  sin  i(/?— y)  si^  i(r-«) 
il'+  C— ^';=s  — 4co8  i(a-+-/?)  810  *(/?—/)  co«i(y  +  o) 
,      -4'+  C"  — Ä'=7-4co8  i{a-\'ß)  cos  i(l^  +  y)  sio  |(y  — a) 
^'^Ä*--  C's=.^48iD  i(a  — /?)  co8i(iJ^-y)  co8i(y-4-a). 
Aus  de?  Gleichuog 

a  sin  a  +  ^  sin  Z^  +  e  sin  ;^ss:0 
lässt  sich  immer  die  Gleichuog 

(a  +  h^c)  cos  :J(/J  — y)  cos  i(y  — «)) 


-(-»  +  ^-^)  3in  i(/?-y)  h!o  i(y-«))  ""  *^"-*"'^ 

;      (a  +  c— Ä)  sio  i(ß  —  Y)  cos  4(y  — «)) 

-  i-(^  +  .-.a)  cos  i(ß^Y)  sin  i(r-«)l  ''*  '^""*"^^ 

d.  i.  die  Gleichoog 

N  sio  |(a  14- /?)s=  Jlf  cos  \{a  +  /J), 

wo  di«  Bedeufoog  der  Symbole  M  uod  A^  vi>D  selbst  erhellet,  also 
die  Gleichung 

ableiteo. 

Aoo  der  fiieidning 

a  cos  a  +  ^  cos  ß  +  c  cos  y  =  0 

lässt  sich  immer  die  Gleichvog 
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}_(^+*_0  ri.  iiß-r)  .in  Kr-«))  *»'  *("+'^ 
j      («  +  c  — *)  iid  i(/l— /)  cos  i(y  — a))     .     ,/■      „ 
*=-  \-^^+c-0)  CO.  i(/?-y)  «n  iö'-«)i  "■  *("+'*> 
d«  i.  die  Gleichang 

folglich  die  Gleichung 

cot  ii(a-f-/?)=5— ^ 
ableiten.  G.  ^ 


Mmn  mU  den  feigenden  Sats  heweUen:. 

Wenn  in  Taf.  I.  Fig.  10.  die  Linie  JE  der  «te  Theii  der 
Linie  j^B  iet,  flher  jIB  das  ftnadrat  ABCIk  beschrieben,  deseen 
'Diagonal«  AD  «nd  die  Linie  CE  geio^en,  und  durch  den  Dnrch- 
•chnittsponkt  O  dieser  beiden  Linien  mit  den  Seiten  AC  und  BD 
das  ttnadrais  AB  CD  die  Parallele  FH  gelogen  wird»  ao  ist  im- 
nMT  ^4F  der  («+  l)nte  Theil  der  Linie  AB. 


Aufgabe  Ton  fleransgeber. 
Wenn 

ist»  und  ^^tanff  9  gesetzt  wird,  wobei^  man  9  absolut  nicht 
grosser  als  \j€^  aber  positiv  oder  negativ  nimmt,  jeoachdem  op  po- 
sitiv oder  negativ  ist,  sa  ist  y^sin  9,  und  durch  successive  Diffe- 
rentiation in  Beaug  auf  o?  ernält  man: 

g  =  l.cosg»», 

2^  sas  -^  1  .  B  eos  f>*  sin  9, 

0=      1.3.5C0S9P»  («i"9*— 5-)» 

jJss-Ka.ö.TcaBy-  ein  9  («in  y»  — -f)» 

j^=      1.8  .5.7.»  cos  SP'  (sin  y*— y  «n  V'  +  Sj)» 

^=5— 1.B.5.7..9.11  cos§p"  aing»  («inSP*  — jj  «in  9'  +  jj^* 
Man  aoU  das  allgemeine  Geseta  dieser  Ausdrücke  entwickeln. 
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XII. 

Miscellen. 


Der  bekannte  Satz,  dass  die  drei  Hulfslinien,  welche  bei  den 
eoclidischen  Beweise  dei  pytbagoräischen  Lehrsatzes  gezoiiren  wer- 
den, sich  jederzeit  in  einem  und  demselben  Punkte  sdineiden, 
wird,  so  viel  mir  bekannt  ist,  gewöhnlich  mit  Hülfe  der  Lehre  ¥on 
den  Proportionen  bewiesen.  Ich  weiss  ^icht,  ob  der  folgende  Be- 
weis dieses  Satzes ,  welcher  wir  bereits  vor  iftngeirer  Zeit  Ton 
einem  meiner  friibern  Zuborer  mitgetheilt  wurde,  schon  bekannt 
ist«  Jedenfalls  scbeint  derselbe  aber  nicht  so  allgemein  bekannt 
zu  sein,  wie  er  verdient,  und  mag  daher  im  Folgenden  eine  St«Ue 
finden. 

In  Taf,  I.  Fig.  IL  verlängere  man  die  Linien  DE  und  HK 
bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkte  ^,  und  ziehe  die  Libien  BSyanoA^ 
CNy  so  erhält  man  das  Dreieck  BCN^  von  %elckem  sich  bewei- 
sen lässt,  dass  die  drei  hei  dem  Beweise  des  pvtbagoräi sehen  Lehr- 
satzes gezogenen  Hülfslinien  AJL^  BKy  CB  durch  dessen  Spitzen 
gehen  und  auf  seinen  diesen  Spitzen  gegenüberliegenden  Seiten 
senkrecht  stehen,  sich  also  naca  einem  der  bekannten  Sätze  von 
den  vier  merkwürdigen  Punkten  des  Dreiecks  in  einem  und  dem* 
selben  Punkten  schneiden  müssen* 

Zieht  man  nämlich  zuvörderst  die  Linie  AN,  so  erhellet  sehr 
leicht  die  Congruenz  der  beiden  Drc^iecke  ABC  und  AHN*  Nun 
sind  aber  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  und  ABO  bekannt- 
lich ffleicb winklig.  Also  sind  auch  die  Dreiecke  AHN  und  ABO 
gleichwinklig,    ßlglich    die    Winkel    HAN    und    BAO   einander 

fleich,  woraus  sich  ergiebt,  dass  NAL  eine  gerade  Linie  ist,  also 
ie  Linie  AL  durch  die  Spitze  N  des  Dreiecks  BCN  geht,  und 
auf  dessen  Seite  BC  senkrecht  steht. 

Ferner  erhellet  leicht  die  Congruenz  der  rechtwinkligen  Drei- 
ecke BHK  und  CNK,  woraus  sich  die  Gleichheit  der  Winkel 
HBK  und  CNK  ergiebt.  Nun  sind  aber  als  Wecbselwinkel  die 
Winkel  HBK  und  CRP  einander  gleich.  Also  sind  auch  die  Winkel 
CNK  und  CKP  einander  gleich,  und  daher  die  Dreiecke  CNK 
und  CATP  offenbar  gleichwinklig,  folglich  die  Winkel  CKN  uuA 
CPK  einander  gleich,  also  CFK  so  y»\e  CKN  ein  rechter  Winkel. 
Daher  steht  die  durch  B  gehende  Linie  BK  auf  CN  senkrecht. 

Ganz  eben  so  zeigt  man,  dass  die  durch  ergehende  Linie  CE 
auf  BN  senkrecht  Stent,  und  der  Satz  ist  also  nach  dem  im  Ein- 
gange Bemerkten  nun  offenbar  vollständig  bewiesep. 

nir  war  der  Beweis,  als  er  mir  mitffetbeilt  wurde,  nett«  Ob 
er  dies  auch  Andern  sein  wird,  lasse  ich  dahin  gestellt  sein. 

G.  • 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


XIII. 

lieber  die  neuesten  Erfindungen  in  der  Theo- 
rie der  bestimmten  Integrale. 

'     Vou 

dem  Herausgeber. 


Zweite  Abhandlung« 

(Fortsettimg  von  Tbl.  It.  Nr.  XXV.) 

"1. 

Id  den  Jonrnul  de  Hath^matiqQes  pabli^  psr  J.  Liou- 
ville.  T.  VIII.  p.  110.  Mars  1843.  hat  Herr  J.  Bertrand  das  be- 
stimmte  integral 


das 


auf  die  folgende  hemerkenswertbe  Weise  entwickelt. 

Es  sei»  indenk  man  bei  der  Integration  die  Grösse  ai  als  con- 
stant  betrachtet» 


und 


so  ist 


/ '/(or,  w)  ite=/,(4r,  «) 


^%^=/ll*. «). 


and'  nach  bekannten  Principien  der  Lehre  von  den  bestimmten  In- 
tegralen (Archiv.  Tbl.  U.  S.  277) 


TMllV. 
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Betrachtet  man  nun  aber  cü  als  eine  Fanction  von  o?,  so  ist  nach 
bekannten  Principien  der  Diffiqißntialrecbnnng    ; 

also  nach  dem  Obigen 

««g-2!i=/'(*,«)H-/.(4r,«)^ 

oder 

dta 

und  folglieb 

also,  wie  leicht  erbellen  wird. 

Bezeichnet  man  nun, die  Wertbe,  welche 

für  w^or  erhalten,  respective  durch     • 

9(^)>  yi(*)i  ^P^^)5 


so  ist 


9 1  (^)  ==jr^9M^  H- /]|  flP»(*)^  +  ^« 


Nach  dem  Obigen  wird  91(0;)  erhalten,  wenn  man,  cn  als  co,nstant 
betrachtend. 


y^'A^>  üj)«te 


'  entwickelt,    und  naoli  der  integitttton  ia=zai  setst,  woraus  sich 
auf  der  Stelle  ergiebt^  dnss 


9Pi('a^)=/]f/K  ^)*', 


wo  bei  der  Integration  jc  als  constant  behandelt  wird,  und  folg- 
lich nach  dem  Torhergehenden 
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ift  Weil  Diin  aber  die  dr^i  in  dieser  GleicbuDg  Torkoiuienden 
Inteffrale  för  4rs=«  offenbar  vereebwinden ,  so  ist  C=0|  und 
folglicb 

Von  dieser  aUgemeiiien  Gleicbung  VkMflt  sich  die. folgende  Anwen* 
düng  aacben.    Man  setze 

so  ist,  wie  map  leicbl  findet, 


und  folglidi  fSt  «p=:0  naeb  .dem  Obigen 

/^x  xdx 

wo  bei  der  Intogtatinn  m  ak  censiMit  betraehtet  wird.     Zerlegt 
man,  um  dieses  Integral  su  finden,  den  Brucb 

•  x' 

anf  bekannte  Weise  in  Partialbriicbe,  so  erhUt  man : 

X 

(lH-*wp)(l  +  ar»)      ' 


+  n-7-z.T^r^.+ 


foiglieb 

^j         V /**  a?d£p 

Al^,  « j  — y  0  (1  +  ftur)  (1  -H  j:*) 

/(1-H«^J        i(l  +x»)        tti  Arctang  x 

WO  Arctang  ac  den  der  Tan^rente  dr  snffebörenden  Bogen  beneicb- 
nen  soll»  welcher  den  kleinsten  absoluten  Werlb  bat  Also  ist 
nacb  dem  Obigen 

und 


^»^^^  —  *"2(H- «»)"*"       !-♦-*•      * 


8- 
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I 

da  9>(ar)  ui^d  9P,(^)  an«  f(a:)  udc|  f^{ap)  e^-balten  werdk^n,  wenn 
man  ia:=:x  setzt.     Perner  ig.t' 

und  daher  nach  der  oben  gefundenen  Hauptgteichnng 

Nun  ist  aber  nach  einer  sehr  bekannten  Formel  der  Integralrech- 
nung 

=  i/(l  +  o?»)  .  Arcling  *  -  i/*  T^fr  «iif  -I-  ^, 
und  folglich 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

Setzt 'man  in  diesem  Integrale  ^=1,  so  erhält  man 

oder,  was  dasselbe  ist, 

In  einer  Note  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Bertrand  bemerkt 
flerr  Liouville,  dass  sich  '  dieses  bestimmte  Integral  auch  ans 
dem  oben  gefundenen  Ausdrucke  von 

y** xdx 
0  (H-w^r)  (l-f-o?*) 

auf  folgende  Art  ableiten  lässt.  Setzt  man  die  obere  Gränze  die- 
ses Integrals  nämlich^  der  Einheit  gleich ,  so  erhält  man  aus  dem 
Obigen 


•/o(l 


x'dx /(i-f-ft))  _.       n 


also 
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t/o      t/  0  (1- 


\-\-iax)  (1-1- o?*) 
und  folfE^licb  (Archiv.  Tbl.  lU  S.  282) 

oder 

0l-l-;r*,y  0  l-f-arw 

abo 

^0  1  +  ^*  «/o  l-Hw'  * 

woraus  Man,  weil  toatörlicb 

ist,  auf  der  SteHe 

erbält,  ganz  wie  oben. 

Das  von  flerrn  Bert  ran  d  |^efoudene  allgemeinere  Resultat 

y^'M±^dto=+/(H-^») .  Arct.Bg  :r, 

SO  wie  ancb  die  allgemeine  Gleicbung 

ist  aber  für  sieb  wichtig  und  interessant,  und  letztere- seheiot  uns 
zu  yerdienen,    dass  mam  weitere  AnwenduDgen  von  derselben  zu 
ouicben  suche,  wozu  wir  die  Leser  des  Archivs  uns  wohl  aufzufor- 
dern erlauben  möchten. 
Setzt  man 

fXa:,  (i>)  =  iiXar)  ^(w), 
so  ist  ' 

dvif(x^  *»*)        XV    \    i//    \ 
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und  folglich 

Also  ist 
und 

Ferner  ist 
und  folglich 
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y(a:)=Ä/X^)f(a?) 


Daher  ist  nsch  der  ohigen  allgemeinen  Gleichung 
oder,  was  oflfenbar  dasselbe  is^i 

und  folglich 

in  welches  Gleichung  offenbar  das  bekannte  Princip  der  theilwei- 
sen  Integration  enthalten  ist,  so  daas  also  die  von  Berrn  Ber- 
'trand  gefundene  allgemeine  Gleichung  dieses  Princip  eiiscbliesst, 
und  als  eine  hemerkenswerthe  Verallgemeinerung  desselben  betrach- 
tet w^deo  muss. 


II. 

In  dem  Cambridge  mathematical  Journal.  T.  Ilf. 
p.  168.  No.Xyi.  November.  1842.  bat  ein  nagenannter  Correspon- 
dent  ans  der  Gleichung 
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I 

melirere  besfiiiuite  Integrale  auf  aelir  aintacbe  Weise  hergekitet* 

>  Us  znerst  die  obige  aligemeine  Gleichung  so  beweisen,  setze 
■an  «  —  ^  =  »,  so  ist  djp  =  — dm^  und  folglich 

W«U  tem  fit  je^szQ,  «rssa.ceapectiTe  «3=«»  ttssO  int,  •«  ut 
und  folglich,  weil  bekanntlich 

ist, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

1)  Man  setse  der  Kürze  wegen 

log  sin  x  .  da?^ 

so    ist    nach   der   vorhergehenden    aligeseinen    Gleichung,    weil 
cos  a?  =  sin  (i^-^a)  ist, 

l/=0     log  cos  of .  ite, 
und  fblgUch 

2//=/     (log  sin  a?  +  log  cos  jc)da:j 
d.  i. 

2ü:=f     log  (sin  or  cos  or)  .  ito, 

also,  weil  sin  or  cos  xssz^-  sin  &r  ist, 

2t7==/'''(log  sin  aar  +  log  4)ite, 
d.  i. 

%V'=iJ     log  sin  2;:r  .  cto  +  i^  log  j. 

Setzt  nan  jetzt  %r=:<r,  also  2d[r=dSr,  so  Ist 

log  sin  %x  ,dxisz\  log  sin  r « i/ts 
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und  folglicb,  weil  füir  areszO,  aß  =  ^n  respecttire  cr=0,  rss^r  ist, 
/^  log  sin  Star  •  d[ir.=  |  /    log  sin  r  .  dv^=z\j     log  sin  o: ,  dsc. 

Also  ist 

2t^=iy^log  sb  « .  *p^tir  log  *. 

Nan  Ist  aber,  wie  aus  dem  Hauptsätze  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  (Archiv.  Thl.  11.  S.  275)  auf  der  Stelle  erhellet, 

/^log  sin  ^  .  c£r  =  2 /^  log  ain  ^  .  ito:^2l7. 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

2f7=  V'\-\^  log  4,  ü=\si  log  \^ 

^   log  sin  w  .  da:^^\n  log  |, 

und  nach  dem  Obigen  auch 

p\n 
J       log  cos  sc  ,däPZ=i\Ti    log  |. 

2)  Man  setze 

1}-=^ ß    jc  log  sin  X  .  <te. 

Weil  nach  der  oben  bewiesenen  allgenkeinen  Gleichung 

/    J7^  log  sin  ^  .  #te  =  /     (^  —  ^)'  log  sin  (jt  —  .tr)  •  rte, 
d.  i. 

X^  o?*  log  sin  JC  .  tla:  =  V     (^^  —  «^l*  log  sin  ap  .  <te 
ist,  so  ist 

0  ==/    (?r*  —  2;ra;)  log  sin  ^  .  äw 
oder  ' 

0  =  ;r'   X    log  sin  .r  .  /te  —  27r  /    ;r  log  äin  a:  .  (Lv. 
also 

J    X  log  sin  jc  .  djs^;si  ^^  J     '®K  siii^o?  .  /te.  „^ 
Nach  1.  ist  aber 
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J    log  siB  X  .dx^^^J     log  sin  so  ,  djßt=:n  log  j, 
ond  fblglieh  nach  des  Vorhergehendeo 

/^  ^  log  sin  ae  .  d[r=s^9c'  log  |. 

3)  Man  Mtie 

ü^=i/   X  sin  jc*  lAe^  " 

/  * 

so  ist  nach  d^r  obigen  allgeMeinen  Gteiobung 

11'=.  f    i:^  —  ar)  sin  {n  —  ^)»ite= /]|^(w  — a?)  sin  a^dx^ , 
also 

ü^:^vj     sin  ^^dx-^J    w  sin  or^rfr 

woraus  sogleich 

^    ar  sin  a^d[dr  =  i^^    sin  a^da: 

erhalten  wird,  and  hierdurch  also  das  gesuchte  Integral  auf  das 
bekannte  Integral  /sin  acf^dap  zurückgeführt  ist. 

4)  Man  setze 

g^  X-  sin  X      , 

^=yoi^cosÄ»*^» 

so  ist-  nach  unserer  obigen  allgemeipen  Gleichung 

folglich 

»T       1       /^      sin  X        n 


oder 

if  cos  ;r 


i-|»COS  iP** 

Weil  nun  bekanntlich 

l-t-COS^«"^"^*«    cos   AT 

ist,  so  ist  ' 
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also 

y-*  if  cot  j?  . j 
0  iH-coa  ar» —       '*♦ 

und  folglich  nach  den  Obigen  U=s\n*j  d.  i. 

0lH-co.ar»^  =  '^- 
5)  Man  setze 

F{a)  =y^log  (1—2»  €08  'a?  -+-  a«)  .  dar,' 
80  ist  nacb  unserer  obigen  allgenleinen  Gleichung 

I\a)  =y^log  { t  —  2«  cos  (JF  —  ^) -H «*i  .  i£r, 
d.  i. 

F(«)s==y^log  (1+2«  cos  ^-h«')  .  <te, 
und  folglich  durch  Additiop,  wie  man  leicht  findet^ 

%I\a)  =y^"log  j  l  +  2«»(1  —  2co8  ar»)  +  «*  j  .  Ar, 
also 

2/\«)  =y^log  (1  —  2#«  €08  2d? + ««>  •  d^ir. 

Pur  2ar  =  cr  ist  2ii[r=:iA^9  und  folglkl^ 

y    log  (1  —  ia*  cos  2dr  +  #♦)  .Ar 

=  kj^^  (1  *-  2«*  cos  ^+ Ä*) .  4/r 
oder 

y^log  (1  —  2««  €08  2^-H«r«) .  dx 

Nach   dem  Hanptsatse   der  Theorie  der  bestimmten    Integrale 
(Archiv.  Tbl.  II.  S.  275)  ist  aber  offenbar 

f^^%  (1  ^2m»  cos  or  +  is*)  •  da^ 

=  ^y^log  (1  —  ^'  cos  df  H-  a*)  .  «fcr, 

d.  i.  in  der  oben  eingeführten  Bezeichnung 
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uml  folglieb 

^"log  (1  —  ««*  coB  Aar  +,«*)  .  «fcp  =?  /T^*  )• 

Daher  bat  man  nach  dem  Obigeo  ,die  Gleicbnng 

^F{a)  =  F\a^)  oder  F{a)  ^  iF{a* ) ; 

und  ganz  auf  dieselbe  Weise  hat  man  jetzt  also,  'wenn  «  eine  be- 
liebige positive  glivse  Saht  beEeiekoet,  ttberbaipt  die  folgende 
Reihe  von  Gleichungen: 

U.  's.   W.,  ;.  '^ 

aus  denen  sich,  wenn  man  auf  beideif  Seiten  mnltipDcirt  und  auf- 
hebt, was  sich  aufheben  läsaC^  dia  fSleiehupg-  -      . ' 

2M^F(a)  =  F{a^) 
oder 

ergiebt.  \ 

Ist  nun  ä<;l,  so  ittfür  i*fieOb  offefefbnk*     ,\ 

und  daher  für  a  •<  1  überhaupt 

F(a)=f^\og  (1  —  4a  cos  ^  +  a»)  ,  <to  =  0. 

Weil  nun  ' 

2  1 

1—*»  cos  or^f-a'ssiaHl^— "J"  «9*  *+^)9 

also 

log  (1  —  2a  cos  a;4-A')=s=.21og  «H-log  {1---'J*  «J««  •*."+* ii^ 
ist,  so  ist 

y^lug  (1  —  2«  cos  ap  +  a*)  .  <te 

=  2;f  log  »-h/^j^log  (1  —  |-  cos  4?  +  j;)  .  ite. 


Digitized  by 


Google 


124 

Für  «»>1  int  ^<1,  Bnd  folglich  nach  den  Vorfae^efaenden 

y^Iag  (1-|-  cos  ^  +  ~).ite  — 0. 
Also  ist  für  Ä>f 

y^log  (1—2«  cos  ^-i-a')  .  da;  =  2n:]og  «. 

Für  a  =  l  ist 

1 --*2a  cos  ar.»f-a^  sMd  .fdr», 
also 

log  (1  —  2a  cos  o? -h  a»^  k>g  4  -f.  21og  sin  ^jp, 
und  folglich 

y^log  (1  —  2«  cos  ^+  a*)  .  dof 

=  7r  log  4-|-2y^rog  sin  |^ .  cir. 
Setzt  man  nnn  |^  =  t^»  also  ite3=2cfe^,  so  ist 

y^log  sin  i^r    flte  =  2y^log  sin  ff .  </r, 
und  folglich  nach  dem  Vorherge1ieii4en  > 

J^^^^  (1—2«  oos  or-h«*)  .  dar    . 

=  w  log  4  +  4  f^log  810^ .  d:^, 
also  nach  1.      .      ' 

/J'jöS  0—2«  cos  Jtr  +  «*)  .  <£r=:9r  log  4  +  2»  log  |, 
woraus  sich  leicht  auch  in  diesem  Falle,  nämlich  für  «  =  1, 

1^  log  (1-^2«  cos  ^  +  flr*) .  «to  =  0 

^ergiebt 

Auch  das  hier  angewandte  an  sich  sehr  einfache  Princip  ver- 
dient» wie  es  uns  scheint,  weiter  Verfolgt  zu  werden. 


III. 
In  dem  Journal  de  Math^matiques  publik  |iar  J.  Liou- 
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ville.  T.  V.  p.:117  hat  Berr  Lobatto,  Doetonr  ^s-BcieDces  a  la 
Baje,  die  beiden  Integrale 

A^  =  /    sin  9  «^1^1  — a*  sin  y», 

n 
A^zzsi  f  sin  9*  lÄjpV^l  — a*  sin  9*, 

w#bei  wir  annehmen  wollen,  dass  a  positiv  nnd  nicht  grösser  als 
die  Bittheit  rsf,  auf  fotifende  Art  entwlekelt 

Blan  setze  cos  ^mjty  »^  erhält  miin,  wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird,  leicht  .,^^  ,  _ 

>  ^1        ^ 

Nnn  ist  aber  bekanntlich 

und  folglieh  nach  dem  Obigen 

Ferner  ist 

A^z=:l     sin  5p(l  — cos  y»)  dtpV^X  —  «r*  sin  9», 
also  '  , 

A^t:zA^^0  j  jp*iteV//»»-+-a:». 

Nnn  ist  aber  nach  einer  sehr  bekannten  Reductionsformel 

J^^daeVik^^jc^x J^ ^, 

nnd  folglich 

a  /^*a:,>  iferV^^*  +  ^»  =  i(;J  -  f*«^t). 
Naeh  gehöriger  Ssbatitatioir  erhäk  man 
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^•—8«»      ^  8a*  ^V  \^m 

Es  frage  rieb,  ob  sieb  diese  Metbode  nicfit  vielleicbt  überbanpC  avf 
das  Integral 

IL 
An^=i I     sin  5p»</yV^l  —  #r»  ,sin  y* 

aDwenden  nnd  ein  allgemeines  Gesetz  anfänden  Hesse.  Wenii  m 
ffrösser  als  die  Einbeit  ist,  werden  die  ohtn  filr  ul|  päd  A^  m- 
tundenen  Ausdrücke  imaginär,  wesbalb  aii»b  dieser  Fall  einer  W 
sondern  Betracbtung  au  unterwerfen  seia  diirfte* 

Auf  eine  andere  Art  bat  Herr  Catalan  die  beiden  obigen  In» 
tegrale  in  dem  genannten  Journal»  T.i  IV.  p.  335  entwiekelt. 


XIV. 

Ueber  ein  Spiegelinstminent  zam  Einrichten 
gemder  Linien  »nf  dem  Felde. 

Tod  den 

Herrn  Regiemngs-Conductenr  G.  Berlin 

SU  On^ifswald. 


Das  Binricbten  ^rader  Linien  auf  dem  Felde»  namentlieb  die 
Bestimmung  von  Zwiscbenpunkten  in  denselben,  ii^t  bekanntlicb  an 
nnd  für  sieb  eine  einfacbe  uad  leichta  Op^^tioa ,  die  nur  ein  ro- 
iibtes,  nötbigen  Falls  ein  bewaffnetes  Auge  erfordert;  jedocb  bat 
sie  ihre  Cnbeqnemlicbkeit  darin^  dass  wenigstens  eiu  Gebiilfe  dabei 
nothwendiff  ist,  wodurcb  nicbt  allein  mebr  Zeitaufwand  erfordert 
wird,  sondern  aucb  bei  grösseren  Linien,  wo  gegenseitiges  Ein- 
ricbten  ansuwendels  ist,  ein»  Oonti^le  des  ricbtigen  Standes  der 
Absteckstäbe  gesMcbt  werden  muss.  Iha  die  Gehnifsto  su  eotbeb- 
ren,  sowie  aucb  um  einer  ControUirang  überboben  zu  sein,  lässt 
sieb,  wie  icb  glaube,  mit  Nutsen  das  in  diesem  Aufsätze  jiäker  )>a* 
scbriebene  Spiejg^elinstrument  anwenden ,  dessen  praktische  Biraucb- 
barkeit  einem  jeden  Geometer  aus  der  blossen  'ntfgenden  Darstel- 
lung um  so  itoebr  soglekb  einleucbten*  wird,  Uls  wir  als  bekannt 
Torauszusetzen  berecbtigt  sind,  dnss  der  Gauisiscbe  Heliotrop,  na- 
mentlicb  in  Bezug  auf  die  >£UMriebtttng  der  Spiegel,  bekannt  genug 
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kt»  «m  .^iBDr  bMoviUiEiui  AaBeiBiMideiiietfiiM;  4ev  \km  mm  Grinde 
Kaydea  Prindipiea  hier  mkkt  weiier  in  Mftrfen.  .  JiMioch  «ng 
es  ia  der  von  mir  erstrebten  grossem  DeHrtidUkeh  fiolMbnldigung 
finden,  wenn  nur  VersUiidliehkeit  4er  Anwen4«ng  lies  Isslmcieats 
die  Gnind^äfc^e  4er  JUAexiea  secbtwinkiig  gegen  einender  eteken- 
der  Spiegel  hierbei  in  der  Kdrze  wiederlinJt  werden. 

Zwei  recbtvriaiilisr  onf  einender  stehende  Spiegel  mö  «ed  €d 
(Tef.  II.  Fig.  1.  und  Tig.  2.),  4eren  igelnde  Flachen  ron  ein- 
ander abgewendet  stehen  und  desi  in  C  hefindlieben  Auge  zuge- 
kehrt sind,  werden  die  heiden  Gegenstände  A  und  B  d^ot  Beob- 
achter zoffleich  reflectirt  erscheinen  lassen,  wenn  der  Purcfascbnitts- 
pnnkt  e  der  Spiegel  sich  in  der  Linie  jiB  befindet,  mögen  nun  wie 
in  Taf.  11.  Fig.  f.  die  Einfsllswinkel  der  Gegenstände  A  und  B 
einander  ffleicb  sein,  also  45®  betragen,  oder  wie  Ta£  II.  Fig.  2. 
eine  belieaige  Grösse  haben.  Da  der  Einfallswinkel  dem  Austalls- 
winkel  p^leich  ist,  so  wird  es  heim  richtigen  Stande  in  der  Linie 
Immer  einen  Punkt  C  (Taf.  11.  Fig.  1. 2.)  oder  eine  Linie  Cf  j^ben, 
worin  beide  Gegenstände  A  und  B  reflectirt  sugleich  sichtbar 
sind. 

Hiemnf  gründet  sich  nnn  das  in  Rede  stehende  Instrument 
und  nwiss  wird  jedem  Geometer  sogleich  ninleiiDhten^  dess  iiie 
reflemrten  fiiller  MM^  Geü^st&nA^;  atis  ehefti 'lenkte  gesehen, 
den  Stand  im  Alif^nement  der  Linie  begründen,  und  daher  eine  Br- 
klämng  der  praktischen  Anwendung  auch  um  so  öberfliissiger  sein, 
als  diese  aus  der  Theorie  von  selbst  henrorgeht 

Ein  Rahmen  A  (Tsfrll.  Fig.  3.)  ist  .durch  die  Balken  fg  in 
drei  gleiche  Theile  getlieilt,  in  denen  zwei  Spiegel  •  und  .2  ein- 
gefasst  sind.  Bin  Leiter  Rahmen  ß^  ebenfalls  mit  einem  Spiegel 
e  versehen,  passt  genau  zu  der  mittleren  Oeffnong  des  Rahmens  A 
und  wird  durch  zwei  runde  Zapfen  auf  der  Hälfte  bei  r  in  den 
Balken  gg  befestigt  An  diesem  Rahmen  B  ist  ein  Quadrant  ä 
(Taf.  11.  Fig.  4.)  befestigt,  der  mit  dem  Rahmen  A  in  Verbindung 
steht,  msd  an«  Festatelhmg  ^es  RabnieMi  B  in  der  rechtwinkj^gen 
Lage  zu  dem  R^men  A  dient,  zu  deren  genauerer  Berichtigung 
noch  eine  feststehende  Schraube  i  bei  A  angebracht  ist.  Die  Stell- 
schranbeii  jeap  dienen  nur  Berichtigung  der  Sjiiegef ,  lASofern  a  und 
6  in  einer  Ebene  U^cn  müssen  und  c  rechtwink  fig  auf  dieser 
Ebene 'stehen  muss.  ^üaaiit  jedoch  diese  ^SieUschraiiben  eine  stete 
Wirkung  auf  ^Spiegel  äussern,  missen  klenie  Dmekfedern  y 
(Tafl  II.  Fig.  5.)  an  dem  Hinterboden  x  befestigt  sein.  Der  Ring 
e  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ist  zum  bequemeren  Halten  SHt  der.  Band  bn» 
stimmt,  sowie  der  Haken  f  zum  Aufhängen  eines  Lothes  dient,  um 
den  Punkt  auf  der  Erde  bemerken  zu  können.  Soll- das  Instrument 
mit  einem  Stabi  InTerhibdang  ge^st  werden, .an  lässt  sieh  hascht 
anstatt  des  Hakens /* eine  Hiilse  anbringen,  welcher  ein  Stab  an- 
gepssst  werden  kann. 

Die  Berichtigeng  des  Instruments  in  Itezng  auf  die  Lage  der 
Spiegel  a  und  &  in  einer  und  derselben  Ebene,  sowie  auch  in  Be- 
ziehung auf  die  rechtwinklige  Stellung  des^  Spiegels'  r  gegen  « 
und  6^  geschieht  unmittelbar  durch  die  Beobachtung.  Denn  das 
reflectirle  Bild  ^In^s  Gegenstandes  mnss  hei  richtiger  Lage-  der 
Spiegel  m  nnd- Ift  nitht  gebrochen  In  heiden  Spfegefn  erscheinen. 
Der  rechtwinklig  $tand .  vpn  ß  f^^f^^P  ^  «nd  6  ergiebt  sich  da- 
durch, dass  zwei  Gwensfftnde  uiT.j^nd  Kt  (Tat  H.  Fig.  1. 2.)  in  dem 
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2witeh0np«Dfcle  e  refteetirt  «igleieh  «ncMoten,  wobei  ^fi  Nielit- 
gebrocbensein  wiedemm  die  rechtwinklige  Lage  der  Spiegelebene 
c  gegen  u  and  b  »Dgidbt. 

Bine  andere  weitere  Anwendung  als  die  bereite  erwähnte  dürfte 

dies  Instrament  bei  Croquirnngen  finden^  intern  sich  durch'  dasselbe 

leicht  Zwischenpunkte  einer  Linie  finden  lassen,'  die  zn  Anhalts- 

'pnnkten   vnd  snr  nSberen  Bestimmung  der  Distanzen   nach   dem 

Allgenmasse  benutzt  werden  können« 


Beweis  der  Lehrsätze  in  Band  IlL  S.  442. 

Fon 
Herra  A.  Göpel 

zu  Berlin* 


tu*        «»(m«— 2*)        w»(m«— 2»)  (jw*  — 4«) 
***  1»  FTi'  *"  1»  .  S«  .  5» 

beide  för  ein  gerades  m. 
beide  f&r  ein  ungerades  «•• 
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pv  1  ^  g .  8  . . .  >  O  1  .  a  -h  «I  —  J     18  .  ff  4-  n  ^  2 

''*  ir-|.l.a  +  2,..a-f.ii         a  +  l.n4-Y*  «  +  2  .  jf  ^-2,*  "" 

Id    deD  Comm.    rec.   boc.  Gott.  T.  IL '1811-«  13   hl^t  Gaoss 
bewieseo,  dasa  die  Reihe 

eaDvergirt^  wofein  l  +  a-^ß'^/'^S  ut,  «advdttas  man  bal  ttt 

*>  ^+TT^  +     l.2.Y.Y^l     •»^--•^(y-.««i)!(y-|j-i)! 

Dieae  Gleichiuig  ist  aebr  Hmfaaae&d;  aie  ^ntbllt  unter  andern  ancb 
die  Formel 

A)  Setit  man  o  =  y,  /}=s  — y,  y  =  l>  ao  ergiebt  sieb 

...  .       "      i  ■     ~ 


(f  )l  (-f  )1 


Nun  ist  aber  (s.  d.  a.  A.) 


Ua^-l)!  (-*•)!  =  — ^. 
■in—» 


Folglich  hat 

>  ^ 2«in  \nm 

^—      mn     \ 

woraus  fiir  ein  gerades  m  das  Behauptete  hervorgeht. 

C)  Setzt  man  a=     "J"  ,  /?  =  ^^^-5 ,  y  =  l,  so  findet  sich, 

daaa  die  Reihe  <dif erfahrt,  es' sei  denn,  diifs  s^e  von  selbst  abbticht, 
was  nur  fiir'ei'n  positives  oder  negatives  ungerades  m  geschieht. 
In  diesem  Falle  stellt,  sieh  der ,  Wertb   derselben ,  uaier  der  Form 

-r  dar.    Es  ist  aber 


Maa  erhält  daher 

g,__        2        •         2        'V'-g'-^ 

oder 

ThcO  IV.  9 
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D)    Die  Gleiohong    A)  kanii   auch    felgendemaiseii   bewie- 
»en   werdep.      Be^eichp^  man   der   Rarxe   hall»er   d^q   4^^^^^^ 

(1  — :  2j),.(l  —  "jf )  •••(!'- -j^)  mit  ^(i»),  so  hat  man  nach  l^lc^ter 
Rechnung 

9{«)-y(*-i)=i=(-i)-    .     .   ■    2»UtA.;,^,'^ • 

WiCfd^n:  hier  für  H  alle  Werthf  t<^  «  hl»  1  gesetat»  aa  arhüt  man 
eine  Reihe  Gleichungen,  deren  heide  letzten  sind: 

Addirt  man  sie  aämmtlich^  so  wird 

y(»)_l— jj,  4.....H-(— 1}*—  g___-j_  . 

folglich  ist  ^  =  9)(if)  für  jgssoö;  nach  der  Eulerachen  Factoren- 
entwickelung  ist  aber  9(11)  =  — 5~~  für  11  =  00. 

Auf  ähnliche  Art  ergiebt   sich   die   Formel   D).     Ist   nämlich 

V^(ii-l)-^(ii)_(-l)*  1..S. (ais-H)« 

1-^(0)  =  ^; 
mithin 

l-.^(is)=- iF7gr-'+:^--K-l»'     i4.;..(^Vi)V 

nud  /Itsel-— ^ü)  flir  usaoo^  es  ist  aber  nach  Buler'V'(«i)aBeoe  ^mti 
fuK  11  =  od;  also  schliesslich  ,1/«     **- 

B)  Setzt  man  in  H)  'a=:im,  ß  =  —  ^y  d^=^i;  r=^h  •» 
findet  sich  l  +  a  +  /9  =  /  +  <f.  Die  Reihe  B)  di?.erffirt  also^  ^o« 
fern  sie  nicht  für  ein  gerades  m  abbricht«     Bezeichnet  man   der 

Ktirze  halber  ^  mit  f{m)i  «o  ist  - 

9PW— iCp  —  ,  i«.8» — ' rrrsrrs» —  —  •  •  •) 
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9(«i)-I-9(m-2)= 
nod  wegen  D) 


^^)^^^^-i)u-<--";7"  I  ^"-'^y.V»^"»':^^'-''-.) 


jp(«)rH)(«»:r-2)=, 


1* 


Werden  nan  für  m  alle  geraden  Zahlen  r«n  «•  bifi  2  geaetit,  m 
ist  die  letzte  dieser  Gleichnngen 

9P(2)-|-y(0)t=  9^2)^1;  ' 

■ithiti.  «rgiebt  8i«h: 


»(-)=iiT  -  Sfzi+ ....  =i=+±l 


niid  daraus 

i'-Wsii  -  5rn+. . .  .=Fi±i). 

Ans  diegen  Tier  FonnelD  laasea  sieh  eine  ünsafal  äbntieber  a^ 
leiten,  wen«  man  sie  für  ^«i=d2  snmoiirt  oder  differensiirt;  so 
%.  %.  erkäk  man  doreli  ^A^  SB,  SC,  ^D  besiehlich  die  fol- 
genden: • 


Ton  denen  die  2)  ao^  3)  bezieUidi  nur  fiir  ein  ungerades  und  ge- 
rades m  convergiren,  und  die  1)  und  4)  auch  unter  endlicher  Aus- 
dehnung sunjnirt  werden  können^  n&nlich:  .       ' 

K\  /t       ^\  /t  *"*      \    S*>e.(2»— 1)*  /.      .    ,  -v 

*  2«  H...+C— Ij*  ,     2«.  4» 4ii»      ;  ^' 

1  «t*      .  .      -.    »t«>fa«-^2» ift»  — (2«  — 2)» 

1»  i».jt  +  -*  +  l— ^J   .■■":        .  l'.3».e.<2lV^l)*  » 

9*      . 
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aus  welchen  beiden  die  1)  uud  4)  Ar  Ms=oo  wieder  bervorgelien. 
E)  Setzt  man  in  die  GleicbuDg  I)  /?,  1,  a  +  1   besie^iich  an- 
statt  a,  ßi  y,  so  erbalt  man 

wie  nucb  der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  in  Crelle's  Journal 
Bd.  11.  Nr.  36.  gezeigt  hat.  Wird  bierin  a-|-is+l  und  /9+«f+l 
Cur  a  und  ß  gesetzt,  so  hat  man 

"*'c-|-«-H2  "•"ir-f.«i-f.2.  an^Jt^-l"'"  •  '  • —      a  —  ß      * 

diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  ^  _^  ,  \,T"  o '  * '  t.^  ^  t 
und  ziehe  das  Resultat  von  ^er  obigen  ab,  so  wird 

a  —  /J  ^         a  .  a  -t- 1 . . . .  a  rt-  M^* 

Diese  Herleitnng  zeigt,  dasS'  man  4i®  GrfiQertsche  Summation  nicht 
für  einen  speciellen  Foll  der  Gleichung  für  E  halten  darf.  So  wie 
man-  aus  jener  den  Ausdrück  J5  herleiten  kann,,  so  kaua  man  auch 
den  letzteren  unabhängig  von  ihr.  entwickeln  und  daan  n  unend^ 
4i«b  werden  lassen,'  um  zur  .Grun^rtAcbeni Reihe  zu  gelangen. 
Bezeichnet  man  nämlich  den  Bruch  in  obiger  Parenthese  mifc  9^m)i 
80  ist 

Entwickdt  mau  die  einzelnsn  Glieder,  und  mnUiplici^  mit  *-  ^i, 

so  bat  man  die  Formel  für  JE.  Lässt  man  nun  n  unendlich  wer- 
den,* 80  kann  der  Bruch  <jf>(i»)  zwar  als  aus  einer  ReHie  von  Facto^ 
reu  bestehend  betrachtet  werden,  welche,  wenu  auch  nicht  von 
Anfang  an,. doch  von  einem  gewissen  Punkte  an  Höhte  Brüche 
sind,' sobald  /9<;a  ist.  .  Man  wurde  aber  zu  ivnt  von  der  Wulirw 
heit  irren,  wenn  man  hieraus  scbliessen  wollte,  dass  9(1«)  iiir  ein 
unendliches  n  verschwindet.  Zum  Beweise:  die  fiefhe  G)  itnä/alle 
übrigen  bekannten  Pacturenentwicketungen.  Cm  deu  erwähnten 
Schluss  zu  ziehen,  muss  man  sich  ^anz  anderer  Folgerungen  bedie- 
nen. Zu  dem  Ende  sei  m  irgend  eine  ganze  Zahl, -^«^/f  und  folg- 
lich auch  >— a,  ferner  sei  k  eine  ganze  Zahl  ^^-^—j*  BetrAckten 
wir  nun  das  Product 


hß^Am     kß^hm  +  1     A^-H^-f.2 


so  ist  klar,  dass  es  beständig  kleiner  bleibt  als  das, Product  einer 
gleich  grossen  Anzahl  voa  Factoren  der  Reih^ 


^^  äß^km^l'  ä^-*-ä«i-h2*  hß-^km^V' 
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weil  die  entsprechendeD* Nenner)  wegpeD  Aß-hliCAo^  in  diesem 
kleiner  lind  aU  in  jenem.  Das  Product  2)  nähert  sich  aber  be- 
atändig  der  Null«  detin^'idnreli  Verefnil^mig.yon  2,  3^  . . .  Factoren 
desselben  erbält  mun  die  IjFerthe.!.      ...  ^    .  -\ 

Aß^äm-f-2\  Aß^hm^y  "" 

F«lglieli  wird  um  sei  mel)c  das  Product  1)  kleiner  j^U  jede  nock 
so  kleine  Grösse.  Die  Factnten  dieses  Products  waekisen : besten«, 
dig,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt.     Fasst  man  also  die  ersten 

4  Fach>ren  dessetben  «nsaminen,  so  ist  deren  Prbdnkt  ;^< .    i'Ätt?)^ 

oder   r  "1"^)*.     Das  Product  der  folgenden  A  Factoren   ist   aus 
^a-f-m'  ■*  •  .  *  nj  i'  '  . 

dem  DäBliehen  GhiimI«  >(g$£^)*  odcr^±^)*,  b.  g.  w. 
Mithin  bleibt  das  Product  1)  beständig  gr^ser  als  das  Product 


Dieses,  wird  also.  Qm..|BO  mehr  unter  jede  Gränze  abnehmen.    Das- 
seloe  gilt  dann  nnch  ypn 

ß-hm    ß+m  +  l    ß  +  m-f-2 

und  sehlieaalich  yon 

L    ^•^"^  ß-^^  —  l  w  ß-^m    ß^m-^l 

a  'a-t-1"**'  a-f-m  — l   ^  a-t-m'o  +  m-f-l 

tiebrigens  bedient  sich  schon  Gauss  in  der  angeführten  Abhand- 
lung des  Ausdruckes  E)  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Con* 
yergenz  gewisser  Reiben^  und  eineV  der  obigen  sehr  ähnlichen  Be» 
weisführung.  Es  wird  mir  vielleicht  gestattet  werden,  in  einem 
späteren  Aufsatze  eine  andere  Entwickelung  jenes  Ausdrucks  nebst 
verwandten  Gegenständen  mitzutheilen. 

F)  S^etzt  man  in  die  Gleichung  I)  — a,  ß-+-ly  /9  +  2.fdr 
a,  ß,  fj  so  erhält  man  

«o  «t        ,       «^  ß\  a\ 


ß^i      ß+2  •  /?-K»     (ß^a^iy: 

Da  sich  in  diesem  Ausdrucke  a  und  ß  unbeschadet  seines  Werthea 
vertauschen  lassen,  so  folgt  unmittelbar  die  Gleichung  F).  Auch 
hat  man  nach  Entwickelung  von  (1 — or)^  im  folgenden  Integrale 

Sobstituirt  man  hier  1 — or  für  ;r,  so  erhält  man  das  nämliche 
Integral  nur  mit  Vertauschung  von  a  und  ß,  woraus  wieder  das 
Behauptete  folgt.  Ueber  alles  dies  kann  man  auch  die  Gaussiscbe 
Abhandlung  nachsehen. 
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Man  kann  anch  den  Brncli 

1>2 (a+fl^^(a^fi^^t)... 

Ä-H 1 .  «^2  . . . .  (/J-*- 1)  (/f -hJQ  (^-K»)  . . . 

Dach  deo  bekannten  Regelo  in  aeine  ParsialbHkhe  zerlegen.    Seilt 

man  ihn  an  dem  Ende  gleich  ....  H-^'    ^*^|H- .  - .  .>  ao  findet 

aich  pny    wenn    man    ihn    mit  /f  +  it-|-l   mnltipliciit  und   dann 
/?H^itH--l=0  setzt.    Auf  diese  Weise  ergiebt  sieh 

l*2...*tt-Hl  — ».g-H2  —  n  , .  .>« —  I  .g.g-t-  1  .a-t-2  « .. 
''^  a -1-1 .0-1-2.  ...  —  lt.— M -1-1  ....-— 2.  —  ]  .1 .2. .  . 


'  c-Hl— i».a-|-2  — i»...g  — l.tf       Y I . ^ 


«n. 


Durch  Zerlegung  dea  obigen  Bruches  erbHlt  man  also  einen  dar 
Ausdrucke  F).  Da  jener  Bruch  in  Bezug  auf  a  und  ß  symmetrisch 
ist,  ao  folgt  wieder  dio-  fiUvichnng  '¥}i  >  •  «  * 

G)  Hau  hat  die  identische  Gli^chung' 

1 .2...  .1»  1 .2..  *  .m cr-4-«-f.l.ag-Ht^2....tt  in jm 

ii-f.l.a-l-2»« •«-!-*       a-|-l.a-|-2...cH-m  *       M-i-l  .it-H^**  ••n^^m 

m-t«!«j»-H2:....i«-fr:» 


Der  letzte  Factor,  ans  m  Factoren  bestehend,  nähert  sich  für  ein 
wachsendes  at  der  Ginheit,  wovon  fnan  sich  öberzeagt 9/ wenn  man 
jeden  Factor  im  Zähler,  nnd.  NeMier  mit  to  theilt.  /Man  kann  ihn 
deshalb  weglassen  nnd  erhält  die  unendliche  Productenreihe  G). 
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Einige  .Untersuchungen   Übet   die   KiHtnmung 

der  Cnrven,  insbesondere   über  die  Dvolnten 

gegebenen'  Cntven; '  und  einige  Bemerkungen 

über  die  besondem.Punltte  der  Curven. 

.Von 
Herrn %)octor  J.  Ph.  Wolfers  ' 

Mtronomische|  Rechner  «n  der  Königlichen  Sternwarte  sn  Berlin. 


I. 

Einige  Untei^sncbn&gen  iiber  die  Krümmung  der  Curyen 
und  insbesondere  die  Evoluten  gegebener  Cnrven. 

Zirror  wollen  wli*  etnige  Sfttse  »afilhren,  welche  aich  in  Ter* 
sehiedenen  Lehrbücher«  4^t  Avaljsis  und  unter  andern  in  Lacroiz 
Trait^  ^lementaire  etc.  finden« 

1)  ist  y:=sg>{a)  die  Gleiefaiing' einer  Cnnre  einfache^  Krüm» 
nung  cwischen  ihren  rechtwinkligen  Coordinalen,  s«  wird  4ie. 
Corte  gegen  flie  Abscis«e«a3ce>  copvex  oder  eouear  .sein,  jt 
nachdem  das  sweite  Differential  der  Ordiuttte  in  Bezvg  auf  die 
Abscisse  positiv  oder  negativ  ist. 

2)  Ist  f(  =  (p{af)  wieder  die  Gleichung  einer  gegebenen  Curve 
und  y^==:^(^')  die  Gleichung  des  die  erstere  blerührend^o 
Kreises,  so  hat  man  die  Bedingangsgleichungen:  < 

und  es  findet  nur  eine  Berührung  beider  Curven,  kein  Durcfascbnitt 
statt. 

3)  Ist  ^=/la/^  hingegen  die  Gleichung  des  die  erste  Curve 
osculirenden  Kreises,  so  finden  die  drei  Bedingangsgleichungen 

y—y^dx~daf'   da:*  ~  dar* 

statt,  und  in  diesem  Falle  wird,  der  osculirende  Itreis  die  Curve 
im  gemeinscbaftiicben  Punkte  durchschneiden. 

..  4)  DieAmahl  der^  ciin  Cwpve  berfibrenden  Kreis»  anaiuem 
Punkte  der  erstem  ist  unendlicb  groas.     Man   wifd  nftmlicb  von 
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jedem  Punkte  der  jeDem  Ciirveopankte  aogehörigeD  Normalea  mit 
nerschiedeDeD  ^  Halbmeuern  Kreise  schlagen  können »  welche  alle 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben  und  selbst  also  berührende 
Kreise  sind.  Von  diesen  Kreisen  werden  einige  durch  die  Curvo 
eingeschlossen,  andere  schjiessen  selbst  die  Cur?e  ein  und  in  der 
Mitte  zwischen  diesen  beiden  Abth^ilungen  von  Kreisen  liegt  der 
osculirende  Kreis. 

5)  Ist  (Taf.  II.  Fig.  1.)  AP  die  Abscissenaxe ,  DN  die  gege* 
bene  Curre ,  D^N'  ein  sie  heriihVeoder  Kreis,  D^N"  ein  anderer 
derartiger  Kreis  und  die  übrige  fteseickntng  wie  iQ  %\\  9o  wird 
der  berührende  Ki«is  die  Lage  D^N'  hiibeo,  d*  h»  an  der  conca- 
ven  Seite,  dei:  Curve  liegen,  wenn 

Er  wird  die  Lage /l"^"  haben,  oder  sich  a#der  cönvezen  Seite 
der  Curve  befinden^  wenn 

In  der  Mitte  dieser  beiden  Bedingungen  liegt 

d*p  rfV 

Ar»  ~  ite»' 

und  in  diesem  Falle  geht  der  berührende  Kreis  nach  3)  in  den 
osculirenden  über,  welcher  weder  ganx  an  der  cooeaven,  noch 
an  der  convezen  Seite  der  Curve  liegt,  sondern  innerhalb  gewisser 
Gräuzen  mit  der  letztern  zusammenfällt. 

6)  Ist  wieder  y  =  9(^>  die  Gleichung  einer  gegebenen  Curve 
und  bezeichnet  man  den  Radius  des  osculirenden  Kreises,  d.  h.  den 
Krümmungshalbmesser  durch  y^  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
eben  dieses  Kreises  durch  a  und  ß^  so  haben  wir  die  drei  Glei- 
chungen 

7)  Die  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades,  bezogen  auf 
die  Aze  als  Abscissenaxe  und  den  Endpunkt  derselben  als  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten,  kann  allgemein  dargestellt  werden  durch 

Hieraus  eri^alten  wir 

Sobstitnirt  nmi  diese  Werthe  in  den  drei  Gleichungen  (6),  ao  wird 
nach  einiger  Transformation 
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oder  wenn  inaD  y*  elimiDirt  and  redacirt 

\k{mx  -h  ffcT«)  +  («14-  g»^)'  t» 

För   eioe  Parabel   ist  i»=:0  und  y  =  ^ g-5^ ' 

.      Ellipse     -   «negativ- /pi-i^ ^^ ^-^ 

-     eineo  Kreis       •    »==:— 1  ^  f^ssz^m 

.     eine   EjferUl  .    nfoüüv  .  y^^'^'^-*"^'^^,^^^^'"^. 

Für  deo  Sefaeifelpaokt  ist  ^=sO,  und 

d.  b.  der  KrämmuDgsbalbmesser  im  Scheitel  einer  Carve  zweiter 
Ordnung  stiikiDt  Oberein'«  mit  dem  Halbmesser  eines  Cr^ises»  der  m9t 
dem  halben  Parameter  als  Radius  beschrielien  ist    ••  ' 

8)  8absttt«irt  man  ebenso  die  Wertihe  ve«  äf  vmA  d^y  in  den 
oben  für  or^a  und  y-^ß  gefundenen  aHgeoMinen  Ausdrü'^kvn, 
md  eliminirt  man  y  venaittelsit  der  Gleichung  •  der  gegebooen 
Curve,  so  erhält  man  zwei  Gleichungen  zwischc».  w^  a'^ni-ß* 
Eliminirt  man  endlich  ^  aus  bei|i|en,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
zwischen  ß  und  a,  d.  h.  die*>^teichvng  der  zur  gegebenen  Curve 
gehörenden  Evolute  oder,  wie  sie  auch  genannt  fvird»  die  Glei« 
«hong  (1er  Corve  der  ;Mittelpttnkte. '  ., 

9)  Für  die  Parabel  int       ...... 

d^y^-^Tipdaf^ 
also 

Ferner 

^      **  —  ■"  da:  '«•■dlar«'^  2m 

Da  aber  fiir  die  Parabel  y'stMdr,  ao.  wird  hiernach 

jr -*- a  ns  :•*- 2^  «^  •1»  «der  JT  fi=3  |(a  *^  ^aa). 
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Obeo  war 

^ 4y^_       4ifttjrt toi 

«I*  »^'  m^ 

undi  wenn  man  hier  den  eben  geAindeiif^n  WertL  von  or  sabstitüirt, 
oder  auf  beiden  Seiten  ins  Quadrat  erhoben: 

als  GleidiitngiderHlj^Pittrabel  entsprechenden  Bvolnte. 

10)  Ist  (Taf.  II.  Fif^.  2.)  XJa:  die  Parabel,  uiB  ihre  Aze,  J 
ihr  Scheitel  nnd  der  Anfangspunkt  der  Coor4inaten;  so  arl^ält  man 
für  ß=0 

dasselbe,  vaa  wir  oben  als  Wertb  yon/  für  den  ScheitelpnnJkt 
gefunden  haben. 

.  W  K/tD^saimf  ao  wollen  ^r  fSr  die  Evolnte  «kn  Anfangspunkt 
jAer  Goordinataa.nacb  /^verliegen,  ajso  af  statt  a-*^  setsen«  und 
erhalten  dann  für  die  beiden  Zweige  Uf  und  ^•F  der  Evolute  dte 
einfache  .Gleichmig 

Dieselbe  entspricht  einer  Parabel  yom  dritten  Grade,- indem 
man  alle  Cunren,  deren  Gleichung  die  Form 

haben,  unter  dem  allgemeinen  Namen  ron  Parabeln   begreift  und 
sie  unter  einander  nach  data  Grade  des  Exponenten  unterscheidet^ 

^11)  Wickelt  man  also  einen  Faden  um  D/^  so  mnss  sein  über 
D  hervorragendes  Ende  =:jiD  =  lm  sein,  wenn  man  die  Para- 
^  bei  Xjia:  £ireh  Abwickelung  desselben  beschreibe»  will»  Wäre 
die  Länge  eine  andere,  etwa  DJ,  so'  wird  statt  der  Parabel  ^X 
eine  andere  Curve  beschrieben  werden,  deren  Kriimmungshalbmesser 
im  Scheitel  kleiner,  nämlich  z=z  DJ  ist.  Die  Krümmung  selbst 
im  Scheitel  wird  zugenommen  haben. nnd  wird  immer  grösser  wer- 
den, j«  kleiner  Z^./ wird.  Fällt  J  mit  D  zusammen,  so  ist  der 
Rrtimmiingshalbmesser  der  durch  Abwickelung  beschriebenen  Curve' 
=  0,  also  die  Krümmung  oo. 

12)  Die  Länge  DjF  de^EvoI«te  Ist  gleich  dem  Unterschiede 
MF^AB 
der,  beiden  Endpunktes  antspreehMtden  Krümmnugshalbmesser,  nnd 
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da  diese  sich  (nach  6,)  inmer  darstellen  lassen,  so  zeigt  es  sich, 
dass   die  Cunre  FDf  rectificabel  ist     Diese  Eigenschaft  gilt 
nicht  bloss  für  die  vorliegende  Evolute  der  Parabel,  sondern  fiir 
die  Evoluten  aller  algebraischen  Curveii  überhaupt. 
In  der  Tb^t,  setzt  man  der  Küpe  wegen 

16  _  ^ 

.    27m— ^* 

'    .  :  .      ,       •  -    }  ' 

so  ist  die  Gleichung  der  vorliegenden  Evointe 

bierans  /  .   .    ^  ,    ^      ■  -'.  y  .- 

yr^, =IATS  =iA^  »l/.":^^;^, ,, 

'         /     -  ■  *  •  ... 

und  wenn  «ine  unbestioiMte  Lange  der  Brolnte  durci)^  c.,|ieMjichn«i 
wird:  .■.>•' 


'jYl+^^.äa^ 


=*-^i.-+-s;«')*'  ■'  ■■  ■■]  .;•'.'.•';'■' 

13)  Behnfis  ißr  ttuadrirnng  der  Evolute  huben  wir 

und  wenn  s  in  .T«t  U.  Fig.  3.  den  durch  JDft  o>  und  ß  eingeschlos- . 
senen  FlächenraiM  bezeichnete         .         .         '  . 

also  I  des  über  o'  und  ß  gebildeten  Rechtecks  DGfti^  wogegen, 
wenn  statt  Df  eine  Parobul  gezo^n  wäreV  der  durch  diese  und 
ihre  Coordinaten  eii^gescblosseiie  rJäcbenr^jum  \  des  entsprechen- 
den  Rechtecks  betragen  wurde. 

14)  Um  den  Flachenraum  zu  bestimmen,  welchen  die  durch 
Umdrehung  Ser  Ev^fite  um  die  lAxe*  ^/^.  be^cbrieh^ne.  ^eip^lbte 
Oberfläche  hat,  haben  wir  den  Ausdruck  1. 

'       •  '  '     •    _   y*     "  I  /■'■   "V  "'^ 

aus  welchem  sich  durch  Integration  ein  geschlossener  Ausdruck 
aUeiton  llsst«,  der  aber  freiliäelwM  weitläufig  H;  i^J^t  «9# 
nämlich  der  Kürze  wegen 
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4=* 


■o  wird  nach  einiger  Rednctioo 


unter  im  hyperbolische  Logarithmen  i^erstaDden« 

15)  Um  den  Cubikinhalt  des  durch  UmdrehuDg  um  JIB  er» 
Beugten  Körpen  za  finden,  haben  wir  den  Ausdruck 

I[=  n/ß*  da'  =  nfpv!^  M  =  ^npai"^  =  \nft^  .  a' 

also  ein  Viertel  des  Cytinders,  dessen  Gruodfl&che  /?  lum  Radius 
hat  und  dessen  Höhe  =:a'  ist.  Wäre  jl9^  eine  Parab^,  so  würde 
der  ihrer  Umdrehung  entsprechende  Körper  der  Pälfte  jenes  Cylin- 
ders  ffleich  sein.' 

Man  kann  daher  eine  der  Construction  des  Archimedes  ent- 
sprechende Darstellung  angeben ,  wodurct^  das  Verhältniss  eines 
Cylinders,  dessen  Höhe  noch  einmal  -so 'gross 'als  der  Radius  seiner 
Grundfläche  ist,  cu  den  beiden  Conoiden,  deren  erzeugende  Curven 
respective  eine  Parabel  und  die  Evolute  einer  Parabel  sind,  ausge- 
drückt wird.  Die  Höhe  des  CyTinders  soll  hierbei  die  gemeinschaft- 
liche Abscisse  der  beiden  letztern  und  der  Radius  der  Grundfläche 
des  erstem  die  zugehörige  Ordinate  bezeichnen.  Für  die  Parabel 
wäre  demnach 

y*^=mXi  y=|^,  also  ^sz=4ai; 
für  die  Evolute 

Wir  erhalten  dann  das  einfache  Verhältniss  des  Cubikinhalts  der 
gesummten  drei' Körper,  indem  man  den  flalbmesser  der  Grund- 
fläche des  Cylinders  oder  in  Taf.  II.  Fig.  4.  BFz=,r  setzt: 

Cylinder  BCED=z%r*n 

ConoUJl6BCJIJ=^  r^n 

-       AJBCkA=z\r^n 

also  Cyl. :  Par. :  Bvol.  =  4:2:1,  wogegen  bekanntlich  Gyl. :  Ku- 
gel :  Ke|(el=:3  :  2  :  1. 

16)  Für  die  Ellipse  ist  die  Gleichung  der  Kegelschnitte 

und  vergleichet  wir  diese  mit  der  in  7)  aufgestellten  allgei 
Gleichung,  so  ist  hier- 
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m^  ^,    «_  — ^„ 

wobei  der  Anfangspunkt  der  Ooordfnaten  mit  dem  Endpunkte  der 
grossen  Axe  2ä  zusammenfällt  und  wo  d  die  halbe  kleine  Axe  be- 
zeichnet. Um  die  Sache  etwas  zu  vereinfachen,  verlegen  wir  den 
Anfangspunkt  def*  Goordinaten  -  nach  dem  Miitelpinikte  der  Ellipse/ 
und  haben  dann  bekiniP^Uch  für  4ie  letztere  die  Gleichung 


Ans  ihr  folgt 


da:*  «*y»  a*y»  a*    ♦    y*  . 

wo 


gesetzt  ist. 

Substttuiren  wir-  diese  Wertbe  in  den  oben  in  6)  aufgettelUen 
allgemeinen  Ausdrucken  von  or  —  a  und  y^ßi  so  wird 

b*     X  b*  a*^4*x*       .«»y» iiß^s^x* 

.y-/^=-«« — p ^=y — FT— 

oder  auch  abs  der  ersten  von  beiden   '~  ^ 

.  e*x*  ••••    ' 

I.    u^-^. 

Aus  der  zweiten  folgt 

^=y(i. ijii — ^) 

oder  nach  einiger  Transformation .  '  ^ 

IL     ß^^^y'. 

Wenn  man  zuerst  V  mittelst  der  Gleichung  der  Ellipse  .aus  II. 
und  dann  au»  I.  und  II.  of  eliminiren  wollte,  so  würde  die  resuf* 
tirende  Gleichung  von  einem  hohen  Grade^  ausfallen.  Zweckmässi* 
ger  dürfte  es  sein,  zu  den  in  Qlezug  auf  die  Evolute  ^der  Ellipse 
anzustellenden  Betrachtungen  die  Gleichungen  I.  und  II.  zu  ne- 
nutzen  und  damit  die  Gleichung  der  Ellipse 


III.    y»=|^(«»-;r') 


SU  verbinden« 
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17)  Xfm  die  Punkte  «nf  jiB  und  BC  Taf.  II.  Fig.  5.  zo  fiaden, 
in  deoen  die  Evolute  die  grosse  Axe  schneidet,  sietxen  wir 

also  nach  II.  ^=0 
:  -       •    III.  «» — ^?sBsO  oder  ofssziiza  i. 

und      -     I.  o  =  =*=---r-==t:-^-- —  =  dbae». 

Der  vorletite .  Ausdruck  von  a  eignet   sich   am  besten  zu  der  in 
Taf.  II.  Fig.  6.  angedeuteten  Construction.  ,  ,    • 

JB  =  a,Bif±=BP=ae,0Q=9ußP=^^. 

£tir  jrB=:BG=±z4ate^  sind  F  und  .fi  äiese  Surchscbnitfatpiinkte, 
und  zwar  Wird 

jF  .dem  Punkte  ^, 

«      .  -       C' 

der  Ellipse  entsprechen. 

Um  ehei»  no  die  Durcbschniltappukte  auf  DBE  zu  erhalten» 
setzen  wir,  da, der  AnCsngspunkt  ^er  Coordinaten  sich  in  B  be- 
findet, 

os=0 

also  nach  I.  ;r=0 

.     -.    lU,  y  =  ^*      , 

und     -     II. /J  =  =p-jr^   ==F— J— =  -t-"J"' 

Nach  dem  vorletzten  Ausdraeke  lässt  sich  der  Werth  von  ß  finden; 
man  erhält  so  die  Punkte  JT.und  jL  utid  zwar,  weil  y  und  ^  ent- 
gegengesetzte^ Zeichen  haben,  wird 

/r  dem  Punkte  ZI, 

Jf  ö-         -  '     JB 
der  Ellipse  entsprechen.  ^      ,  .' 

18)  Aus  I.  folgt  i/o=  ?^*  <te, 


Aus  III.  aber  ergiebt  sieh 

«^^^ *!  .£ 

mithin 
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nnd  auch 


^    "^    äß     '   %e*           '--'' 

Da  DUO  allgemeiD 

1 

d»ß        dx*  dx*      dx'  dx* 

da*  —                 .Ar^, 

80  haben  wir  za 

dieBem  Ende 

\        'da    j 

^-»..0-^.».+W-g 

8«»           8«»       b*  X. 

.         _.-   l 

8*»       :     .nS*X*      ^ 

und  80 

d^ß. 

:■•    .      *?  " 

~ '                          27«*j?«          •■»•lo  n 

endlich 


da*  8«»j?V 


In  80  fern  also  y  n'egati?  i8<,'wte  Ver  ui/terhalb  Ad  ist  das 
aweite  Differential  der  Ordinate  der  Corre  FKO  Ukt  Bezog,  auf 
die  Abaotsse-^oSitiT;^  ist  y  Bing^ff^  -positir^  fqe^  hiiBi\ ober- 
halb Äf^ih  V)rd  jenes  zweite  Differentiak  negativ;  daher  ist 
nach  X)  FKO  und  FLO  gegen  die  Abscissenaxe  convez. 

19)  Diese  Cnr?e  der.  Mittelpunkte  oder  Erolute  der  Bllipse 
musB  nun  rectifieab^l  sein. 

In  der  That  wird  .    . 


1/77^/9»       1/Ä*dr*-Hi*y»       l/A*ar».*-«»A»(«»— a:»)        t^ä^-e^x* 

K^^ifei-*-^^^^ ÄS 


bx 
bx 
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um  die  Länge  Yon  jFK  zu  erhalten,  miisseii  wir  dieses  Integral 

Ton  o  =  — ae*  bis  a=rO 
oder 

-   ^  =  — i«       -  jr  =  0 

nehmen  und  erhalten  so; 


• '  •  •  •  -  i-ii.-'-  '  ■■  ■  ■ 


^^=-3  l*'-«'»'l»- {-s  «"l^-s  *'  +  3  •' 


20)  Um  4ie  FiScIie  FS.QL  zn  qnadriren,  haben  wir 
Wenden*  wir  nun  nach  einander  folgende  Integralformeln  an 

80  erhalten  wir 

— 10*  are  sin  "fi-l-C: 
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Znr  Beitittinnttg  der  FUche  FBK  milateii  wir  dieM  Itttegral 

?0D  a=5  — «9*  bis  a=sO 
oder 

TOB  jrs=  — «  bis  IrsO 

entrecken,  ond  da  ffir  den  erstem  Wertb  von  ir 

—  $2      i     ' 
für  den  lotsten  Wertb  von  ar 

ist,  so  wird 
und 

in  welcber  letstern  Form  ticb  der  Wertb  anob  dnrcb  die  in  der 
Ptgnr  eptbaltenen  Grössen  Teranscbaolicben  lässt.    Denkt  man  sieb 

nämlicb  zn  ß^B  =  ae^  als  balbet  kleinen  uod  BK'=s,  y  •  «e*  «Is 

balber  grossen  Aze  (17)  eine*  Ellipse  constrtfirt«  so  ist  ibr  Plftcben- 

ipbah  =  y  ae^  ,me^n,  und  der  Flächeninbalt  der  Fignr  fKOL-sx^ 

von  jenem. 

21)  Zdr  Bestimmong  der  gewölbten  Oberfläcbe,  welcbe  dnrcb 
Umdrehung  um  die  Axe  FO  enttftebt,  bähen  wir 

Nnn  ist  n' ^h  «*«*=:  2«' —^',  ferner  fotsen  wir 
TMIIT.   '  Id 
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BO  wird 

Das  zweite  Integral  geht  über  in. 

fliermit  verbanden  das  erste 
so  wird 

—  ^  g^r /i.(2e»«  —  2«»  4- *»+ 2eV/S»: 

Um  die  der  Dmdrebong  von  FBK  entsprecbende  Fläcbe,  d.  h.  die 
Hälfte  der  ganzen  zu  erbalteui  muss  das  Integral  wie  in, 20) 

von  jr=r — m  bis  ^=sO 

d.  h.    .      «=«•      .'     «=0 

erstreckt  werden.     Für  den  ersten  Wertb  wird  R^bkA^  für  den 
zweiten  üs:«*,  und  so  diese  Fläche 

—  «»Ä»   »   .  ▼•   ^  16«»  ^^        ^  ^      32*«         l-*^* 
22)  Dm  die  €unre  tn  cuhiireÄ  haben  wir 
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..      =ä*  li«'*'- {«**•+ 4«**'- 1^'|.      .' 

Pur  die  ganze  Bvolute  ist  dieses  lotegfral  zu  erstrecken  von 
^s=s  —  a  bis  ^  =  +  0y  daher  in  diesem  Falle 

Diesen  Ausdruck  kann  man  auQh  folgen dermassen  schreiben: 

und  wenn  man  die  in  17)  ge&ndenen  Werthe  der  halben  Axen  der 
Evolute»  nämlich 

'*  .    .  JPß  =  ae*  mit  B 

BK='j.ae*  mit  Jl 

bezeichnet,  und  die  letztern  Bezeichnungen  in  den  Ausdruck  für 
K  setzt, 

Der  Cnbikinhalt  eines  Ellipsoids,  dessen  beide  Azen.^  und  By  und 
welches  durch  Cmdrehung  um  die  kleinere  B  entstanden  wäre» 
würde  dagegen  sein  \ 

SO  doM  Mii  das  Verhittflim  hat 


oder 


jp,jsr.s=A,  »5=, 


^=ß^' 


23)  Die  fiir  die  £volute  der  Ellipse  gefundenen  Ausdrücke 
gehen  in  die,  der  Bvolute  des  Kreises  entprecheoden  über,  indem 
man  az=z6y  e  =  0  setzt;  alsdann  wird  aber  nach  16) 

L   o=rO,     11.   /JrsO,     Ilt   y»  =  Ä»  — Ä?» 

d«  h.  die  Evolute  des  Kreises  ist  keine  Curve,  sondern  ein  Punkt, 
und  zwar  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  welcher  hier  der  Hit- 

10*       • 
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telpunkt  ist  Dieas  ist  ein  Reniltat,  wetckes  man  freilieh  aoe^ 
ohne  Calcal  hiitte  erbaUen  kÖDBen. 

24)  Die  BetrachtQDgeo  über  die,  der  Hyperbel  eDtiprecheadeB» 
Evolate  werden  sieb  dadureb  Tereinfaeben  lassen »  dass'aaa  aus 
,  den  fdr  die  Ellipfe  ffefundenen  Resultaten  einzelne  dnrcb  Analogie 
für  die  Hyperbel  ableiten  kann.    ^ 

Die  Gleicbang  der  letztern,  für  den  einen  ibrer  Seheitel  als 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist 

y«  =  ^  (200?  +  ^') 

und  vergleiebt  man  diese  mit  der  allgemeinern  Gleiehnng  der  Ke* 
gelsebnitte 


so  ist  in  diesem  Falle 


2*»  Ä» 


» 


fl» 


Verlert  man  den  Anfangspunlct  in  den  Mittelpunkt  i7(Taf.  II. 
Fig.  7.)  des  zwischen  beiden  Scheitelpunkten  befindlichen  Stücks 
der  Axe,  so  wird  die  Gleichung  symmetrischer,  nämlich 

Anfei  dieser  erbalten  wir 

dy  ^    iE.     ^^ ^* 

dx        «•  *   y '   dx^  a'y*' 

dx*  ii«y*  "*"  Ä*y» 

ar«y» 

oder  wenn  man,  der  bei  der  Ellipse  angewandte  TranaformAtion 
analog, 

setzt: 

dy^^dx*  _  b*    cfff^— s[»j 
dx*       "«»•'       p       »' 

Setzen  wir  dieile  Wertbe  in  die  allgemeinen  Anrisücke  von  jc^q 
und  y  —  ß  (6),  so  wird 


5*     X  a* 


5*  g»dr»— g» 

y» ***/«.       «^  «V 


«»     y 
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■od  hieraoB 


I.    a  =  4Är», 


Ferner 


f—ß='s: — ji — •n^=y— ji —  =  y  — ^ 


^MT^y+«M— * 


ond  hieraus 


Ans  dem  enteegengveetzten  Zeichen  in  II.  geht  hervor,  dass  wie 
bei  der  zur  EHipse  gehörigen  Curye  der  Mittelpnpkte  lU  einem  po- 
sitiven Werthe  von  p^  etwa  AJf,  ein  negativer  Werth  von  ß^ 
NP  gehört  ui^d  umgekehrt.    Demnach  wird 

die  Curve  HJ  dem  Zweige  CE  der  Hyperbel 

.      BK   -         .       CD    >         •  ' 

entsprechen,  nnd  ganz  ähnlich  für  den  zweiten  Theil  FAO  der 
Bjperhel. 

Han  könnte  nun  jf  aus  II.  eliminiren  mittelft  der  Gleichnng 

III.    y»=^(^»-a«) 

nnd  ans  der  resnltirenden" Gleichnng  und  I.  jp  fortschaffen,  um  so, 
eine  Gleichung  zwischen  a  und  ß  zu  erhalten,  welches  die  der 
Evolute  sein  wurde;  allein  wir  wollen  lieber,  wie  wir  es  hei  der 
Ellipse  getban  haben,  die  drei  Gleichungen  selbst  benutzen. 

25)  Setzt  10101  zunächst  /9=0,  so  wird  aus  II.  y==0,  aus  III. 
^£=±0,  aus  I.  a=:±0^*. 

Diese  beiden  spectelien  Werthe  von  u  geben  uns  die  beiden 
Punkte  H  nnd  H'  der  Evolute,  welche  respective  den  Scheitel- 
punkten C  nnd^.w^  entsprecheo. 

Die  nun  weiter  folgenden  Eetrachtungen  werden,  wegen  der 

Sana  gleichen  Form  der  beiden  ersten  Gleichungen  mit  den  für  die 
liipse  ihnen  entsprechenden,  auch  den  dort  angestellten  sehr  nahe 
kommen^  wesshalb  wir  nns  hier  etwas  kürzer  £ssen  und  die  dorti- 
gen Resultate  ohne  Weiteres  anwenden  i^önnen. 
Wir  haben  demnach 

^ £l    £!    Ä      ?äl *!  iL 


da  h^   X  ify 
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da  Sä^     ,     rf»a  6£^ 

*dx         a^^  \dx*  a« 


dp 3tf»         d*ß 3«»  U^x  dy 


dx 


und  89 


^  aH*            m*y  ^   270*X' 
a*      j^^jT»— g»y»> g^ 

Es  gelten  daher  auch  hier  dieselben  Regeln  wie  18)  über  die  con- 
▼exe  und  concave  Form  der  Evolute. 

26)  Zur  Rectification  der  ^Cur?e  haben  wir  die  Gleichung 
=  ^yi»rfa:  ^-g;^ 


oder 


=  5^  (#»«•- Ä»)*^^ 


'  S7y  Zur  Qosdrirnng  der  Evolute  haben  wir 

nnd  hierfür  findet  man  nach  denselben  drei  ersten  Integralformeln 
wie  in  20)  und  der  Tierten 
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28)  Zw  Beitinamng  der  gewölbten  Oberfläche  haben  wir 
=  -  «»^  -5«-  •  TS-  •  5?/ (^*  -  «')♦  »/*>'  -  a»  .  *«te 

ffSDS  denselbeD  Aoadrock  wie  bei  der  zur  Ellipse  ffsebörigen  Eyo« 
late,  Dur  mit  eDtgejg^eDgesetzteii  Zeichen;  also  i;iacl  der  dortigeo 
Auseioandersetznog  in  21}  >,   . 

= V  «•  —  (2a»  -h  ^»)«  +  *•»*  =  KS 
gesetzt:  •,.-.,...}.*_ 

endlich  .     \,   ;       •    •  . 

h€^  •  8«»  ^* ST""" — ~» "*"  ^* 

29)  Zur  Gnbatnr  erhalten  wir  H^  Formel 


^—^S^^  ^^—^^  ^Jy^^^^ 
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$»«• 


K=^^  Ua?*-|a«*»+ia*ÄV-^i#-^M  +  «'. 


IL 

Einige   Bemerkongen    aber    die   besondern   Punkte  der 

Cnrven. 

Ist  y=9(4r)-die  Gieicbnng  einer  Canre,  so  nehmen  die  posi* 

äv 
tiTen  Ordinalen  so  lenge  an  Grösse  zu,  als  ^  positiv,  nehmen 

'   4u 
hingegen  so  lange  ab,  als  ^  negativ  ist.    Wenn  also  in  einem 

Ponkte  der  Cnrve  ^  vom  Positiven  nnm  Negativen  fibergeht,  so 

isf  das  demselben  Punkte  entsprechende  y  ein  Haximnm«  im  eot« 
gegengeseiaten  Falle  ein  Minimum« 
Ist  X.  B. 

so  wird  ^  .dem  Zeichen  nach  dem  von  ^r  entsprechen,  je  naehdem 

«I  beschaffen  ist. 

1)  Es  sei  m  grade»  also  m  —  1  ungrade,  so  wird 

(or  —  «y"^i  negativ  wenn  jff'<.m 
positiv       '      x'^m 
es  findet  ein  Minimum  statt       -      xssio* 
Aenn  für  ap=aa-^h  wird  ysaS-^eAf* 
jand    .    oPs^a-^A     -     ^z=sd  +  eAf» 
also  beide  grösser  als  fKr  ^ca«,  wo  y=^. 

Eine  Grösse  geht  vom  Negativen  sum  Positiven  über  entweder 
durch  0  oder  durch  05.  Im  vorliegenden  Falle  findet  das  Entere 
statt,  es  ist  also  im  gesuchten  Punkte 

dv 
d.  h.  weil  g  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  beaeich« 

net,  den  die  Beriihrungslinie  im  betreffenden  Punkte  der  Cnnra  mit 
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der  AbtoMenaxe  bildet,  iit  dieie  Berihniapiiiirie  der  AhwiHeaue 
perdiel,  wie  MR  in  Taf.  IL  Fig.  8.,  weoa 

PM=z6. 

Uta  kaaa  dien  Meh  ao  ÜHMea.    Aaa 

folgt  «kireh  iDtognilioD 

.    y  SS  CoDftaai,  . 

d.,  h.  im  Punkte -Jf  ist  du  Element  der  Curre  eine  grade  Lioie^ 
welche  parallel  mit  der  AbsciBsenaxe  fortgelit;  ein  Reanitat,  welchei    "^ 
der  Sactie  nach  mit  dem  voriffen  iibereinstimmU 
Wäre  die  gegebene  GleicDnog  der  Curve 

80  wird 


Ä=-*^*-«)^^ 


dx 

'  d»  ' 

und  hier  geht  ^  von  ^meM*-'^  für  dr  =  a  — A 

doreh  0    •   a^^ssm 
in  —  nicA*-i    -   dr=s«F  +  A 

aber,  daher  findet  in  dieaem  Falle  ein  Haximvm  in  Jf  (Tat  IL 
Fig.  9.)  statt. 

2)  Ist  in  der  emten  Gleichnng 

m  nngrade,  also  4ii— >1  grad«>  so  wird,  filr  »^stm^^h. 


^^  +  mek^U 


und  anch,  fnr  4rss:iy+^» 

■ad  in  der  Mitte  Hegt,  ftr  « =:«^ 

Bin  Mazimnm  oder  Minimnm  kann  daher  in  diesem  Falle  nicht 
stattfinden.   Betrachtet  man  aber  dos  »weite  Differential 


g  =  s».(oi^l)  c(^-«)— •, 
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r'  .  :  't  ... 

für  a?  =  a  —  ä,  Äi^^'^**(*  —  l)cÄ*"-*; 


-    ^  =  «  +  A,  ^  =  tI- «•(«•— 1)<?A«»-^. 

Die  Curre  ist  also  Dach  den  fr&bern  ^UDterauebaDj^n  (1)  für 
OTz^a  —  A  coDcav  und  für  jc^a-^A  cdUfeK  |ipeg«n  jli« 
Abscisaenaze.  Der  Punkt  Jti  (Taf;  II.  Fig.  10.),  in  welchem  sie  fiir 
4r==a  von  dem  Einen  zum  Andern- abergebt,  wird  ein  Wende- 
^punkt  gfenannt. 

'  Für  e  negativ,  wie  in  der  zweiten  Torailsgesetzt^o  Gleichnn^, 
wfirde  die  Cni've  amgekefart  Tön  der  conVbxen  Fprm  g^gen  "die 
Abscissenaxe  in  die  concave  fibergehen.  '      ' '.       * 

Im  Wendepunkte  ist  also  •  j»   •     ^ 

\    ^  =  0 

und  aus  dieser  Gleichung,  f^halten  wir  durch  zweimalige  Inte- 
gration 

die  Gleichung  einer  gradeii.  JUnin,  .'4»,  b«  im  Wendepunkte  ist  das 
Element  der  Carv|^  gradlinij^  und  ,die;|e  grade  Linie  gibt,  da 

zugleich  die  Richtung  der  Tangente  JV/t  in  üf  bn.-    " 
Oben  haben  wir  den  Krömmungsbalbmesser  einer  Carve 

du* 

gefunden,    im  vorliegenden  Falle  wbd  fdr  den  Fttikt  Jf 

dx 


.   r/     :• 


d.  b«  der  KrümmungshaJbin^er,  unendlich  gras«,   die  Krümmung 
also  uneDdlieb  klein  oder  vielmehr  d^s  Element  -In  M  gradlinig. 
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3)  Es  mI  m  eiD  Bruch,  desien  ZShIer  grade  obd  Bfenoer  un- 
grade, etwa  OT  =  };  uo  wird  «ps 

*1  — »       ^ 

abo  filr  .'*  ' 

Da  bier  ^  durch  oo  vom  Negativen   ^nm  Positiven   übergehlf/'/^o 
findet  im  Pvnkft  ^.ein  Mi  n  i  am m  statt)  dennsowvU 

■  Sir  artssm^  A  i$t  ^zssi^^tM^      .: 

als  auch  -    ar  =  a  +  ^   -    y=^H-<?^^* 

Ferner  ist  in  JU  (Taf.  IL  Ptg.  11.)  die  Tangente,  wegen 

.  .     '     •   •  .     •&■=««. 

.  ..  ,    .  .  »  ..    *' 

senkrecht  auf  der  Abscissenaxe.    Da 

d*y  e 

und  so 


für  or  =  a— ^,  ^z=  — f  |j-, 


Mi     li!     \uy    . 


-r:   .     vü 


SO  ist  die  Curv«  diess-  und  jenseits  M  ^egen  die  Abscissenaxe 
concav  und  der  Pi^nkt  Jl#  kein  t¥ende|ninkt    \nM  ist  für  jt=sa 

Dieser  Punkt,  in  welcbeot  die^  Curve  hei  der  ¥.ereinignng  der  bei- 
den Zweige  IßJlf  und  EM  (Taf.  II.  Fig.  12.)  plötzlich  innehält, 
wird  Kekrpunkt  genannt.  ,       , 

Für  c  negativ  wird  Jtf  ebenfalls  ein  Kehrpunkt,  PM  aber  ein 

Jll8ximiMn».iii4em  ^fn,^  dyrfJiQo  v<Ma  Poüti^fin,  fiif^Meg^t^y^a 
übergeht     *-    '  ■■    *  i   •     ^    »••    •      .  -     •:  n-  ,  m'  -i  ..-i  •>•.;)  n   ^ 


Digitized  by 


Google 


.     15« 

D«r  Kr8aaiugsl»lbaeiMr 


0  +  ^.)« 


wird  in  Paakt  if=0,  die  KrüniBUDg  «Uo  nDendlich  groM,  was 
auch  der  VAX  leiD  most,  da  di^  Curve,  ohne  in  Beiog  auf  eoaeare 
oder  coDfexe  Form  ihre  Laffe  geffen  die  AbiciMeoaxe  lu  ändern, 
doch  die  Richtung  ibrea  Lanfei  aetbat  piStalich  ändert. 
Wenn  demnaeh 


^  =  0  oder  =oo, 


•o  findet  ein  Maximum   oder  Minimum  von   f  atatt,  je  nachdem 

g  vom  Positiven  zum  Negativen  oder  umgekehrt  äbergeht.    Findet 

kein  Zeichenwechsel  statt,  so  ergibt  sich  weder  ein  Maximum  noch 
ein  Minimum,  «ondern  ein  Wendepunkt. 

4)  Die  Taa^nte  am  Wendepnokte  oder  am  Kehrponkte  kann 
gegen  die  Abscisaenaxe  eine  gani  wilikübrliche  Lage  haben,  da 
man  ja  die  Lage  der  letstern  Linie  beliebig  ändern  kann.  Der 
eratere  Punkt  findet  sich  stets,  wenn  man 

^  =  0  oder  =00 

setit  und  jzi  ^^f  i>Bd  hinter  dem  gefundenen  Punkte  verschiedene 

Zeichen  haben,  letzterer  hingegen,  wenn  die  Zeichen  unverändert 
bleiben. 

Während 

y=d  +  c(«  —  0)1  filr  «:^0,  y=sNinimum 

yzszb — c(ir  — «)t    -    07  =  0,  |f=  Maximum 

und  in  beiden  Fällen  einen  Kehrpunkt  ill  ergehen,  erhalten  wir  aas 
für  ^  =  0  einen  Wendepunkt,  weil 


=  00  for  wss^a     - 
und  weil 

Dia  Ordinate  bleibt  in  beiden  Fällen  reell  und  die  Corve  erstreckt 
aiek  daher  nach  beiden  Seite»  hin  von  jenem  Punkte  ana. 
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B&tten  wir  «lagegpeD  die  Gleichnng 

•o  wird  y  ifflajrinär  für  jpss«  — A,  «Iso  endet  die  Genre  mk 
dem  kleiosteD  Wertbe  ^  =  a,  in  welchem  Falle  y=:^;  kingegen 
(är  jeden  Wcrth  ^  :=  0  -|-  4  wird 

yz=zb±cAl 

■o  das«  jedem  Wecthe  0  +  4  veo  ^  iwei  Ordinaten  entsprechen» 
welche  unter  sich  um  teUk  verschieden  sind,  wie  in  Taf.  IL  Fig.  13. 
in  welcher  M  den  Vereinigungspnnkc  heider  Zweige  ME  und  MD 
hildet 

Um  die  hisher  gefundenen  Rehitionen  an  einer  hesdmmteo 
Curve  darzustellen 9  .denken  wir  uns  den  Kreis  DFE  (Taf.  IL 
Fig.  14.),  welcher  auf  der  Linie  DO  fortrollt.  Bin  inneraalh  der 
Peripherie  ffeleffener  Punkt  Jü  wM  alsdann  eine'  gestreckte 
Cycloide  hieschreiben. 

Setit  man 

RC=a 
EC=r 

und  ist  der  ersengende  Kreis  nach  ßO  gekommen»  ao  dnsa»  wenn 

<lDCFz=zff 
GDz=zrv\ 

so  wird  der  erzeugende  Punkt  sich  jetzt  in  K  befinden,    indem 
<^JLHz:^v.    Die  KM,  senkrecht  auf  ED  geftllt,  sei  die  Ordi- 
.nate  y  und  RM^z^op  die  Ahscisse  des  Punktes  K\  alsdann  ist 


hieraus 


OD^sza 

—  0 

<;os 

v^ 

y^=rt 

H-a 

I  sin 

v\ 

dx 

a  sin  tf, 

d»x 
dv*' 

^=0 

CO 

:;::  =  r  +  0  cos  r,  2;^  =  —  0  mn  v 


und  da 


dv 


-  dy  dx     ^^J^     ^^ 

^,^dv^    rf^y  dv  '  dv*      &  '  dt* 

dx  ""  dx^   dx*  ""  dx  ' 


flo  wird,  nach  gehöriger' Substitution : 

*•    tfy        r-|»0  cos  r    d*y  _ 
dx  '^     a  %in  V    *  dx*  " 

Für  rsO,  d.  h.  für  den  Punkt  A  der  Cnrre,  wird  also 


dy        r-|»0  cos  r    J^  _      0H-r  cos  y 
dx  '^      a  %in  V     *  dJar»  "^         «»  sin  #• 
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g  =  oo  und  0  =  00. 

Die  erstere  Bedioffang  •ogtj  daM  in  R  die  Tangente  der  Cnrre 
jAIT  ceolU'ecit  auf  der  Abscissenixe  ist. 
Da  ferner  für 


r-f-ffcosa 


d^  0  sin  a     ^ 

to  ist  iü  diesem  Punkt  y  ein  Minimum,  nämlicli  =0.^ 
So  lange 

«  -f-  r  CO!  V  >  0, 
bleibt  ^  negatiy,  also  AST.gegen  RD  can«af.    Pik 

«  +  r  cos  ff^O  also  cos  f>=  — — 
wird 

.  rfar»  '•*  ... 

und  es  tritt  der  Wendepunkt  der  Gurre  ein,  indem  fdr 
or-l-r  cos  f><0 

^^  poBit,iVf  a|po  die  Curfe  gegen  RD  convex  wird.    Fflr  den 
Wendepunkt  liat^an  '  '*' 

^=«-1-—  ^— 

•    ^    r  .  r 

Pttr   tr=ilSO<»  wird   ^  =  oo,  mithin  die  Taugente  wieder  senk, 
recht  auf  RD.    Perner  wird  in  diesem  Punkte    « 

dx '  g  «in  t;       ^     ^ 

dy  "^  r-^a  cos  v """ 
und 

Ä.  lOAk  ^        .       «  sin  «     , 

^  ay  r—  a  «osa' 

'  1^  r  —  0  cos  o ' 

mithin  ^^2is  ein  Max;imum« 

Drficken  wir,  nach  Elimination  yon  tf,  y  difrch  x  aus»  so  wird 

y  =  r.arc  cos  — ^^  +  «V^a:(2«  — o?)  ^        ^ 
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ond  es  wfirde  also  Ar  a^'^fta^  f  iasginär  werden.  In  dem 
Punkte,  der  durch 

f/  =  180» 

bectimmt  wird,  findet  ein  ZnsammentrefEBB  sweier  Zweige  der 
Curve  statt,  und  in  ihm  wird 

'     '  '■  y-ss.n,  ...... 

Da  endlich  für  denselben 

I 

und 

fi,rff  =  180^-a,  ^,^  +  -_-_.  positiv; 

10AA  .       ^y       ■  ^  cos «— «  .. 

-    f^  =  180*H-a,  ;jjX=:+3-_-_|,egatif; 

so  ist  der  ffefundene  Punkt  gleichzeitig  ein  Wendepunkt,  in  wel- 
chem die  turve  vom  Gonveien-  sum^  Conchvenl  in  Besng  mH  die 
Abscissenaxe  übergeht. 

Von  diesem  Punkte  aus  ^eht  ein  neuer  Zweig  der  Curve  an, 
in  welchem  von  tf:=180^  bis  «res  860®  dieselben  Verhältnisse, 
welche  wir  für  die  beiden  ersten  Quadranten  von  v  gefunden  ha- 
ben, in  entgegengesetster  Reihefolge  wiederkehren. 


I 


•     XVII.  r       .         r  - 

,■•  .    .  ;-!.  •       .  >■   j  ■■•■■\\ 


Herrn  Doctor  Anton  Tfillai^ 

la  Wvia, 


Et  Mi 


1(1-1) 


Digitized  by  LaOOQ  IC 


u». 

'• TTTTi 


_  «WC«»  — 1)..  t«»»-(*-l)t 
••*  —  1 .  2777* 

td  hftt  mftB,  wenigiteof  fBr  jedes  ganie  poiitive  m: 

MIy  SS  1MI|     ^~"  otRI^Mt^  *T*  ^^WjÄlg  ^■"  otM^ 


verlMigt  de«  Beweii  dieiee  Salsea» 


xvra. 

Sammliibg  physikalischer  Aufgaben  nebst' ihrer 
Auflösung.  Zum  Gebrauch  in  Schulen  und  beim 
Selbstunterridit  Ton  Dr.  Friedrich  Kries, 
Herzogl.  Sachsen -Coburg- Gothaischen  Hofrath 
und  Professor,  mehrerer  gelehrten  Gesellschaf- 
ten Mitgliede.  Mit  zwei  Kupfertafeln.  Jena, 
Friedlich  Frommann.  1843,    8.    15  Sgr. 

Qerm  Professor  L.  Kunze     . 

lu  Weimar. 


Die  Physik  bietet  fär  die  Bildmig  von  DeboDgunfgabeB ,  die 
■it  Hülfe  der  eleaentaren  MatheMstik  «ufgelöeet  werden  kSnnen, 
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cineii  so  veiebaB  Stoff  4or^  don  aoo  lieb  Mllig  woodero  moM, 
910  fiir  solche  Zwecke  bis  jetzt  so  woDiff  benutzt  so  sehen.  6hne 
hier  die  Ursachen  dieser  Erscbeinuiiff  näher  tu  erörtern,  wird  wohl 
Niemond  die  Nützlichkeit  einer  Sammlunp^  bbjsikaliscber 
Aufgaben  in  Abrede  stelton,  wenn  nur  die  Answahl  und  die 
Behandlung  derselben  den  Bedürfniss  der  Lernenden  gehörig  an- 
ffepasst  ist.  Und  wir  können  das  Letztere  von  der  vorliegenden 
Sammlung  mit  gutem  Grunde  behaupten.  —  Sie  wird  gewiss  allen 
Lehrern  der  Mathematik  und  Phjsik  an  Schulen  eine  willkommene 
Erscheinung  sein,  insonderheit  aber  von  Denen  freundlich  begrüsst 
werden,  die  nach  den  weit  verbreiteten  Lehrbüchern  des  ehrwürdi- 
gen Herrn  Verfassers  ihren  Unterricht  ertheilen. 

Die  .ganze  Sammlung  enthält  318  Aufgaben^  nebst  den  voll- 
stand igeir  Auflösungen.  Jene  nehmen  43  Seiten  ^  diese  115  Seiten^ 
ein;  welche  zwei  Zahlen  sich  beinahe  wie  3  zu  8  verhalten.  Die 
Aufgaben  sind  mit  fortlaufenden  Nummern  versehen  ^  sonst  aber 
nach  zwölf  verschiedenen  Uebersehriften  geordnet,  die  wir  zur 
näheren  Bezeichnung  des  Inhaltes  hier  namhaft  machen  wollen. 

L    Bestimmunir  des  specifischen  Gewichts  der  Körper  (15  Auf- 


gaben). 


Bewegung-  der  Körper  (13  Aufgaben). 

III.  Fall  der  Körper  (Schwerpunjit;  schiefe  Ebene;  Pendel; 
43  Aufgaben). 

IV.  Stoss  der  Körper  (49  Aufgaben). 

V.  Gleichgewicht  fester  Körper  (23  Aufgaben). 

VI.  Gleichgewicht  flüssiger  Körper  (23  Aufganen). 

VII.  Verdichtung  und  Verdünnung  elastischer  Flüssigkeiten  (ft 
Aufgaben). 

VIIL    Gleichgewicht  fester  und  flüssiger  Körper  (16  Aufgaben). 

IX.  Archimedische  Aufgabe  (mit  einigen  anderen^  zusam- 
men 7). 

X«    Das  Liebt  betreffend  (76  Aufgaben). 

XL    Die  Wärme  betrenfend  (7  Aufgaben). 

XU.  Gegeiustände  der  angewandten  Naturlehre  betreffend 
(math.  Geographie;  sphäriscbe  Astronomie;  Höhenmessen  mit  dem 
Barometer;  Z^  Aufgaben). 

Wenn  wir  uns  nun  erlauben,  dieser  Inhaltsanzeige  einip^e  Be-* 
merkungen  über  die  Aufgaben  selbei:  beizufügen,  so  geschiebt  es 
lediglieh  in  dem  Interesse  für  die  gute  Sache  und  in  der  Hpffnung, 
dass  diese  Bemerkungen  in  dem  Archiv  keine  unpassende  Steile 
finden  werden. 

1)  Die  meiilten  von  den  Aufgaben  1.  sollten  mit  den  verwand- 
ten VIII.  zusammenstehen;  denn  der  Schiller  kann  sie  nicht  lösen^ 
wenn  er  den  hydrostatischen  Satz  vom  Auftrieb  nicht  kennt. 

2)  Bei  den  Auflösungen  der  Angaben  13,  14. und  15  scheint 
es  uns  unnöthig,  das  absiilute  Gewicht  p  des  Körpers  in  Betracht 
zu  ziehen  9  da  bei  einerlei  Volumen  die  absoluten  Gewichte  sich 
verhalten  wie  die  specifischen;  p  fällt  auch  immer  aus  der  Rech* 
nung  heraus.  Wir  würden  die  Aufgabe  14  noch  etwas  allgemeiner 
so  vortragen:  In  einem  Gefäss  befindet  sich  eine  FIftssigkeit  jii 
darüber  steht  eine  leichtere  B;  eine  Kugel  C  (oder  ein  Körper 
von  beliebiger  Gestalt)  sinkt  in  B  unter  und  schwimmt  airf^  ^: 
man  fragt,  mit  welchem  Theil  =ar  die  Kugel  C  in  A  eintanchL 
Sind  nun  von  A^  B^  O  die  specifischen  Gewichte  a,  by  e,  so  heisst 

TbeU  IT.  11 
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dai:  wenn  eine  Wäuer-Kug«!  =r  1  wi«gt,  no' mef^k  eine  gleidi 
grroue 

«^- Kugel  ==^'    •    •        .     ''• 

iHiii  üds  Segmebt  of  der  ^«  Kugel  =zajt 

.......  1  — or  der  i?- Kugel  =;ä(1— \^J,  ; 

Denmach  ist  für  den  Zustand  des  Gleich gewiciits  aa;-|-^l — ^)==^i 
folglich 

Der  Herr  Verfaaser  bat  ^  für  das  hiesige  a  nad  1  fiär  da«  bieaige 

4  8        '94 
d  gesetzt.     In  der  13.  Aufgabe  ist  nun  unmittelbar  ^=jaa  ^^m 

=  0,53968  .  .  .;    und    in    der    15.    Aufgabe,    nach    der    Formel 
c=;r(a— ^)+^>  dasgetucbte  <;s: 0,6. 0,9987+ 0^0013 s:tO,Qd052. 

3)  Bei  dem  ballistischen  Problem,  Nr.  37.,  sagt  der  Berf  Verf. 
in  der  Auflösung:  „Da  ein  schief  in  die  Höhe,  geworfener  Kdfper, 
ohne  den  Widerstand  der  Luft,  eine  Parabel  beschreibt,  so' muss 
hier  die  Theorie  dieser  Linie  berücksichtiget  werden.*'  Der  Herr 
Verf.  geht  nun  von  der  Gleichung  der  Parabel  aus  und  beruft  sich 
dabei  auf  sein  bekanntes  Lehrbuch  der  t'einen  Mathematik  (6.  Aufl.), 
Er  hat  jedoch  weder  in  diesem,  noch  in  seinem  Lehrbuch  der  Phy- 
sik (5.  Aufl.)  nachgewiesen,  dass  die  finfan  eines  schief  aufwärts 
geworfenen  Körpers  eine  Parabel  sein  müsse.  Es  wäre  'dabei 
wohl  zweckmässig  gewesen,  das  Fehlende  hier  nachzuholen.'  Für 
die  Lösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  scheint. uns  ftef^^innt. 
Schaft  mit  der  Parabel  unn^iftelbar  gar  nicht  no^h wendig,,  indem 
man  sich  an  die  ursprüngliche  Betrachtung  des  Gegenstandes  hält« 
Referent  glaubt  nichts  Unnützes  zu  thun,  wenn  er  in  Kürze  mit 
theilt,  wie  er  seinen  Schülern  die  Sache  vorzutragen  pflegt«  Itf 
Flg.  2.  des  Buches  sei  AD-rzik  die  Wurfsgesohwindigkeit  in 
1  Secunde.  Man  setze  APzzzp  und  DPz=zq\  Dmz=Lg  sei  der 
Fallraum  in  der  ersten  Secunde.  Wenn  nun  die  Punkte  /!',  /*', 
m*  für  eine  Zeit  von  t  Secunden  eben  das  bedeuten,  was  D\  P^  m 
für  1  Secunde  sind,  so  hat  man 

AJffr=i:k.t\AP  =  p.t',iyP'=:q.t',JD^9^^g:ti^ 

und  es  gilt  demnach  fär  die  Höbe  m^PssA  dea  geworfeMd  Kör- 
pers, nach  Ablauf  von  $  Secunden,  die  Gleichung 

.1     ,  *  •  •«    I  *. 

Fir  den  Emi^Htki.ß  dkr  Babo  ist  A  =: 0,. f^lgiicii  g.*=:^g  und 
*=y.    Die  Abscisse  AP*  Wächst  nun  an  zur  Weite  des  Wurfii 

AJBiy  wenn  die  Zeit  iTs-f  ist;  folglich  ist 
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A»  p  mtA  1^  K«thftl«iD  eiBe»  rechlwinLeliffen  Dreiecks  siBd»  deste* 
Hypotenuse  ^  constant  ist,  so  wird  dhs  rrodukt  ^  .  ^  ein  Gröaa- 
tes,  wenn  ^  =  ^  ist     DemDach    findet    die   grösste  Wefte    bei 

einem    Elevationswinkel  i>^P  yon  45^  ■  statt ,   mrd  sie  i8t'=^, 

weil  in  diesem  Falle  p ^  q=z ^kk  ist.  Für  zwei  Elevalionen ,  die 
einander  ^u  90*  ergäjQ^en,  alik>  fiir  ^^^  -\- fo.njxA  45.**  —  ^,  wcnlen 
hioss  die  Kathetcfn  p  und  ^  mit  einander  vertausclit;  zu  dieseii 
Elevationen  gehören  also  gleiche  Wurfweiten'."  Zar  BieVadoÄ 
15®  oder  75®  gehört  die  halbe  gröbste  Wurfweite;  dies  folgt 
leicht  lius  einer  einfachen  gpometriachen  Construction.    Die  Höbe 

h^=i{q'*-'g ,t)t  wird  ein  Grösstes,    wenn  —  =  (~  —  t)t  eines- 
ist.     Das  FVtfdtfcf  zweier  veränderlicher 'Zahlen  —  —  t  ünifV/dib 
eisbe  besläBdig%8iimme  as-^  geben,  bekümmt  aber  seiden. grössten 

Werth,  W:^AB  die. Paeioren  einander  gleich  sind»  -^^^tristt^  wor- 

>■«•••■  '■    ■        •      >     .'  ^*  .    •    .  • 

ans  folgt  ^  =  ~.     Die  grösste  Höhe  gehört  also  zur  halben  Zeit 

des  Wurfs.  Nach  dieser  halben  Zeit  ist  der  Körper  senkrecht  über 
der  JHitte  von  ABj    Damm  gehört  die  grösste  Höhe  SC  auch 

kür    halben    Wurfweite    und    sie    wird:  erfialten,    wenn    man    in 

fl  -"  •  •     •  .  ... 

A:t;r.if  «^— g^v«^  fiir{  ^  aä  den  Plati . seUt  .^.    Ako  isl. 

M  dei*  eierMfon  4Ö»»  Ist  ^^t=±^kk,  folglich-  fet  iSrC^=-^-=:| .  g, 

d.  h.  die  grösste  Höbe ^bqträgt  in  diesem  Falle  immer,  ein  Viertel 
von  .der^grös^ten  Weite.-  Für  andere  Elevalionea,  als  die  in  der 
Anfeäbe  vorkommen,  /muss  man  natürlieh  die  trigenometrischen 
Tafeln  zij  tiliffe.  n^j^inen;.  sMin  hat  nämlich,  den  Eievations.winkel 

=•#  If^setzt, ,    .      .\    >/.*,.,,    ".  .   -.     '    .    VN  .. 

''  */i  =  *.  cös«;   ^  =  ^.sin«^., 

0n  gfeiched  Gelten  vor  uiid  nach  der  halben  Zeit  des  WiA-fs  er-' 
langt  'der    Rbrper    gleiche    Höhe;    dies    folgt,    wenn    man    in 

A±=zq,  t  —  g.tt  für  t  ««erst  ^7- ^  tt«d  dann  ^-h*'  Betxt.    Da 

aber  zu  solchen  Zeiten  auch  gleiche  Entfernungen  CP  disseits  und 
jenseits  i|pn.  C.gehöven,  so  ist  klar,  dass  die  gan^^e,  WurfsJinie 
^^^.  dur^h'  iS^C' in.,zw<ii.  congruente  Theile  AA^  iS^i^  .ge (keilt 
wird.  Man  kann  nun  auch  leicht  zeigen ,  dass  die  Wurfslinie  eine 
Parabel  sei.  Denkt. man  aiok_ nämlich- die  Bewegung  in  jedem 
Punkte  der  Bahn  aus  einer  verticalen  und  horizontalen  zusammen- 
glHtetzt,  iUtist  kJan  dass^inr  S  die  YevtKAfe  bisanfNnH^ab^Hidmi» 
mea  hM  «ndiAV  nadb  die  }4ariaaiiitalefMhinde«jSsl»i»jta  •Vdigcr 

11* 
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welcher  der  Körper  eioe  balbe  Parabel  8B  betcbreibt,  wie  ia 
allen  ElemeDtarbüclierD  der  Physik  j^ewiegen  wird.'  Will  laaB  aber 
lieber  rechnen,  so  sehe  man  in  Pig.  1.  unseres  Buches  SNsszof 
als  Abscisse  and  MNsssy  als  Ordinate  ao,  und  «an  erMUt  4am 
aus  den  Vorigen  leicht  die  Werthe 

woraus,  wenn  man  y  quadrirt  und  ^  als  gemeinschaftlichen  Fac- 
tor absondert,  folgt 

Dies  ist  die  Gleichnng  einer  Parabel,  die  ^  sum  Parameter  hat. 

4)  Die  Aufgabe  63  hat  der  Herr  Verf.  nur  mit  Hfilfe  der  Dif- 
ferential rech  nnng  behandelt;  eine  elementare  Anldsaog  scbeiat  ihm 
nicht  beigefallen  zu  «ein.  Wir  wollen  hier  eine  solche  mittheilen. 
Es  handcSt  sieh  darum,  in  einem  rechtwinkeligen  Dreieck,  d^Msett 
eine  Kathete  a  gegeben    ist,    die  Hypotenuse  jc  und-  die  andere 

Kathete  y  so  zu  bestimmen,  dass  —  ein  Kleinstes  werde.  Er- 
richtet man  nun  in  dem  Endpunkte  von  ^,  der  ^  gegenüberliegt^ 
auf  a?  eine  Senkrechte,  die  der  verlängerten  y  begegnet,  so  ent- 
steht ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  worin  a  senkrecht  auf  der  Hy- 
potenuse, or  eine  Kathete  nnd  y  der  eine  der  beiden  Abschnitte 
ist,  in  welche  die  Hypotenuse  durch  a  getheilt  wird«     Demnach  ist 

die  Hypotenuse    selber  =  — •      Aber    in   einem    rechtwinkeligen 

Dreieck,  dessen  Höhe  a  gegeben  ist,  fällt  die  Hypotenuse  offenbar 
dann  am  kleinsten  aus,  wenn  sie  von  a  halhirt  wird,  d.  h-  wan 
^=sa  und  ap=za{/2  ist.    Eine  andere  elementare  Auflösung  bie- 
^  tet  die  Trigonometrie  dar  (vergl.  Seite  90,  unten). 

5J  Für  die  An^be  129:  auf  einer  Waage  mit  ungleichen  Ar- 
men aas  richtige  Gewicht  eines  Körpers  zu  flnden,  kann  die  Be- 
.trachtnng  wohl  etwas  einfacher  werden.  Die  ungleichen  Arme  . 
seien  0,  a^;  das  wahre  Gewicht  des  Körpers  af\  die  ungleichen  Ge- 
gengewichte py  p'.  Dann  ist  aa:=za^p*\  a^j:  =  api  folglieh 
gni^j:am=  an^pff'  und. a:aT=:zpp\ 

6)  Auch  die  Auflösung  der  Aufgabe  141  läsat  sich  kflra^r  ga^ 
ben.    Man  findet  sofort  die  Gleichung  (Fig.  15.  des  Buches) 

P-szzp.BH.-^ 

oder,  wenn  man  das,  womit  p  multiplicirt  ist,  %  nennt,  ^=/^«a; 
und  hier  soll  P,  mithin  a,  ein  Grösstes  werden.    Es'  ist  aber 

CHi  CB^BM.  % 

faiffliek  mass  %  eine  Senkreehfee  von  B  aaf  CBfu^n.  Diese  Senk- 
raelite  ftllt  abar  offenbar  daaa  am  gräastan  aaa,  waaa  CM  am  C 
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■o  Mdlff«ht  wird«  dMi  MC  9xd  CM  MtfAmAt  te  (Fipc*  10.  des 
Boelief).  Will  »nn  sur  DiAhreotitlrecbnanff  seipe  Ziiilucht  neb- 
men,  io  gewisat  die  AuBöMHig  dorcli  EiofunruDg  des  Wiekela  bei 
H  eh  Bl^etnt.    NeBoea  wir  dieiett  «,  so  fiiiden  wir  leicbt 

P=  p{e  .  sin  if  +^  «  cos  jur). 

und  hier  wird  der  eingeklammerte  Ausdruck  ein  Grösstes^  wenn 
cot  »Sä--.     Du  nun  stettf  ancb.  cot  i»=±:«^  ist,  so  erbauen  wir 

C  0 

ar^=-j-,  wie  im  Bncbe. 

7)  Bei  der  Aufgabe  143  findet  unter  derselben  Bedingung  ein 
Maximum  statt,  wie  bei  der  Aufgabe  63  ein  Minimum,  wesbalb 
die  elementare  Lösung,  die  wir  oben  für  63  mitgelbeUt  haben,  auch 
hier  in  Anwendung  kommen  kann. 

8)  Unrer  den  76  Aufgaben,  die  das  Licht  betreffen,  kommen 
mehrere  vor,  die  sidh'  recht  zweckmässig  beim  €nterricbt  in  der 
Stereometrie  benutzen  lassen,  s.  B.  Nr.  ^O.^fiir  den  Wechsel« 
schnitt  heim  KegeL  Wir  haben  überhaupt  die  Bemerkung  ge"- 
macbt,  dass  die  Schüler  in  den  physikalischen  Lekrstnnden  we- 
niger Neignnff  zeigen,  eiuep  Gegenstand  aas  der  Physik  ansrühr- 
licn  mit  Hülfe  der  Mathematik  an  verfolgen ;  während  sie  mit 
grossem  Interesse  bei  einer  physikalischen  Aufgabe  verweilen,  die 
srelegenilich  in  den  mathematischen  Lehrstunden  als  Anwen- 
dung eines  vorgetragenen  Satzes  bebandelt  wird.' 

9)  Bei  Gelegenheit  der  Aufgabe  229  mag  die  etwas  schwerere 
hier  genannt  werden :  Auf  einer jreraden  Linie  sind  fünf  beliebige 
Strecken  AB,  BC,  CD^  DB,  BF  gegeben;  man  soll  den  Stand- 
punkt P  finden,  von  welchem  ans  «He  beiden  äussersten  Strecken 
AB,  BF  and  die  mittlere  CD  unter  gleichen  Sehewinkeln  er- 
sebeinen.       * 

10)  Bei  der  Aufgabe  254  köanen  die  Sinusverhaitnisae  füglich 
eatbehrt' werden;  die  Auflösaapr  folgt  kurzer  aus  einem  bekannten 
Satze  v«m  Dreieck  mit  einem  halbirlea  Winkel. 

11)  Die  Aufgaben  272  und  273  über  die  Ortsverändemag  des 
Bildes  bei ,  paralleler  Bewegung  dee  ebenea  Sniegds  hätten  etwas 
kürzer  behaadelt  werdea  köanen.  Die  Andü^anff  beruht  ganz 
einfach  darauf»  dass  zwiscbea  a^b  oad  0-**o  die  Differena 
=  2^  ist. 

12)  Die  letzte  Aufgabe:  „In  welcher  Entfernung  von  dem 
Mittelpunkt  der  Erdkugel  wird  ein  Körper;  der  sich  zwischen  ihr 
nad  dem  Moade  befindet,  von  beiden  Wvltkörpern  gleich  stark  an- 
gezogen?^'  lässt  eine  etwas  elegantere  AuAösang  zu,  wobei  die 
Form  einer  unreinen  quadratischen  Gleichung  vermieden  wird. 
ist  nämlich  die  Entfernung  der  beiden  Weltkörper  =±60  Brdhalb- 
messer; die  Masse  des  Mondes  =Vv  <l^r  Erdmasse  (nach  Han- 
sen); die  gesuchte  Entfernung  vom.  Hittelpunkte  des  Mondes 
=  ^:  so  ist  nach  dem  Newton'schen  Gravitationsgesetz 

T^S^^—wh^    80^»=r(«0-^)%    arV/80=60-ar, 

60        _  60(t/80— 1)       ft  ;j««Ä 
*  =  V7i(Mn=^79 =  0,0336... 
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"  So  viel  voD  Atfin  IniMreii  des^Badiu.  ^Was  das  AMsaer«  ^aaaalb«» 
oHlftnget,  M  sind  Druck  nad  Papier  gut  zu'*ii«iiDeD,  und-sw«! 
smibere  kttpf<^rt;afBlD  (aus  der  Knnstanstalt  tob  H«rra  A.  Mädol 
in  Weimar)  gereiclieo  den  Bncfce  aar  betoadaren  Siefdt.  Dasa 
ausser    dcn^  aogezei^ten   Druckfehlern  noch  einige  wenige  stehen 

f geblieben  sind,  wird  mau  mit  Schonung  beurtheilen ,  da  es  gar  zu 
eicht  möglich  ist,  dass  man  bei  der  Correctur  in  den  Zahlen  un4 
K^ormeln  etwas  Übersieht.  Die  folgenden  'Fehler  sind  von  dem 
Herrir  Verf.  selber,  naish  i^m  vöjligpn  Abdrucke  dei  Bt|cbaa,  |iqiq|^ 
aufgefunden  ^worden:  > 

S.  9  Z.  12  T.  u.  lies  45  statt  25 

1  11  ,     4  V.  u.    -     20     •     30  .! .  - 

-  44  -     5  T.  ü.    -•     der  statt  die  •«  • 

-  53  jst  immer  15,095,8t.  15,1  zu  setzen- 

.  54  Z.  11  L  15,095^930  at.  15,1*- 980  . 

-  60   -    10  V.  u.  i.  JJ9  =  AC=ff  at  ^Ä==jf:  auch  fclil 

len  in  der  6ten  Figur  die  Linien  uiD  und  VJO', 

*•  63  Z.  8  ist  nach  ,»€lekbudg'^  einzuschalten  »,und  <ler*^    . 

-  1^3  in  der  Aufgabe  94.  2)  ist  in  den  Ausdrücken  fdr  sin  x 

unci  sin  tt  im  Zähler  2^*  wegzustreichen  (wie  aus  94. 
L  sogleich  erhellet,  wenu  ff±:iG  gesetzt  wird) 

.  77  Z.  3  l  122»  23'  st.  l65«  31'  /' 

.    .  12  V.  «.  I,  15,88  at..  18,61  und  jS;  S  ].  ]i25<'  28'  tt 
'    •  175»  4'     .  .  ^       .       '.  .     •' 

i  78  -  3  I.  21'- 3"  St.  22'  48". 

Referent  hat  dureh  die  vorstehenden  Bemerkungen  (dia  etwas 
mehr  Raum  fordern,  als  sonst  im  Archiv  bei  dar  Anzeigt  eines 
Buches  üblich  Ist*)' das  Interesse  seiner  verehrten  Herren  Ooliegcn 
für  die  treffliche  Aufg'abensamaihing/  die  uns  hier  geboten  wind^  in 
Anspruch  nehmen  wollen.  '  Dass  er  sieb  selber  lebbafl 'iafit  in- 
teressirt  Und  desi  Buche  eine  fraehtbriagende  Verbreitspg  wünsebt, 
masr  die  Ansführficblpeit  dieser  Bemerkvogen,  wean  auch  nicht 
rechtfertigen,  doch  entsehuldigen.  .'> 


*)  Auch  ausführlichem,  so  werthTolle  Bemerkungen  wie ^ die  voHle- 
gende  ^  enthaltenden  Recensionen  werde  ich  imn>er  sehr  geln  eineU 
Platz  in  dem  Archive  einräumen.  •    -A  v 
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iEÜniges   Ober  üh»  Ealerische».  Integrale   der 
zweiten  Art 

Von  .'■.".; 

Herrn   Doctor  O.  Scblömileh    . 

:  ^  .ZU  Weimar.  .«>. 


Im  Steil  Hefte  des  2teti  Bändet  dieses  Archivs  hat  in  Nf.  XXV. 
der  Berr  fleraasgeber  mehrere  dei"  neuesten  Entwickeliingen'  hi  der 
interessanten  Lehre  von  den  Bulerischen  Integralen  mitgetheiU. 
Aus  den  dort  aufgestellten  Formeln  lassen  sich  noch  einige  wich- 
tige Sätze  sehr  kurz  ableiten,  von  denen  ein  Theil  auf  anderem 
Tveni^er.^nfaehen.  Wege.sphou  gefunden  wojrden  ist 

Wir  nehmen  unseren  Auslauf  von  der  in  jener  Abhandlung 
f.  19.  Nr.  7.  entwickelten  Formel: 


d.lV{a)  _.  />»c^>  1        >  ^ 

dx 


0  X        %ß  ^ 


0  X        J  ^  ar(lH-a:)«' 

Nimo^t  man  im  zweiten  Integralfi  ^     '^;;=:y>  also.  ar=:-— —  l,/8o 

wind  yrttsO  -u»d  yststl,   wenn-^ssoe  und  ^=s(^-  geworden  ist, 
und  man  erh&lt      '      -  . 


d^ 
.  da 


^^f:^,T-r^-  <•>■■ 


eine  Formel,  die  nAinfherl^i  Anwendungen  fähig  ist 

Man  bemerke  zunächst«  dass  das  erste  Integral  auf  der  rech- 
ten Seite,  vpiu.  a  ganz  unabhängig  ist;  schreibt,. mau  daher  diese 
Gleichung  für  a  =  l+a  und  a=:l+i^  hin',  so  fällt  bei  der 
Subtrabtion  barder  'Gleichntigeii  das -t^rstt-  IrattseeBdeale.  Integral 
weg  und  es  bleibt  blos  die  Differenz  der  beiden  anderen  algebrai- 
schen Integrale  stehen,  welche  man  wegen  der  bleichen  Inteffra- 
tionsgränzen  in  ein  einziges  Integral  zusammenzienen  kann.  Maa 
Erhält  sb/^i^  tSleidiuag: 
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welche  man  sonst  anf  einem  Umwege  ableitete  *). 

♦.2. 
Wir  wollen  jetst  folgende  lieiden  Integrale  betrachten: 


•/i-^      *    jp        «/.Ol  —  y 


in  welchen  m  eine  beliebige  Zahl,  €  einen  positiven  ächten  Bmch 
bedeuten  soll. 

Entwickelt  man  im  ersten  e-*  nach  Potenten  Ton  or,  so  wird 
durch  Integration  der  «inaeinen  Glieder: . 

/:i,r^  §  =  «.-♦. i  +  l.if,-t.f^  +  .... 

Ks  fragt  sich  jetzt,  was  ans  dieser  Gleichung  wird,  wenn  man  m 
ins  Unendliche  wachsen  lässt.  Man  erfährt  diess  leicht,  wenn  man 
sich  aus  der  Theorie  des  Integralloganthmus  erinnert,  dass 

ist  Die  Entwickelung  giebt  hier,  trenn  wir  das  Unendliche  als 
Lim  einer  grossen  Zahl  m  betrachten: 


Ii(ir-«)  =  A.-4.f+4r!^-- 

+  Lim  {-/ii  +  i.Y~4.XTl+ J- 

Der  zweite  Tfieil  ist  die  berühmte  Constante  0,5772156  deren  Be- 
stimmung in  der  Theorie  des  Inteffrallogarithmus  eine  nicht  uner- 
hebliche Schwierigkeit  war,  welche  Hascheroni  auf  sinnreiche 
Weise  gehoben  hat.  -  Vergleichen  wir  diess  mtt  dem  Wertke  uMno^ 
res  Integrales,  so  ist  durch  Entwickelung  von  /(l  -^i) 


/:-§— '-i-f+T+t 


C=  0,577...,  (8) 
1^      -TT2--"        ^ 


..Lri-^.ü-ü 


Setzen  wir  ferner  im  zweiten  Integrale,  welches  wir  betrachten, 
fiir  j-^—  die  Reihe:  1  4-srH-y*  -l-y"  -♦-••>  eo  ergiebt  mck 


*)  Legendre:  Tratte  des  fonctions  elltptiques,  tome  IL  Ghap«  XIIL, 
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MnltipliiircB  ■  wir  die  6l«ielMBgp  0)  ait  f  oad  iMni  di>  von 
•tehende  davon  ab,  so  konat 


'T 


•;r:n'*"'ir:?i'*" 


WäbrviHl  die  beiden  Reihen  (3)  vod^  (4)  pnr  für  positive  acht:  ge- 
brochene c  convergi^ten  9  so  convergirt  die  Toratehende  iinch  noch 
Ar  €=:!;  wir  erhalten  für  diesen  Werth:. 

Bringen  wir  auf  der  linken  Seite  die  Gleichung  (1)  in  Anwendung 
und  transponiren  die  Constante  67^=  0j57721&6  so  erhalten  wir 
das  elegante  Resultat:  ^ 

eine  Ar  jedes  positife  a  und  für  negatiye  «,  deren  «bsolnter 
Werth  kleiner  als  die  Kinheit  ist,  conyergirende  Reihe. 

Sobald  a  swiscken  den  Oränsen  +1  und  — 1  liegt»  liM.sich 
jedes  einselne  Glied  in  eine  con?ergirende  Reibe  umwandeln  ^nd 
man  erhält 

-i-il|'-(|:V  +  (f)'-(f)«+....r     , 


Nimait   nan   diese  Reihen   in   vertikaler  Richtung   susamnien  und 
beseichnet  mit  8n  die  Suaiaie  der  Reibe; 


1-  ^  »•  ^  S» 


so  ergiebt  sieb: 
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C-+- * •  ^ii'^"'  =eg,g-^.tt»H;-iy«*«- ., .,  ^-I>irp>\-1.  (6)»), 

Makiplitirt  itaa  die  CHticbing  üit  lAt  «Bd  iotegritt,  s*  wt     . 

/ri(H-«)=— Oh-J'5^.«'— iS^o'-HÄ«««— ...,  +l>a>— 1  (7). 

Eine  CoB«tant6  ist  Dioht/beizuftigea,  weil  für  a::^0,  ai[l)===A:±=0 
wird  und   die  rechte  Seite  sich  ebeofalss  anDullirt.    Für  negative 

«   >8t      ,       '  .       . 

/n[l— a)=CfaH-iiSr,a»4.iiSf,a»-f-iÄr^Ä*-*-...,  +!>«>— 1.  (8). 

Da  die'ZaUea  S^i  8^^  S^  n.  s.  w.  immer  weniffer  von  der  Einheit 
differiren,  je  grösser  der  Index  ist,  so  übersiebt  man  leicht,  dass 
die  Gleichnnff  (7)  fucb  noch  fjir  ars-jhl  gilt,  was  bei  Formel  (8) 
nicht  der  Fair  ist.  Aub  jeder  von,  beiden  lässt  sich  C  bestimmen, 
wenn  man  a  so  nimmt,  dasji  /T^lzta)  bekannt  ist.  Diess  findet 
in*  (7)  stBtt^w^lin,  man  as=2  +  l  ^etftt«  w«it  dann  iffl(l):±»0-wii'd 
«nd  iW  t8)  «f  «  =±:  -I-  i:,  wobei  fllfi)  ^srj/:«^  ist. 
Durch  Addition  erhält  man^    - 

oder 

Durch  Substitution  dieses  Wertbes  erhöht  man  die  Goi^v^fgvfz  der 
Reihen. (7)  tnd  (8)  und  b^kqiiimti       ,   ^ 

=     /rifl  -«)2=ii/  rjJ^Hi  ö»+i«,««  +i«,a»  +  . . . .  (10). 


♦..3.,  i       .        ■_ 

Die  Formel  (5)  kann  auch  dazu  dienen,  die  Gammafunktion 
TW^^-a)  in  ein  nnendJicbes  Produkt  ^zu  verwandeln.  Man  kann 
nämlich  jene'  Gleichung  so  schreiben : 


1 
1  1  1 


1         +  i  -i-  * 


a-f-l  er-l-S  '    Ai-f<S 


*)  Legendre  gebt  gerade  den  umgekehrten  We|;.    Er  findet  tuerst  di^se  * 
Formel  und  reduzirt  die  Gleichung  (5)  auf  dieselbe.    Traite  des  foncc* ' 
eil.  lome  11.  chap.  IX.  et  X. 
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Bezeichnen  wir  4ie'eC9(^  fMbe  mit  Ki  so  ist  jlarch  pftttti|»liklitipp 
Bit  da  liod  IntegtafiODi  kwifechen  deti  GrädKen  abzzä  und  ce  ^=  Üi 

+71  +/2  +/3  +... 

oder  ,.'...  .  ■,'   ,.'.k.  .•'.•.;.., 

ffXi  +«)= (jr-c)«-/(i +^i  -/(i +4)- AI  -Hj)  -  •  •  • 

BemerkeD  wir,  d^98  {K^  —  C)a  =p  M^^~^  Jlt  und  gehen  von  den  ' 
Logarithmen  auf  die  Zahlen  zurück,  so  «rgiebt-sich  *      * 

/l[i-i-a)^= ^-^ * .  *  >""  *■'■      '    '     '*"  • 

und  wenn  wir  uns  an  den  Werth  von  £  erinnern 


Zl(l  +  tt)  =  €r-^«  — 
oder  auch  .       .    j 

i+Y    i+j   l+j 

Schreibt  man  diese  Gleichnnff  «ueh.  für  negative  o  hin  und  multi- 
plizirt  beide,  so  erhält  mi^n  die  beltannte  unendliche  Faktorenfolge 
«Ir  sin  tut:      '  '-      .-.  \  -  :  •  ._•  •.     ...    .;.      ,       .,.-., 


Nimit  «Mm  Jn  (12)  os»4  «und  4abfn'.b^idenMitB/  JAt 
liehen  Logarithmen,  so  ergieht  sich 

Die' Reihe  ist  hin^^htlich   ihres  Bildnngsgesetzes  merkwürdig,  zur. 
praktischen  Berechnung  indessen  unbrauchbar  wegen  der  senr  ge- 
ringen Convergenz.     Durch    eine  'kleine !'Cm^anmngKeriiah..nMi 
hieraus  eine  schon  bekannte  Eigenschaft  von  C,    Gehen  wir  näm- 
lich^^s  z^  f  inenr  «tfeA  GlieH«».  ffo,  J8l|  ....•,..  '..^  '    \ 


oder  wenn  man  alle  Logarithmen  auflöst: 


r'^\      i     .'.     '•    *      •   ?--   ~-    ••     -'".:    v^    ^        -  //  \ 


*        '•"...••       J     .  •   •     I     .1.'.  •*'^  *'(l 
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die  erste  Reihe  ist  =  i(J  .  | .  4 -j^)  =  l{—),  mithin 

Man  könnte  leicht  einen  a1I(i^emeineren  Satz  dieser  Art  anfstelles, 
wenn  man  in  Formel  (11)  a  als  positiv  und  gans  annimmt.  Br  ist 
indessen  von  keiner  besonderer  Bedeutang. 

•    '  ♦.  4. 

Bezeichnen  wir     .'^^ — ^  für  den  AugenUiek  mit  /(a),  so, 

ergiebt  sich  ans  Formel  (5)  für  a  =  0,  f(0)  =  —  C.  Nehpen  wir 
daher  in  Gleichung  (2)  ß=:0,  so  ist 

oder,  wenn  wir  uns  an  die  Bedeutung  von  f{a)  erinnern  nnd  im 
Integral  or  für  y  setzen» 

Das  Integral  kann  jederzeit  leicht  ausgetuhrt  werden.  Denn  was 
auch  a  sein  möffe,  so  kann  man  es  durch  die  gehörige  Substitution 
für  o?  immer  auf  die  Form 


bringen,  worin  «•,  n,  ppontivt  ganze  Zahlen  sind.  Man  kennt 
aber  den  unbestimmten  Wertb  eines  solchen  Integrales,  folglich 
auch  deo  zwischen  den  Prinzen  0  nn^  !•    Man.hatnnn  fefner! 


Md  mit  Bülfe  der  Gleichung  (15) 

wodurch  der  Werth  des  Integrals  links'  jederzeit  gefunden  werden 
kann.    Für  fjb  =  0  hat  man  sehr  einfach 

r  V'  te  ite  =  -  C  =  -  (0,577215« . .)    (17). 

Man  kann  sich  von  dem  Integral  (16)  zn  einem  allifemeineren  er- 
heben, indem  man  Jjpop  für  Absetzt,  wo  ^  eine  wilTkührliche  aber 
positive  Grösse  ist.    Die  linke  Seite  wird  dann: 
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und    durch    Vergleicbnog   mit    der    reebteu    S^eite    in  { 16.)   £ad«l 
man  nun 

/V-^terfr^%^>  I^C-tt+Z^VEf  ^1  (18) 

und  diesM  Resultat  iat  ■Ugenuintr,  weil,  darin  «u«  wiUkiMicka 
Conitante  rorkognBk 

Eid  Pmf  benerfcenswettbe  apeiielle  Pille  nnd  tfolgeade.    PHr 


lk  =  -i: 


\^ 


oder  für  «  =5  ^*: 

y^V*''ftiÄf=-.^(/ifc+r4-2Ä)    (19). 

Ist  ferner  in  (18)  ik  eine  ganse  positive  Zahl  =»,  so  hat  man 
ll[jt+ l)fi=  1  .  2  . J  ....«;  ferner 

=         1  +  i  -l-i  + +-^- 

Polglich  ist:  / 

y^jr^€-^'teite=;~|^[-^-/^H-l^  («0). 

Daraus  läset  sich  leicht  ein  in  die  Differenzialrechnung  gehörendes 
Theorem  ableiten.  Wenn  man  nämlich  in  (18)  f»  =  0  setst, 
so  iat 

Diflerensiirt  man  diese  Gleichung  m  mal  nach  k^  so  erhält  maU' 
leicht 

Vergleicht  man  diess  mit  der  Formel  (20),  so  wird 
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Ei D^Bii^ erweit  i»ei^erkeo9wertbeB  Resnlta^  iäfBt  sich  aof  fol* 
irende  "Wehe  aus  FoniAel  (2)  ableiteii.  '  SVait  setze  ozd/ti  +  tF, 
ß=:v-\-u.    wo   fi   und   v  nir  die  Differenziatioo   constant  bleiben 

l«ll»l,  «84  istt' '      •    '      '       '      *   »• 

Bs  werde  nun  beiderseits  mit  du  multiplizirt  und  nach  «  innerhalb 
d<9:C9Hiaeev  fl^ttaov  t#i£=/9  integrirtv'So  koiMits     ^ 

Kehren  wir  auf  der  rechten  Seite;  die  OrdiMing  der  li^egration  um 
und  integrir^n  Zuerst  nach  «i  90  ynrd  Abb  IptegiraY    ,  ^  , 

\/o    1  — ar         ,/ /»  t/o    1— a:  to 

* 

.  ...  i ■      -;:/,•       . .      •  •     ,    •  '  n.  •  : 

Vergleichen  wir  diess  mit  der  lialeete  Seke,  so  "iat '     '    -'■'■<     ■  ^ 

eine  Formel,    welche   sich  ebenso  sehr  durch  ihre  Allgemeinheit^ 
als  durch  ihren  symmetrischen  Bau  auszeichnet. 


1'   •     .1    {     :     ,'"|-     J 


oV 


•M     II  •         ;.  :   .* 
»  -    -    ik      i 


V 


•  M I    .»,.:<    (♦ 


>    'S 


0   V. 


I     ■»    '  .'    i     • 
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XX. 


Ueber  das.  FnodäiueBtalpro'bleiii  dini.  Katoptrik 
und'Diöptrik. 

deyi.HerauBgeber. 


•      .    •      :  '        '.••■•        ^ 

Die  iitue«teii  AKbeiUo  der  J9Qrr^n..$cb|eierjQ^ier.  qnj  ^^tsy«} 

auf  dfpi  ..G«Uete  d^r  Optik  .>v(iran4a^ffi]{j9P<cfi,i..fiem.4imi  awei^a 
TMI^  4ie^r  Ztei(scJu*Ut  veröffeDMicbtfiB  iwfsat»e  übi^r.diie  Qfwi^ 
formela  der^^atA^ptrik  und  Dioptrik  nach  und  nacli  ./eiAAge,  andere 
AbhandluDgen  über  diese  interesBanten  TheiU  der  MalbiBf^aiik  .fdl« 
gen  zu  lassen,  welcbe  icb  orspriinglich  in  einem  grössern,  der 
weitern  Aii«bild«ng -der  Kt^toptriic  find  Di«plrHc  gewichn^ten  Werke 
mit  einander  zn  vereinigen  und  zu  einem  systematiscben  Ganzen 
zu  verarbeite^  dachte.  '    .    {.      .  t 

lii  der  vorlfegen/ien,  die  Reihe  dieser  Arb^itfnp  eröiTnend^n  Ab<r, 
l^ndlung  werde  iob  zuvörderst  eine  neue  Auflösung,  der  Fundan 
mentalaufgabe  der  Katoptrik  und  Dieptrik  zu  gjeWa  .Y^rsuchen,.d4k 
mir  diese  Aufgabe,  nueb  iwicb  den  bi^heri^en  se^ir  v^rdieuA^ich^ 
Arbeiten  über  diesen  Gegenstand,  so  weit  dieselben  zu  meiner 
Kenntniss  gekommen  sind«  uocb  nichl  jnit  der  Geschmeidigkeit, 
Allgemeinheit,  Strenge  und  Eleganz,  wie  man  wohl  wünschen 
möchte,  aufgelöst  worden  zu  sein  scheint;  wob^  iiih,  ivie  wohl 
kaum  noch  besonders  zu  bemerken  nöthi^  ist,  unter  der  Funda- 
mentalaufgabe der  Ketefrtrik  und  Dioptrik.  die  .  Bettieimung  des 
Weges  eines  von  einem  gewissen  gegebenen  Punkte  im  Räume 
nach  einer  bestimmten  Richtung  hin  ausgehenden,  und  an  'Vierer 
Reihe  gegebener  sphärischer  Flächen,  —  denn  auf  solche  bis  jetzt 
allein  in  der  Praxis  vork^^oMnende  Flftcbe^  werde  ich  die  folgen- 
den Untersuchungen  eitischränken,  wenngleich  eine  Erweiterung 
derselben  auf  Flächen,  überhainit  eine  besondere  Schwierigkeit  njcht, 
darbieten  würde  *),  -^  eine  2iurückwerfung 'octer  Brechung  erlei- 
denden Lichtstrahls  verstehe.  An  die  allgemcfin^  Auflösung  dieses 
Fnndamentalprpblema  sollen  sich  dann  späterhin  verschieden^e'spe- 
ciellere  Untersuchungen  apseh Hesse n4\    .    .^ 


';n  'f 


*)  Eine  Ebene   kann   immer  als   eine  Kugelfläehe    mit  einem   unendlich 
grossen  HaMMuesseE  bttrachtet  werden. 
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Eb  seieji  äberhaii|it 

die  Gleichunffen  einer  geraden  Linie  im  Räume  in'  Be«ag  auf  das 
belieiHge  reditwiilkligfe  Coordinaleiraystem'  der  aepx.  In  dieser  ge- 
raden iJnie  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt  als  Anfaiii^  eines 
neuen  dem  primitiven  Systeme  der  a:y%  parallelen  HDoofdinaten- 
systems  der  ^|^|X|  an.  Dann  sind  nach  den  Principien  der  ana- 
lytischen Geometrie    ' 

%)  ff,z=zJa:,y  x,:=J,a:i 

die  Gleichungen  unserer  geraden  Linie  in  Bezuff  auf  das  System 
der  ^,yiX|.  l^ie  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  einer 
der  beiden  Theile  noserer  geraden  Linie,  in  ^welche  dieselbe  Ton 
dem  Anfange  der  a:,y|X,  getheiit  wird,  mit  den  positiven  Tbeilen 
der  Axen  der  or,,  y, ,  .X|  einschliesst ,  seien  respective  a,  /},  /; 
and  0,,  ^1,  Ci  set«n  die  Coordlnaten  eines  beliebigen  Punktes  in 
d^m  in  Rede  stehenden  Tbeile  noserer  geraden  Linie  in  dem 
Systeme  der  ^i^,«,.  Bezeickocfn  wir  dann  die  Entfernung  dieses 
Potiktes  von  deni  Anfange  der  ^,yi«,  durch  q^  so  Ist  offenbar  in 
völliger  Allgemeinheit 

3)  «I  G=Q   cos   O,    ^1  =2£:^   cos  /9,   C,  =S  ^  €08   ^9 

wie  augenblicklich  erhellet,  wenn  man  nur  überlegt,  dass  nacli 
einer  bekannten  Construction  die  geometrischen  Darstellungen  der 
Coördinaten  <r,,  ^,,  t\  des  Punktes  {a^djC^)  leicht  erhalten  werk, 
den,  wenn  man  von  diesem  Punkte  anf  die  Axen  der  ^,,  y^,  «, 
drei  Perpendikel  fällt.    Weil  nun  nach  2) 

^1  SS  >va^, ,  c:r:^ji^a^ 

ist,  so  ist  nach  S^) 

q  «OS  ßzs^qA  cos  o,  ^  coa^ssx^^i  eos  a; 

und  folglich         , 

*^"*  — cos«'  ^'— cov«- 

Sind  nun  a,  £,  c  die  Coördinaten  irgend  eines  Punktes  der  durch 
die  Gleichungen  1)  charakterisirten  geraden  Linie  in  dem  Systeme 
der  a:y%^  so  ist  nach  1) 

and  folglich,  wonn  man  diese  Gleichungen  voji  den  Gleichungen 
1)  snbtrahirt: 
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Also  iMsen  sieb  nacli  4)  die  Gleidnmgon  4er  gegebeoen  geraden 
Linie  immer  unter  der  Form 

IM       cos  ß  . 
^  eos  ce  ^  '* 

CO«  y  .  . 

oder  anter  dier  Form 

'^  cos  «      ,  cos  ^         cos  y 

darstellen,  wobei  man  jiber  nicht  ans  den  Augen  zu  laipien  bat, 
dass  bierbei  immer  rechtwinklige  Coordinaten  vorausgesetzt  werden. 
Von  diesen,  äbrigens  auch  sonst  schon  bekannten,  fiir  das 
Folgende  aber^  sehr  wichtigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die 
gerade  Linie  im  Räume  wollen  wir  nun  zu  unserm  eigentlichen 
Gegenstande  übergehen. 

♦.3. 

Wir  denken  uns  drei  von  einem  Punkte  im  Räume  ausgehende 
sämmtlicb  in  einer  Ebene  liegende  gerade  Lhiien,  welche  wir  für 
jetzt  die  erste,  zweite,  dritte  gerade  Linie  nennen  wollen,  und  be- 
zeichnen die  Gleichungen  dieser  drei  geraden  Linien  und  natürlich 
auch  ihrer  Verlängerungen  über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangs- 
punkt hinaus  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordina- 
tensystem  der  a:y%'  respective  durch     . 

IysdurHh/;  «  =  ^i^  +  ^; 

Die  Co^rdinaten  des  Punktes,  von  welchem  diese  drei  geraden 
Linien  ausgehen,  in  dem  angenommenen  rechtwinkligen  %iäteme 
der  ^r^  seien  p^^  V\^^\\  und  die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher 
die  drei  in  Rede  stehenden  Linien  liegen,  sei   , 

'       8)  ^^  +  iry+C;K  +  />  =  0. 

Ferner  «eien  0  und  ®i  *  die  beiden  180**  nicht  übersteigenden  Win- 
kel, welche  die  erste  und  dritfe  geiBde  Linie  mit  der  zweiten  ge- 
raden Linie  eüisohtiessea. 

Weil  der  Punkt  (/^i^iTi)  in  jeder  der  drei  geraden  Linien, 
also  auch  in  der  durch  die  Gleichung  8)  charakterisirten  Ebene 
liegt;  SP  haben  wir  nach  7)  und  8)  die  folgenden  Gleichungen: 

y,  =«>,  -^AV,  =;Ä>,  +5^5 

nad 

TbtniT.  12 
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10)  Jp,  H^  «fr,  +  Ör,  H-  i>«a 
Weil  ferner  jede  unserer  drei  geraden  Linien  nebst  ihrer  Verlän- 

■  ■        W 

«hl 
nach  7)  und  8)  offenbar  für  jedes  a? 

i^+Ba,  +  CT.)4r+  Bf,  +  Cg,+n  =  0; 

woraus  sich  unmittelbar  die  beiden  folgenden  Systesie  von  Glei- 
chungen ergeben: 

IJ  +  Ba+C6  =  0, 
J^Ba^+ai'sszO, 
^+Äa,H-CB,  =0 
und 

IBf-^Cg+a^zO, 
Bf+Cg'+D  =  0, 

Ferner  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geosietrie 


13). 


^—V       (H.o»-t-4»)(H.«'»-|.4'»)      • 


f ""  **'  -  y    (1 +^»  .;*•.)  (!+•.» +*.«)   ' 

und  folglich,  wie  leicht  erhellet, 
14)  sin  0  :  sin  @| 

=\/Sü!±v .  \/(*'~<».)'+(^'-^)'-f-(«»'*.--<'.^)* 

Wegen  4er  Gleichungen  11)  ist  nun 

^(«  _«')+ CK«*- _«»*)==  0, 


and 


oder 


15)  ^J(a' -«.)-♦-  C{t^t,  -a,*')  =  0» 
^(«, —•)+ «[•.*  —  •*•)=«« 

.Ä(*-«')-|.f(Ä-.*')=sO, 

16)  Ä(«'-«,)+*0(4'-*,)  =  0, 
fÄ(»,-a)-|-O[«,-*)  =  0; 
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18)  JÄ(«'-«,)r=.- qy-*.), 

und 

Naeb  17)  nod  18)  hat  msD'  aoeh  di«  folgmden  GleichuBgeii : 
^•(» — «')•  =  «•(«*' —«'*)», 


nod 


Also  ist 


und 


Ä»(«'-«.V=<>(Ä'-*.)V 
M»-»-Ä»-hC»)(a-«')»    . 


( J*  +  ^  +  C»)  («' —  a  J* 
Mgfich  ' 

Weil  oQD  noch  14) 

sin  ©•  :  Bin  0^» 

ist»  M  Ut  nach  d^ffi  T^rbcrg^etidtB 

12« 
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also  '  ^ 

odcit,  weDD  wir  aDnehmeD,  4mb  das  Verhältniss 

sin  e 
sin  Bj 

constaDt  ist,  und  der  Rürxe  wegen 

oAx    sin  0 

setzeD, 

Da  nach  20) 


und  naoli  19) 
ist,  S0  ist  auch 


und 


«.  4. 

Durch  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  unserer  drei  sre- 
raden  Unien  denken  wir  uns  jetzt  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
aFff%  paralleles  Coordinatensystem  der  ^,j^|A|  gelegt,  und  beseich- 
nen  die  von  den  drei  Linien .  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Azefi 
der  ar,j  v,,  x,  eingeschlossenen,  180**  nicht  übersteigenden  Win- 
kel durcb  a,  ßy  /;  V,  ß'y  /;  a,,  /?,,  /, ;  so  sind*  nach  6)  die 
Gleichungen  unserer  drei  Linieu- nebst  ihren  Verläugernngen  ftber 
den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  hinaus  4n  dem  Systeme  der 
ofpxy  da  Pi,  ^,,  r|  die  Coordinaien  des  gemeiflscbäftlichen  Aus-* 
gangspunkts  der  drei  Linien  in  diesem  Systeme  sjnd: 

cos  «     .     '  cos  ^  cos  ^ .' 

CO?  a  cos  ßr  cos  /' 

cos  «I  cos  /l|         cos  Yi         i 
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ist 

WäA  ia  Obigeo  iat  #lio    . 

cos  /f         ,  CO«  V 

CO«  a'  '  00«  c' 

/    cos  /?!       -  CO«  y, 

*      ^cos  a,'     ^        cos  0|, 

sQ  setseo. 

Daher  ist  Dach  19) 

xf   C  '     .  CO«  «  CO«  ^  —  CO«  ^  cos  o'  _         "•    .      ' 
CO«  y  cos  y^  —  cos  /  cos  /f ,     ' 

""^  cos  C'  cos  /fj  ^  cos  f  COS.  «1  .        ^ 

COS  jg,  COS  y  —  cos  y,  cos  f 

""^  CO«  a,  cos  /?  — cos  /f|  CO«  a 

and 

'   C  ~^       cosa  cos  f  —  cos  /f  cos  « 

•  cos  «^  cos  /i «—  eos  /  CO«  tt^  / 

""■   cos  a  cos  /Jj  —  cos  /f  cos  «i 
-     ^__  ^^  cos  «I  <fos  y  —  cos  y,  cos  a  ^ 
"~   cos  a,  cos  ^ —  cos  ß^  cos  a  * 

also 

^ft\  :d  —  —  ooa  />  cos  */  —  cos  y  cos  f 
^  B  '^      .00«  acos  /  —  coi  y  oos  a' 

—  cos  />*  CO»  yt  —  cos  /  cos  /?, 
"^  cos  «'  €0«  y^  —  cos  /  ©öS  0| 
^.  cos  ßx  cos  y  —  cos  y,  cos  /> 

""~       cos  a,  cos  y  —  cos  yi  cos  «^     • 

oder,  wie  man  etwas  symmetmcher  diese  Ausdräcke  auch  schrei« 
hen  kann:  ' 

«|.  A   cos  y  cos  #*  —  cos  /g  co«  / 

''S         cos  a  cos  y  —  cos  y  cos  ul 

\  cos  y^  cos  />,  — cos  (C  cos  y, 

""^  cos  ul  cos  yi  —  cos  y*  cos  0| 

— .  eo«  y,  cos  />.— co«  />,  oo«  y 

T^oos:«^  CO«  y — cos  y^,  cos  «' 
«a\  ^  ^^  cos  «  cos  /  —  CO«  y  cos  a' 
'.  C   "*"^  CO«  /^  CO»  «'  —  CO«  a  cos  /J' 

CO«  «'  CO«  yi  —  CO«  /  CO«  u\ 

''^  Wim  ff  «0«  «1  —  00«  «^  00«  ^1    ' 

«—  c<»  «1  CO«  y  — CO«  y,  co«  « 

"~  cos  /f,  CO«  0  —  CO«  «,  CO«  /f* 
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^«.  C^  CO»  ^  cos  g'  —  co<  g  CO!  y 

'   A  ^^  cos  Y  cos  /f  —  cos  ^  008  y' 

___  00*  (f    cos  g^  *^COS  g  €08  ßi 

"~  008  y'  COS  /l,  —cos  /f  cos  y, 

—  C08./>t  cos  g  —  008  g,rC08  /> 
""^  cos  yi  COB  ß — C08  ßf^   .C08  / 

Nacb  der  Gleichnog  23)  ist  ferner 

(co8j!_coai/  1  .  /£2Lj2i).  -  (£212«)» 

cos  g        COS  g  ^*  ^^^cos  y/  ^^^€0>  g,^  ^ 
cosj;  _  COM.  I   '     1  .  (55l£i.  .  (fSUtv.  ~*  ' 
cos  g'         cos  g|                  .  ^cos  a'        ^eo8  g' 

worani  sich  leicht 

.  cos  g  coa  />*  —  cos  /  C08  ä'  v^     cp?  tfy*-Hc<»  ^i'^h^o«  y.* , 

^cos  a  cos  ßi  —  cos  /f  cos  g,^    '     cos  g'  -|- cos  /l'  -|- cos  y*    "^      ' 

d.  \.y  weil  Dach  eiBeo  a«s  der  «Balytiachei  Geometrie  bekannteii 
Satse 

«OS  O*  -I-  €09  ß*  -f-  coo  y»  =J, 
cos  a,»  +  coÄ /?,* +C01  y,»  =  l 

r   COS  g  COS  f  —  cos  ß  COB  fl^      ,  _^      »  ' 

^cos  g'  cos  /?,  — cos  (f  cos  g/    — "      * 
und  folglich,  wenn  wir  der  RärM  wegtni 

aetxen, 

«I..  cos  g'  cos  />!  —  cos  ff  cos  g, 

'      cos  g  cos  ^  ^  €08  ^  tos  g'  ^ 

ergiebt. 

Weil  nun  aber  oacli  AtU  üblgeb 

cos  g*  cos  />!  —  cos  y  cos  g| 
cos  g  cos  |f  —  cos  ß  cos  «' 

.       008  ff  tos  y^  ^>*'  C08  y  O08  jg, 

cos,  /?  cos  y  -*-  «oir  ^  cos  ff 

008  /  cos  «I  — 008  «*  cos  y.' 
cos  y  cos  er  —  cos  g  cos  / 

ist,  so  haben  wir  nach  85)  die  drei  fblgeAdeli  Gleichongen:  , 
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i^W  ^  CO»  jg,  "-  g«i^  tW  01 
cos .«  cos  /f  —  cos  p  cos  a'         '^' 
co./r«o.y.-co.2^co.,^.^^ 
cos  ^  cos  /  —  cos  y  CO»  /r         '^ 
cos  /  cos  a,-^COS  ff    CQS  fi 
cos  y  cos  fl^  —  cos  a  cos  /         '^^ 

Ma  deDea  lich  auph  leicht  die  Relationen 

37)        (go#  /)  cQi  /f~cQa  ^^  cot  Z^')  €••  a^i 
-H  (cos  y  008  o'  — cos  o  cofl  /O  M«  /i||  =Q 
-H  (coi  a  ccNi  /?  — c^i  /J  cot  a')  cotfi ) 

,  38)        (coi  /»  cos  y,  —  cos  y  co»  /?i)  oo»  «'^ 

-I-  (coi  y  CO«  «t  «^  f08  a  cos  /a))!COS  ^>  =^ 
+  (cos  a  cos  ^1  -*-  90«  ß  CM  «i)  €•»  /; 

39)        (cos  /f  cos  y,  —  cos  f  cos  /^J  cos  a\ 

-I-  (cos  f  cos  »,  —cos  c*'  oos  r%)  «••  /^>  =• 

+  (cos  af  cos  /?,  —  cos  ^  cos  aj  cos  y; 

ergeben. 

Nach  36)  ist  nun 

cos  /f  cos  «,  —  cos  «'  cos  /J,  =2 /»(cos  ß  cos  o'  —  cos  tt  cos  /J'), 

cos  y'  cos  /?,  —  cos  jf  cos  y»  =s=f»(co8  y  cos  /f — cos  /?  cos  /), 

cos  a'  cos  y,  —cos  /  cos  «,  =/*(co8  a  cos  y'— cos  y  cos  o'); 

und  sian  bat  daher  die  drei  folgenden  Systeme  von  deicbnngen: 

cos  a'  cos  «,  =cos  a'  cos  a,,  ' 

cos  af  cos  /?,  =cos  /^  cos  a,  -|-/»(cos  a  cos  ^  — cos  /?  cos  a*), 

cos  a'  cos  y,  =  cos  /  cos  a,  -I- f*(co8  a  cos  /—cos  y  cos  o^-, 

femer 
cos"/?'  cos  «i  =cos  a'  cos  /?,  -|-/»(cos  /J  cos  o' — cos  a  cos  ^, 
cos  p  cos  /9,  =  cos  /!^  cos  ß^^ 
cos  /f  cos  y,  =  cos  /  cos  /?,  +  /»(cos  /J  cos  y*  —  cos  y  cos  p'); 

endlich 

cos  f  cos  «i^scos  a'  cos  y,  H-M^os  y  cos  a'  — cos  tt  cos  /), 
cos  /  cos  /Jj  =cos  /J'  cos  y,  -|-/»(cos  y  cos  />' —  cos  /?  cos  yO, 
cos  /  cos  yx  =  cos  /  cos  y^. 

Qnadrirt  man  anf  beiden  Seiten  dieser  Gleicbungen,  und  uddirt  die 
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dadurch  henrorgehendeii  GteichangeD  su  e^naoder,  so  erhält  Brno, 
weil  bekanntlich 

CO»  o, »  +  coB /J^  * -+- cos  ;^,  •  =  1 
ist»  die  drei  folgenden  Gleichangen: 

fcos  a''  =  cos  a^  cos  a^* 

+  {cos  ß^  cos  a,  *f-f*(cos  a  cos  /f —  cos  ß  cos  a^}' 
-h  {coü  y'  cos  o,  +^»(090  tt  cos  y*— cos  y  cos  «Ol*» 

JCOS  /f*=:COS  (y»   cos  /?!*      .     • 

40)  {  +  f cos  a'  COS  /9,  +  /i*(cos  |9  col  a'  -* cos  a  cos  /}))' 

+  (cos  /  cos  /?!  +  /»(cos  ß  cos  y*—  cos  y  cos  /J')f *, 
[cos  y^spcos /*  cos  y',* 

-4-  jcoB  a'  cos  y,  +/»(oos  y'  cos  V-*  cos  u  cos  y*))* 
-+-  )eos  ß!  cos  y,  -|-/»(cos  y  cos  p^couß  cos/)j« 

oder  auch 

^    'COS  /f  cos  »i  ■i-^(coa  «  cos  /f  ■—  cos  /|  cos  y'),^ 
^  cos  a'  sin  «j  ' 

\  .cos  /  cos  «I  >f-/u(cos  ä  cos  /  ~  cos  Y  cos  g')^ ^ 

'  cos  a  sin  0|  '   >  ^  , 

j .cos  a'  cos  />,^/u(co8  />  cos  g'  — cos  a  cos  /f)i« 

*  cos  jJ*  sin  /J,  ,  ^  ' 
.cos  /  cos  ^,>4-/ii(cos  ^  cos  /  —  cos  y  cos  ß) 

*  cos  iS'  sin  /}|  »   ' 
I .cos  a'  cos  y,^ju(cos  Y  cos  g'^-cos  g  cos  /),^ 

-  cos  /  sin  y,  * 

^cos  /f  cos*yi>f-A<(cos  y  cos  /?*  — cos  ^  cos  /),,* 

*  cos  y'  sin  y,  '   ' 

Durch  gehöriffe  Entwickelung  der  ersten  der  Gleichungen  40)  er- 
hält man,  wen  bekanntlich 

cos  «'•  +  cos  /y*  -h  cos  y"  =  1 

ist,  die  Gleichung 

cos  a'»  =  cos  a,* 

I   cos  /^'(cos  a  cos  Z?'  —  cos  ß  cos  9')) 
r  4.  cos  /(cos  Dt  cos  f  —  cos  Y  cn>  « ) ' 

-  ^l   (cos  a  cos  /?— cos  /?  cos  a')'i 
1  -4-  (cos  a  cos  Y^-^  cos  y  cos  o*)*  I 

und-  folglich 
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"         i      COS  fi{eoB  a  cos  /^  — cos  /9  eos  «^i 

^)  +  eos  y'(cos  a  cos  /.—  cos  r  cos  a')|  **'  "' 

sscoo  a'» 
^  ^  4   (cos  a  eon  ß'^^eou  ß  cos  a')*  i 
l-f-(cos  a  cos  /  —  cos  /  cos  af)*) 
Es  ist  mbor  '  )  _ 

cos  /f(cos  a  cos  ß^  —  cos  ß  cos  a^ 
+  cos  ;^(cos  o  cos  /  ^  cos  f  cos  «0 
sscos  «(oos  /S'^^cos  y'»)  — cos  «^(«o8  /?  cos  /f +>eQi  r  ^»/i 
=  cos  a(co8  «"  +  cos  ß'*  4-  cos  /») 

—  cos  «'(cos  a  cos  a'  +  cos  ß  cos  /9'4-  cos  ^  cos  f). 
Fenier  ist  ..,.*.. 

•  (cos  a  cos  ß^-^eou  ß  cos  o')* 
+;(coii  a  cot  y— cos  y  eoi  «')•  ,     ^ 
=±  cos  a*(cos  /J'»  4-  cos  /«)  +  cos  a'*(cos  /?•  +  cos  y») 

—  2cos  a  cos  a'(cos  />  cos  ^  +  cos  jr  eoif=f)' 
=  cos  a'^cos  «'•  +  cos  /?"  +  cos  y**) 

+  cps  «''(cos  a*  +  cos /9'  +  f(oSi7*)   .  . /,  ,  . 

—  2cos  a  cos  a^(cos  «  cos  o'  +  cos  j^-  cos  /f  ^*  öos  7  coo  f'^ 

Weil  non  b^kaDtatUcü-  :-  : 

cos^*  +  <H>s /}>  rf*  cos  y*  säB  Ij 
coli  iE'» -H  00s  .^«  +  €0»y *  B  1^ 
und 

41)  cos  9  =  000  a  cos  a'  +  cos  ß  cos  /S'-t-cos  /  cos  / 

'  -.    '  .   .  '  t 

ist,  so  ist 

,  cos  /^COS  tt  cos  /f"— :  COS  ß  CÖS  o') 

-|«cos  /(cos  a  cos  / — cos  y  cos  lO 
SS  cos  a'— ^'c6i  o'  coo~9 


und 


(cos  a  cos  ß^  —  <;ps  ß  cob  o')* 
-4- (cos  a  cos  /  — oos  y  coo  a*)': 
=r  cos  a»  +  cos  a'*  r-  Stcos  a  cos  o*  cos  ö. 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen 
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cos  a^^  +2ft{con  a  — cos  af  cos  9)  cos  0| 
=:co8  a'»^/*»(co»  a'-4-cos  «"  —  Äcos  a  tos  af  cos  ö), 

also 

{cos  0|  +/i*(cos  a  —  cos  a'  cos  &)|.^   ._ 
=  cos  a"  —  |»^|coB  a*  +  cos  »'»  '—  Scos  a  cos  «'  cos  0 

•     — (cos  a  — cos  cc' cos  0)*{ 
=  cos  «'»  — f*«  cos  o"  sin  ©• 
=  co8  «'»(1— f*»  sin  0»), 
Daher  ist  '        [''     \ 

cos  «1  +|iKcot  a  — cos  «*  coa  9)=tbcoa  a'  t/l  -^pf' sio  0* 
aad  folglich  ' 

COS  a,  =  —  f*  cos  o  +  cos  o'(/i*  cos  öil/l-'-f*'  sin  ©•). 
Nach  desi  Obigen  ist 

^         cos  if  cos  a.  ^i<(cöt  a  CO»  ^  —  cos  ^  cos. «')   * 

cot  /  cos  o,  -f^iufcoS  o  cos  /  —  cos  y  cos  a) 

Führt  man  in  diese  Gleichungen^  den  vorher  gefundenen  Ausdruck 
von  cos  tti  ein »  so  erhftit  man  die  drei  folgenden  €rleichlnigeo ,  in  ' 
dNitD  die  •hörn  und  unter«  j&eichen  sieh  auf  einander  hesiehen: 

1C0S  a,  =:  —  fi  cos  a  +  cos  a'(ji*  cos  0=fc\/l'^-^*  sin  ©«), 
cos  /?,  =  — |s  000  /^-f*€oa  ^(/»  coÄ  ©d=  k^l— f*»  sin  ©»), 
cos  fi  i=:  —  f»  «osy-l-teoo /Xf*-aos.^±  V^l— f**  sin  0'); 
oder 

^^jjCj —^  cos  ©±1/^1— f*»  sin  ©*, 

cos  y.^-H^cos  y^^  ^^  edt.yiJp^  sin  6^ 

Vorzüglich   entsteht  jetzt  die  Frage^  ^ie  In  diesen  Formeln  die 

"eben  zu  nehmen 

Scheidung  gege 

tite  gerade  liini« 

Nach  26)  sind 


Vorzuglicn  entstellt  jetzt  nie  rrage.  "wie  tu  diesen  Formeln  die 
Zeichen  zu  nehmen  sind,  iroi^iber  auf  folgende  Art  eine  bestimopte 
Entscheidung  gejgehen  werden  kann,-  Wiäei  wir  von  nun  an  die 
das  Binfallsloth  nennen  w( 

cos  Ä'  -  . 


cos  a 
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die  GleichoDgen  der  durch  das  EiofalUlotk  und  teine  FerlänffeniDg 
Sber  den  geraeinflebaftliehen  Atügaagspuskt  der  drei  Lioien  biDana 
dar^atelhen  geraden  Linie.  Sbd  aan  f^  und  q^  die  EntfernnD|[^en 
sweier  beliebigen  Ponkle  in  der  ertten  und  dritten  geraden  Lini« 
von  dem  geraeinachafHicben  Auitgangspunkte  (pt^ir^)  der  drei 
Linien;  so  sind  die  Conrdinaten  dieser  Punkte  in  dem  ^steae 
der  ^rys,  wie  leicht  erhellen  wird,  in  völliger  Allgeaeinheit: 

Pi  +^  cos  a,  ^,  -1-^  cos  ft  r,  +^  cot  r 
und 

Pt  -1-^1  CO»  a»,  f^-^Q,  CO«  ß^y  r,  4-^,  cos  /i*   ^ 

Die  Gleichungen  der  durch  diese  Punkte  der  Lage  nach  bestisimteii 
geraden  Linie  sind  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie : 

o  cos  v-— 0|  cos  V|    -  ,  . 

oder 

cos  /I^Si  cos  /?! 
y— ^1— ^  cos  /»  = ^ (^  — f>.  — ^  cos  a), 

cos  y  — "  cos  yi. 


«  —  r,  —  9  cos  ^  =3  —^ ^ i^^^Px  —  H  '^^os  «). 

CO«  n  —  ^  cos  a^ 

«aH  nun  dteae  gerade  Linie  der  dnrek  daa  BftnfaUsloth  und  seine 
Verlängerung  über  den  geMchiachafitlicheii  AnegMigspunkt  dar  drei 
Lfhien  hinaus  4argestoltten  L^sie  pdraiW  sein.»  so  mnsp  aaoh  den 

Principien  der  analytischen  Geometrie  ^  so  bestimmt  werden,  da«i 

CO»  /l  — ^  cos  jl,     * 


cos  «  —  ^  tos  a^ 


cosy 
cos? 


cos  f  —  *i  cos  y, 


cos  or  ^         D. 

cos  H-^SJ.  90«  K, 

•9 


d.  h.,  wie  man  hieraus  leicht  findet,  dass 

g.  cos  g  cos  /f  —  cos  /?  cos  ft' 

^  oes  </  cos  ^y*— CDS  ^'Ces  a,' 
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g^       coa  g  CQg  )/  — cQg  y  cos  c^ 

^  '  cos  tf*  cos  y,  —  cos  /  cos  «1 


^ cos  «^  PPS  j>i  -^  cos  ^  CQS  tf  I 

^1  cos  a  cos  /I^  —  COS  /9  cos  «' 

i  CO»  «'  CQg  ^1  '—.cos  /  cos  g, 

^1  cos  a  cos  /  —  cos  y  cos  a' 


ist  .   , 

Nmch  32)  ist 

cos  a'  cos  ß^  —  cos  f  cos  ui 

cos  a  coa  /t  —  coa  fi  cos  a' 
cos  a'  cos  /i  —  cos  /  ^os  g,      '.    »    •  ' 

cod  g  cos  /  —  cos  y.cos  a'  * 

ODd  die  beiden  Torhergehenden  Gleichoogeti  werden  sich  also,  wo- 
bei man  su  beacbten  bat,  daas  -^  leiner  Natur  nacb  eine  positiTe 
Grösse  ist,  Jederzeit  zugleich  erfhileb  lassen,  wenn  die  Grösse 

cos  a'  cos  ßi  —  cos  f  cos  g,  " 

cos  a  coa  f  —  coa  ß  cos  g' 

negativ  ist;  oder  mit  andern  Worten: 
Wenn  die  Grösse  ,^ 

cos  g*  cos  ßi  —  cos  f  cos  g, 
cos  g  cos  /f  —  cos  ß  cos  g' 

negativ  ist,  so  werden  sieb  immer  zwei  Punkte,  der  eine  in  der 
ersten,  der  andere  in  der  dritten  geraden  Linie,  von  solcber  Lage 
angeben  lassen,  dass  die  durch  diese  beiden  Punkte  der  Lage  nach 
bestimmte  gerade  Linie  der  durch  das  Binfallsloth  und  seine  Ver- 
iKn^emnff  über  den  ffemeinschiiftlicbeB  Ausgaagapinkt  der  ilaei 
Linien  hraans  darg^ellten  Linie  pamUel  iat 

Nun  erhellet  aber  auf  der  Stelle  ^  dtea  aowishl- bei  der  fte^ 
flezion  *),  als  auch  bei^  der  Refraction  die  erste  und  dritte  gerade 
Linie  immer  auf  verschiedenen  oder  ^ntgegengesetzteh  Seiten  der 
durch  das  Binfallsloth  und  seine  Verlängerung  über  den  gemein- 
schaftlichen Ausgangspunkt  der  drei  Linien  hinaus  dargestellten 
Seraden  Linie  liefen,  und  dass  es  also  nie  zwei  in  der  ersten  und 
ritten  geraden  Linie  liegende  Punkte  von  solcher  Lage  ffeben 
kann,  dass  die  durch  diese  beiden  Punkte  der  Lage  nach  be- 
stimmte §rerade  Linie  der  durch  das  Einfallsloth  und  seine  Verlän- 
ferung  über  den  gemeinachäftliehen  Ausgangspunkt  der  drei  Linien 
inaus  darfjrestelltefi  geraden  Linie  parallel  ist,  indem  von  jeder 
durch  zwei  in  der  ersten  und  dntten  geraden  Linie  liegende 
Punkte  gezogenen  geraden  'Linie  die  durch  das  Binfallsloth  und 
sMne  Verlängerung   über  den   gemeinschaftlichen  Ausgangspnnkt 


*)  Man  vergleiche  Archiv.  Thl.  IL  S.  U7  die  Note. 
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hinavi  dargestellte  gerade  Lioie  offenbar  Bothwendig  geschoitteo 
werden  ^mnsa.  Daher  kann'Weder  bei  der  Reflexion,  noch  bei  der 
Eefiraction  die  Grösse  .    .« 

C08  </  C08  ß^  —  CQg  ß*  eot  g|     ' 
.  CO«  a  eos  fiC  —  cos  ß  coa  a' 

jemals  negativ  sein,  nnd  ist  folglich  in  allen  Fällen  positiv.  Hier- 
ans,  !n  verbindnng  mit  der  ersten  der  Gleichungen  36)  nnd  der 
Gleichung  34),  ergiebt  sich  auf  ganz  nnlweidentige  Weise,  dass 

sowohl  bei  der  Reflexion»  als  auch  bei  der  R^raction,  nief*=^ — -^ 

gesetzt  werden  darf,  sondern  immer 

gesetzt  werden  mnss,  wie  von  nun  an  auch  im  Laufe  der  ganzen 
folgenden  Untersuchung  immer  gescbehep  soll. 

Aus  den  drei  Gleichungen  42)  folgt,  wenn  man  dieselben  nach 
dei*  Reihe  mit 

cos  o',  cos  /^,  cos  /' 
moltiplicirt,  nnd  dann  zu  einander  addirt: 

cos  o'  cos  ttj  +  cos  ß^  cos  /?,  +  cos  /  cos  y^      . ' 
S3  --^^it^^s.Q  fsosy-f:  coa  ß  fos  /9'-Hcos  y  W9  /)   . 

+  (cos  o" -+-COS  /^^  +COS  /»)  (/»  cos  ©±1^1  — /»•  sin«»), 
and  folglich,  weil  •    « 

(COS  €^223 cos  ik  cos V  +  coa  ß  eos  |9'  +  eos  y  cos  f^ 


)cQB  0|  ;=eos  a'  oos  a,  +cos  ß'  cos  /?|,-|-cos  /  cos  /, 

cos  «'•  -h  cos  /?"  4-  cos  /»  =  1 

ist,  -     '    .  • 

cos  0,  =-^/[*  cQ(Ld  +  (f»  cos  0=fcV^lT-f*»  sin  J^»)» 

d.  i.  ' » . 

«^  46)  ctfs  ©,==fcV^l--#»  sin,««/ 

Niin  erhellet  aber  sehr  leicht  mittelst  einer  einfachen  €onstruction, 
dann  bei  der  Reflexion -die.  180*  nicht  übersteigenden  Winkel  0 
nnd  0,  immer  entweder  beide  kleiner  als  90®,  oder  beide  grösser 
als  90*  sind;  dass  dagegen  bei  der  Refraction  der  eine  dieser  bei- 
den 180*  nicht  übersteigenden  Winkel  immer  kleiner  als  90*,  der 
andere  grösser  'Als'90*  ist.  Bekoach  haben  cos  0  nnd  cos  0, 
bei  der  Reflexion  immer  gleiche,  bei  der  Refraction  immer  nn- 
ffleiche  yorzeicfaetty  und  ^s  ergehen  sich  daher  nack  46)  jetat  die 
folgenden  Regeb. 
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L    Refl«zioB» 

1)  WeDD   9<90%    dL  h.    cos   &   positiv    ist,    so   ist   aiicA 
d,  <,90^y  d,  h.  cos  9,  positiv,  und  folglicb 

cos  0,  =-hVl— /!*•  sin  ®» 

^  setoen,  also  in   den   obigen  Formeln   die  obeni.  SSeichen  zu 
nebveo. 

2)  Wenn   0>9O%   d.   h.  cos  &  negativ   ist,    so  ist  ancb 
Öi  p>M^,  d.  b.  cos  0|  negativ,  nnd  folglicb 

cos  0,  =  —  l^I— ^»  sin  ©• 

sn   setsen,   also   in    den    obigen  Formeln  die  nntern  Zeicbon  so 
nebmen, 

IL    Refractfon. 

1)  Wenn  0<9Oo,  d.  b.  cos  &  positiv  ist,  so  ist  0.>9Q% 
d.  b.  cos  01  negativ  and  folglicb 

cos  0,  =  — 1^1  — /*»  sii  0« 

sn   setxen,   also   in   den   obigeo  Formeln   die  nntem .  Zeicben  sn 
nebmen. 

2)  Wenn  0>9OS  d.  L  cos  0  negativ  ist,  stf  filt  0|<9e*, 
d.  h.  cps  0,  posifivi,  opd  folglicb 


cos 


0,  =  +  V^l— /!*•  sin  0» 


sn  setson,   alfo  in  den  obigen.  FfrineUi  die.  ^oin.  Zdiebett  sn 
nebmen.  ^ 

Wir'  sind  daber  dnrcb  die  vorbergebende  Untenncbong  jelrt 
iiberhaapt  sn  dem  folgenden  Resnltate  gelangt: 

Es  ist 
»  -  >     • 

47)  M  =  i. 

cos'0  =  cös  a  cos  v'+cos  /f  cos  /J'-l-co»  j'  cos  y' 

nnd  .    . 

cos  ttj  =— >  cos  a*4-co8  4t'(jtt  cos  0dbl/^f  —  f**  sin  0*), 
cps  /?,=—/*  cos  /}  +  co8  ß^ift  cos  0±  1^1— /n»  sin  0'), 
cos  y,  =— /»  cos  )^^coB  y'C/*  cos  0dbV^I— /»»  shi  •0*>  - 

oder 
cos  ct. -i-ü  CO«  a  ^  -  ly«  "    w    «'    aJ 
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auch 

ooi  eisdb^l--/»*  ttn  9*; 

ait  der  BettinpoDg,  das«  nan  in  diesen  Pnrmeia  im  Falle  d^r 
Reflexion  die  obern  oder  nntern  Zeichen  an  nehmen  hat,  jenach^ 
dem  9<90<'  oder  0>9O''  ist;  im  Falle  der  Reflexion  dagegen 
die  obern  oder  nntern  Zeichen  nehmen  mnss,  jenaehdem  S^W^ 
oder  ®<90»  ist. 

f.  5. 

Im  Folgenden  ü^ollen  wir  uns  nun  immer  M  ^rste  gerade 
Linie  von  einem  ffewissen  Punkte,  dessen  Coordi baten  p*  7,  r  sein 
mögen,  ansgebeDcT  denken,  und  wollen  unter  dieser  Voraussetzung, 
allen  übrigen  im  Vorhergehenden  eiuffefiihrten  Symbolen  die  ihnen 
beigelegte  Bedeutuoff  lassend »  fernernin  die  von  der  ersten  tiioie 
mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  den  Punkt  (p^)  gelegter, 
den  primitiven  Axen  der  arp%,  4»aralleler  Ax^n  '  einfjr^schlossenen, 
180*  nicht  übersteigepden  Winkel  durch  a,  ;)),  y  bezeichnen.  Dann 
mnss  man  oflfenbar  in  allen  obigen  Formeln  für  a,  /?,  /  respective 
180»  — a,  180«--/?,  im^'-^r  setsen,  und  erhäR  dadtiNsh  die  fol- 
genden Formeln. 

Die  Gleichungen  der  ersten  Linie  sind  wie  früher 


•der  auch 


'  cor  h        cos  /l         cos  /' 


da  der  Plftokf  ipqr)  auch  in  der  ersten  Linie  li^gt* 
Femer  ist: 

50)  M  =  i 

cos  9  =  — (cos  a  cos  «'•f^caB  /^eaa  /}'-<H-c«ft  r  fiot  y') 

und 
coa  a,.=3fs  coa  a-frcoa  af(f»  coa  ©dcl/1 --^fi'*  sin  3l*), 
oos  ßi=fA  cos  /f-^caa  ßXfk  «m  ßdsV^l^^fi^  sin. €|*), 
cos  y,  =f*  cos  y  +  co9  /Q»  cos  &dbV^l — /**  aUi  0») 
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abcb 

cas  0,  =±1/^1— f**  sin  ®«; 

mit  der  BeBtimmung,  dais  mair  in  diesen  FormelD  im  Falle  der  Re* 
flezion  die  obern  oder  untern  Zeichen  %a  nehmen  hat,  jenachdem 
@<90<'  oder  e>90«  ht;  im  Falle  der  Refraction  dagegen  die 
.obertt  oder  untern  Zeichen  nehmen  moBe,  jenaehdem  0  ^  W^  oder 
©<90»  ist. 

.    Eg  sei  nun 

die  Gleichung  einer  Kugelfiäche,  und  /i|,  ^j,  r^  seien  die  Coordi- 
naten  des  Dnrchs(^Dit^8punk(8  der  ersten  geraden  Linie  mit  dieser 
Kugelfläche;  8o*haben  wir  nach  49)  und  51)  zur  Bestimmung  ton 
Pif  9\9  ^i^i^  folgenden  Gleichungen: 

tos  a  eoB  ß  cos  y  ^ 

oder 


if-wy.-y^ 


r, — r 


cos  a  cos  /r  cos  /^ 

+  K-*— («.-♦•)l'a=Ä,» 
Weil  nnn  wegen  der  n^  «nten  Gleic^iangea 


cos  « 

cos  « 


ist,  so  ist  wegen  iMr  dritten  Gleicteng  ---^   ' 

bi— Z'  — («i— ;»)l'  cos  o»  I 

'H-  \{Pi—p)  cos  /r— (^,  — y)  cos  «j»[  =Ä,*  cos  a% 
4-  Ibi  -^;')  CO«'  r  — (^1  — ^}  cas  a)»). 
also,  weil  bekanntlich  '       ' 

cos  a*  +  coB  /i^  +  cos  f*  =  l 

ist, 
(^,  -/!)•— 2{(a,—j»)  cos  ft+(*,  — ^)  eöt  ß 

+  (c,  —  r)  cos  ;^}  {pt  — 1>)  cos  a 
=  |A.*-K-i,-/^)*  +  (Ä.~^J'-H(^i-r)«l|eoBa«, 
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oder,  wenn  wir  der  Kurse  wegeD 

ljSr,=(ai— ;»)  cos  a  +  (^,  — 7)  bos  ß^{c^^r)  coi  y 

setzen,^  wo  J^^  bekaDntlicb  die  Bntfemnng  des  Ponktes  (pgr)  von 
dem  Hittelpankte  (a^dje^)  der  gegebeneo  Kngelfläche  ist: 

(Pir-py—^^iiPi—p)  cos  a={Jl^^^E^^)  CO8  a». 
l^ösen  wfr  diese  qaadrMische  Gleichung  anf,  so  erlialteii  wir 

und  nach  desi  Obigen  haben  wir  daher  tiberhanpt  die  drei  foliren. 
den  Gleichnngen:  ^ 

in  denen  natürlich  die  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander  an 
beziehen  sind. 

Nehmen  wir  nun  den  nach  dem  Punkte  (p^a,rA  irezoiren 
Halbmesser  der  gegebenen    Knflrelfläche    als   Einfallslott   an, 
haben  wir  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungea: 

STi  — />!  =Ä,    COS   «', 
^.  —  ^.  =Ä|    COS  /?', 

<?,  —  r,  =/l,  cos  /i 

also 

CO.  «'  =  ^^,  CO*  /J-^^,  CO.  y^^i 
und  folglich  nach  53)  .         ^ 

icos  ^— ^.-y-(Ar.=fcV"A,»-i-ür.'-^,»)co8« 
COS  /r— ^>~y~<^-=*='^^'^-^-^-'-^.»)w^ 
cos  j^  — ^■-^-'(^'=fc^^-'-^-A-,»-|g,»)co8y 
Weil  nach  50) 

cos  9=s^(cos  a  cos  n'+cos  ß  cos  Z^'  +  cos  r  eos  /) 

TheOlY.  13 


len 
so 
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ist,  so  erhalteu  wir  aas  54)  mit  Hälfe  ^«i  58)  leicht 
5»)  cos  0i=± ^  * ^. 


Wir  wollen  nun  die  erste  gerade  Linie  imner.  den  einfallenden 
Strahl,  die  zweite  wie  früher  das  Binfallsloth ,  die  dritte  den  aus» 
fallenden  Strahl  nennen ,  und  wie  Vorher  aönebmen  >  das«  dec  ein* 
tallende  Strahl  von  dem  Punkte  {pgr)  ausgehe,  nnd  die  im  vorher- 
gehenden. Paragraphen  betrachtete  Kugelfläche  in^dem  Punkte 
\P\9\^\)  treflfe,  Jenachdem  die  concare  oder  conyexe  Seite  dieser 
Kugelfläche  der  RicLtuuff,  nach  welcher  der  einfallende  Strahl  von 
dem" Punkte  {p^r)  ausgeht,  zugekehrt  ist,  wollen  wir  sagen,  daas 
der  einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite  der  in  Rede 
stehenden  Kugelfläcbe  treffe. 

Trifft  der  einfallende  Strahl  die  concave  Seite,  so  ist  immer 
0<<9O®;  trifft  dagegen  der  einihttende  ütrahl  die  conveze  Seite, 
so  ist  immer  ®'^\fiS^\  welches  Alles  mittelst  einer  gmns  einfachen 
geometrischen  Betraehtung  leicht  erhellen  wird. 

Nach  f.  5.  sind  daher  in  den  Formeln 

cos  a,  ^  jtt  cos  a-l-  cos  a'(/»  KHpo  ö±i^l-^/it'  sin  ©•), 
cos  ßi=fA  cos  j9  +  eos  ß'ifi  cos  ©±1^1—^*  sin  0'), 
cos  y^=fA  cos  y-Hcos  /{fA  cos  0±l^l — fi^  sin  ©•) 

im  Falle'  der  Reflexion  die  obern  oder  die  untern  Zeichen  au  neh- 
men, jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  concave  oder  eonvexe 
Seite  der  in  Rede  stehenden  Kugelfläcbe  trifiit;  dagegen  sind  in 
diesen  Formeln  im  Falle  der  Refraetibn  die  obern  oder  die  untern 
Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  convexe 
oder  concave  Seite  def  in  Rede  stehenden  Kugelfläcbe  trifft 

Nefimen  wir  nun  aber  im  Folgenden  das  Einfallslotb  mit  dem 
einfallenden  Strahle  immer  auf  einer  Seite  der  zurückwerfenden 
oder  brechenden  Kuffelfläche  an,  so  muss  man  in  dem  Falle,  wo 
der  einfallende  Strahl  die  convexe  Seite  trifl%,  offenbar  in  den  obi- 
gen Formeln  statt 

G  und  u',  /J',  / 
resgective 

180«—©  und  180'>— o',  180^  — /S',  180»—/ 

setzen-,  wodurch  in  diesem.  Falle  die  obigen  Formda  ')  in  die  fol- 
genden übergehen: 

cos  »;  =/t*  cos  a-4-coa  a!(/jL  cos  ©q=l/l  — /**  'sin  ©*), 


*)  Der  obca  in  90)  fir  cos  '9  gegebene  Ausdruek  bleibt  aa^^äifdert. 
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tM  ß^:=zfk  <;os  ^H-  ton  ß^  cMb  ©  =F  V^l— /»»  «»>©*)»• 
000  y,  ss/i*  CMM  y  +  cf»  /(ßk  coi  ©=!;:  l/l  -t-  ^»  sin  ©»). 

Coter  der  gemachten  Voranssetzung  rat  daher  allgemeiD  im  Falle 
der  Reflexion  s 


cos  tt,  =f*  coä  a-|-C08  .a'{fjt  cos  0  + 1/ 1  —.  ji*»  sin  ©*), 
cos  /J,  rsf*  COÄ  ^-f*cos  |j'(^  cög'©-+iVlr-^'  »in  0»), 
cos  y^=f»  coa  ^^  +  cos  y'^fi  cos  0  +  i^l  —  f*»  sio  0'); 
and  im  Falle  der  Refraction: 

cOs  a^:=zfi  cos  a  +  cos  a'(/i*  cos  0  —  l^  1  —  fi,^  sin  0*), 
cos  ß^rssfi  cos  /9-l-cos  j9'(/i*  cos  0  —  V^l  — /t»  sin  0»), 

cos  ;",  =3f»  ^OB  yrf-co8  /*(/*  cos'© — 1/ 1  —  /»•  sin  0»), 

j   • 

Also  ist 

cos  iX|=f*  cos  a-4-cos  a'(/i*  cos  ©dbl/l — ^»  sin  0»), 
cos  ^i  =f*  cos  /?4-cos  /?(/*  cos  0±l/i  — f*?  «in  0»), 
COS  y,  =f*  cos  ;^-4-cos  /{fi  cos  0dbl/l — fk*  sin  ©•); 

wo   im  Falle   der  Reflexion    immer   die  obefo,   im  Falle   der  Re- 
fraction immer  die  nntcm  Zeichen  zn  nehmen  sind. 

In  der  Gleichung  55)  des  yortkergehenden  Paragraphen  ist  das 
obere  oder  untere  Z^eichen  zu  nehmen,  jenachdem  der  einfallende 
Strahl  die  coDcave  oder  coDve^e  Seile  der  gegebenen  Kugelfläche 
trifft.     Also  sind  auch  in  den  aus  53)  bekannten  Formeln 


cos 


r,  — r 


,cos  y 
oder  in  den  Formeln 


=  K,^yjt,-^JK,^^£,\ 


die  oben»  oder  nntern  Zeicbev  ra  Mhm«fe,  jenachdem  der  einfal- 

13* 
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lende  Sitrahl  die  cooeave  oder  oonvexe  Seite  trift.  Nehmen  wir 
niiD  aber  den  Halbmesser  R^  positiv  oder  negativ,  jenacbdem  der 
eiDfallende  Strahl  die  eoncave  oder  cöDveice  8eite  triflBt,  so  kön- 
nen wir  allgemein 

setseD;  oder' 


;»,  = /i.  +  (AT.  +  Ä,\/l  -  ^i^;^#a!)  cot  a, 

y,  =  y + (ir.  4- Ä.l/r3^?^)  ew /J, 

Halten  wir  die  vorher  wegen  des  Einfitllsloths  gegebene  Be- 
s^immnng  fest,  so  ist  offenbar,  wenn  man  /{,  immer  ds  positiv  be* 
trachtet, 

Ä,  cos  a'  =  a,  — »;s>,, 

Ry       COB     ß^=6y    ^4, 

Ri  cos  y'  =  c, — r|  * 

oder 

Ä,  cps  (ISO*  -  «0  =  -»i  -/^ w       / 

Ä,.co8  (180»— /?')  =  ^,— ^,, 
R,  cos  (180»— /)  =  Ci— r,; 

jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  eoncave  oder  conveze  Seite 
trifft;  nnd  folglich 

:izRi  cos  «'s a, — p^y 

±ili  cos  y'ssrj — r^; 

indem  man  die  obern  oder  nntern  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der 
einfallende  Strahl  die  eoncave  oder  conveze  Seite  trifft.  Nimmt 
man  aber  wie  vorher  den  Halbmesser  Ä,  positiv  oder  negativ, 
jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  eoncave  oder  conveze  Seite 
trifft,  so  ist  allgemein 

^i  CO»  ^  =  ^i—pi> 
R,  cos  /J'=*,  —  y,, 

Üt  cos /  =  C|  ^r^; 
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sbo 

«ad  folglich  «adi  dam  Obigen 


a 

COB   O'ZS 


*       oder 


,  ^p  -(JT,  ^nyi^iil^if^)  cos  « 

cos  /y= jS ^ 

cos  /  = .^ i ; 

cos  «'  =  -* — ^    jig  ' cos  «y  1  -r      j|g  a      ^' 

^   ^y^^    COS  />  J/i       g,»— A",» 

cos  /y=  '    >     ji   ^ — ^ — «o«  /^K  1 ^  ^  3  '  » 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

cos  9=:^-^  (cos  «  cos  a'-f-cos  ß  cos  /^-f-cos  /  cos"  /) 
ist,  so  erhält  man  ans  den  TOrhergehenden  Formeln  leicht 

cos  &=y  i  — ßi  t 

oder 

nnd  folglich 

Also  ist  nach  dem  Obigen  ancK 

p\  r=pJ^{I(^  +jRj  cos  @)  cos  «, 
^,  =y-|-(iSr,  +Ä,  cos  0)  cos  ft 
rjÄr  +  C^^t+Ä,  cos  9)  cos  ;". 
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♦•8. 

Es  wird  nötbig'  sein,  die  im  Vorgehenden  gefundenen  Formeln 
2ur  Bestimmung  der  Luge  des  ausfallenden  Strahles  nochmals 
übersichtlich  zusammenzustellen. 

Zum  Grunde  gelegt  wird  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  der  jpyx. 

Gegeben  sind: 
die  Coordinaten  ^,'  g^  r  des  Punktes»  von  welchen  4er  eiafalleDde 
strahl    ausgeht; 

die.  180®   nicht  Bbetsteigenden  Winkel   a,  ß^  y^  wdche  ^er  ero- 
fallende Strahl  mit  den  positiven  Th^ilen  dreier  durch    den  Punkt 
(pgr)   gelegter,  den  primitiven  Axen  der  x^  y^  %  paralleler  Axen 
^einschliesst; 

die  Gleichung  der  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kngelfläche, 
nämfich  die  Glleichuog 

(^-aJ'  +  (y-^)'4-(«-^,)»  =  Ä.% 

wo  der  Balbmesser  ,R^  als  positiv  oder  ala  negativ  betrachtet  wird, 
jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite 
dieser  Kugelfläche  triflFt. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  p^^  ^,,  r^  des  Einfallspunkts, 
in  welchem  der  einfallende  Strahl  die  gegebene  Kugelfläche  trift't, 
und  die  180**  nicht  öbersteigenden  Winkel,  welche  der,  ^on  dem 
Punkte  (^i7,r,)  ousgehende  ausfallende  Strahl  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  {pxqx^\)  gelegter  den  primitiven 
Axen  der  x^  y,  %  paralleler  Axen  einschliesst. 

Zur  Berechnung  dieser  sechs  Grössen,  durch  welche  die  Lage 
des  ausfallenden  Strahls  offenbar  vollkommen  bestimmt  wird,  hat 
n)an  nach  dem  Obigeö  die  folgenden  Formeln. 

Zuerst  berechnet  man  die  Grössen  E^^  und  K^  mittelst  del- 
Formeln 


Kx  =(«1  — fi)  cos  a  +  (^,  —7)  cos  /J  +  (c,  —  r)  cos  y; 

und  hierauf  den  180*  nicht   übersteigenden  Winkel   &  *)    mittelst 
der  Formeln 


0=,|/,_(£i±M?IEEi 


COS  ^  =  1^  * Ä~*~ 

oder 


"°®  =  V TT} 

Dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  /ij,  7^,  r^  mittelst  der  Formeln 
;>,  =;>  +  (JSr,  4-/J,  cos  B)  cos  a, 


*)  Man  siebt  übrigens  aus  dem  folgenden  Anidnicke  von  cos  e,  dass 
unter  den,  oben  gemachten  Voraussetsungen  der  Winkel  %  nie  90* 
übersteigt.' 
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^,  tBs^-*4*(ir,  -+-ili  CO«  9)  cma  ß, 
r^  =  #*  -+-  (iTj  +  Äj  cos  ©)  cos  /; 

and  hierauf  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  •',  /f,  /'  mit- 
telst der  Formeln   ,  '  ' 

co.a;::=:-^, 


cos  ß'z 


^1— Vi 


Endlich  erhält  man  die  180*  nicht  oberste igenden  Winkel  <«|,  j9i, 
/i  mittelst  der  Formeln  ^ 


I*  nicht  öbersi 

cos  a,  ==:^  cos  a  +  cos  a'(/*  cos  0±l/^l— /*•  äin  0*), 
cos  /J,  z=  ^  cos  /}  +  cos  /?'(/♦  cos  0 ± V/l— /*»  sin  0*), 
cos  y^  =f*  cos  yH-cos  ylf/*  cos  0dbl^l — f**  sin  0*); 

in  denen  im  Falle  der  Reflexion  die  obem/im  Pafle  der  Refraetioii 
die  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Durch  Einführung  einiger  Bülfswinkel  kann  man  sich  die 
Rechnung  nach  diesen  Formeln  erleichtern. 

Berechnet  »an  die  Hiilfswinkel'^  und  f  mittelst  der  Formeln 

.••  K  r  — (aj^^p)  eos  9)        (0, -^;>)  sin  9»^ 
so  ist,  wie  man  leicht  findet» 

*  ^cos  V  ' 

Nimmt  man  nun  aber,  was  offenbar  verstattet  ist,  ^ wenn 
Ä, — 7    und    ^, — r 


• 

positiv               positiv 
negativ              positiv 
negativ              negativ 
positiv               negativ 

ist,  9  so,  doss 

respeetive 

0<y<   90»,' 

90«<y<180«, 

^  •  l80«<ry<27o^ 

2W<y<3H0« 
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isti  80  hat  cos  9  mit  6, — ^  stete  einerki  Voneickea»  QDd  das 
Vorzeieben  von  tang  ^  hän^  also  bloss  yon  äi  — p  ab.  Nimmt 
man  dann  ferner  ^  stets  positiv  und  nicbt  ffrösser  als  180®,  so  hat 
cos  V  eineriei  Vorseichen  mit  a^^py  und  man  kann  also  unter 
diesen  Voraussetzungen  immer 


E,= 


COS  yß 


setzen. 

Berechnet  man  ferner  den  Hiilfswinkel  m  mittelst  der  Formel 

sin  ctf  =  f*  sin  9, 

und  nimmt  w  nicht  grösser  als  90^,  so  ist 

l/l — f**  sin  0*  =  cos  ci>, 

und  folglich,  weil 

sin  tf 

^       sin  e 

ist,  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 

^iu  <^    .  ^  s^Q  ((0=1=0) 

cos  a,  =cos  tt  ;-S-e"^<^M  ^       sin  O  ^ 

o  ^  sin  iD   ,  ^  sin  (oidsO) 

cos  ß,  =  cos  ß  -j-§+  cos  /J'  — -Te— ' 

jXn  ft»  .  .  sin  (<o  =b  O) 

CO.  y.  i=co.  y  jj^+  cob  y»  — -pe      5 

WO  im  Falle  der  Reflexion  die  obern,  im  Falle  der  Refraction  die 
untern  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

'Daher  sind  die  bequemsten  Formeln  zur  Auflösung  unserer  Auf- 
gabe die  folgenden: 

O   ^  (*l  "■  rt  <^0S  ^  ""  (a,  —  p)  8iD  y ' 

*  cos  ^' 

JK,  =(«1  — /i)  cos  a  +  (Ä,  — ^)  cos  /J-f-(^i  —  f)  cos  y; 


Bin  0=^/  — !s»  ^'  "■  **  =  f*  «n  öf 

/ij  z=;iH-(Ä',  +/t|  cos  0)  cos  a, 
^j  z=  y  +  (Ä,  -I-  Ä.  cos  0)  cos  ßy 
r,  =r  +  (iSri  +/1,  cos  0)  cos  y; 
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cos  o'=:^-^-g^", 


lin  »   .  '  .  sin  (»±6) 

C08  a.  =co8  a  -pg+cos  a'  — -pg— ,^ 

^  ^  sin  a>   .  ^  sm'(ftidbO) 

cos  /?,  Äcoa  /?  STeH-coa  ^  — -pg-,  / 

sin  »   .  .  sin  (a>dbO) 

^  Wie  die  Winkel  9,  ^,  c^  genommen  werden  müssen,  ist  aus 
dem  Obigen  bekannt;  der  Winkel  0  ist  nie  grösser  als  90*  zu 
nehmen. 

Die  Gleichungen  des  ansfislfenden  Strahls  sind 

cos  a,  cos  /^i         cos  }^|* 

Wenn  die  Gleichungen 

(^-a,)»  +  (y-^)»  +  («  — c,)»Äil,*, 
u.  s.  w. 

(4r— 0»)*  +  (y— ^A)»  +  (Ä-a)»ÄÄ*« 

mehrerer  surttckwerfenden  oder  brechenden  Kugelflächen  und  die 
Znr&ckwerfungsferhältnisae  *)  oder  die  Brechungsverhältnisse  för 
je  zwei  durch  diese  Kugelflächen  von  einander  getrennte  brechende 
Hedis^  gegeben  sind,  so  hat  es  nun  auch  nach  dem  Vorhergehen^ 
den  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  mehr,  die  zur  Bestimmung 
der  Lage  des  letzten  ausfallenden  Strahls  erforderlichen  Formeln 
zu  construiren.  Weitere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand 
und  Anwendungen  der  im  Vorhergehenden  gewonnenen  allgemei- 
nen Formeln  behalten  wir  aber  spätem  Abhandlungen  vor. 


*)  Man  Terffleiehe  über  den  hier  immer  tum  Gmnde  gelifften  allgemeinem 
Begriff  der  Zunickweildng  Archiv.  Thl.  IK  8.  147.  Kote.  / 
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XXI. 

Drei  Eigemchaften   der  Oberflächen    zweiter 
OrdDung  und  ihrer  conjugirten  Halbmesser.. 

Von 

-  Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


Wenn  die  Sumdie  der  Quadrate  der  aas  n  gegebeneor 
Punkten   auf  eine  Ebene   gefällten  Normalen  constant 


ist,    so    berüiirt    diese    Ebene    beständiff    eine    centrale 

lg,     deraji  .  fliitte 
Schwerpunkt  der  fi  Punkte   Hegt   und   deren  *Axen    mit 


Oberfläche    swetter    Ordnung,    der.«ji  .Mittelpunkt    im 


den   Hauptaxen    des   Systems   der   m  Punkte   zusammen 
fallen   (S.  Litt.  Bericht.  Nr.  XII.  S.  191.)   utad   deren   Brenn- 
punkte    eine    bestimmte    Entfernung   vom    Mittelpunkte 
haben. 

Ehe  ich  cum  Beweise  dieses  Satzee  sthreito,  rufe  ich  einige 
elementare  Sätze  Aer  analytischen  Geometrie  ins  Gedächtniss  zu- 
rück. 

Die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  •  Bezo^  Mif 
ihren  Mittelpunkt,  als  Anfangspunkt,  und  ihre  (rechtwinkligen) 
Hanptaxen>  als  Coordinatenaxen,  ist: 

1)  jTa» -h  i»/^ -f- ^?y»  an  1. 

Ihre  Halbaxen  sind  der  Reihe   nach   yji    Vß^   1/^1^«^  ""»o 

findet)  wenn  der  Reihe  nach  y=0,  «  =  0;  x  =  0,  ^=±0;  ar:;=0, 
y=0  gesetzt  wird.  Die  Gattung  der  Oberfläche  wird  leicht  an 
den  Zetcben  von  ^  jff,  C  erkannt.  Sind  alle  drei  poaitfv»  .so 
sind  alle  drei  Halbaxen  reell .  und  man  kalt  «in  EUipsoid..  Ist.  eine 
der  CTrössen  ^,  i9,  C  negativ,  so  wird  eine  Halbaxe  imaginär,  und 
die  Gleichung  gehört  einem  einhiilligen  Hyperboloid  an.  Sind  zwei 
derselben  negativ,  so. liefert  sie  ein  ^weihiilliges  «Hyperboloid. 
Differenziirt  man  die  Gleichung  1),  so  hat  man 

2)  Jada  +  Bßdß  +  C/dr = 0. 

Betrachtet  man  hier  a,  ß^  y  als  beliebig  gegeben  und  unveränder- 
lich ,  so  stellt  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  'die  Coordinaten  </a,  * 
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4^  if  «in  UBeodliek  kleines,  am  den  Pankit  (a,  |9|  y)  keinmilief^B- 
des  Stack  der  kruomeD  Oberfläche  dar.  Da  «fe  .voa  eratott  Grade  - 
ist,  so  wird  sie  die  GleichuDg  eiDer  Ebene,  welche  die  Oberfläche 
im  jPankte  (a,  /9^  y)  berührt,  wenn  ttaa'  At^tt  der  unendlich  kleinen 
>om  Berührungspunkte  an.  gezählten  Coordinatpn  da,  dß^  -d/  die 
endlichen  x  —  o,  y— /J,  » —  y  set?U,  wo  x,  y,  %  die  hulfenden 
Coordinaten  bedeuten;  nämlich 

Addirt  sali  hiec«  die  Gtetehung  1)^  so  ergielt  sich 

^      \)  Aüac^Bßy^GY%z=a\ 

als  Glekhaag  der  Tangentialeheoe  im  Pttnkte  (a,  ßt  f),  Arne 
deichuQg.stelk  sogleich  die  gaoae  Schaar  der  TaDjpetitiatebeaeJi 
vor,  wenn  man  den  a,  ß^  y  alle  möfflichen  der  Gleickung  1)  jrenü* 
genden  Werthe  giebn    Wenn  umgekehrt  die  Gleichung  e^qer  Bbene 

5)  ;9^  +  7y-h  r«  = /> 

gegeben  ist,  so  findet  man  sehr  leicht  die  zwischen  p^  q^  r,  D 
stattfindende  BediDgungsgleichopg,  damit  sie  die  Oberflädut  1)  be- 
rühre.   Es  iBiiss  nämlich  ., 

pzszAaD,  qz=zßßD,  r=  CyD 

sein;  eliminirt  man  hieraus  mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  a,  ß  und  /, 
so  bleibt  als  Bedingungsgleichung 

•  «)?+.?>?=^*- 

Bedeuten  nun  p,  ^,  r  die  Cosinus  der  Winkel,  w«lebe  eiue 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade  mit  den  Coordinatenaxea 
macht,  so  ist 

Sind  femer  a:,  y,  %  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes,  so 
bildet  sein  Leitatrahl  mit  den  Axen  Winkel,  deren  Cosinus  ke* 
zteblich  ^ 

d?   '.-  y  s 

V/a:»4-y«*^x»'   V^o?»  +y»  -h^*   V/^r'+y'+s^ 

sind.  Der  Cosinus  dks  Wiakafs,  deuj  decselba  mit  der  Geraden 
{Pi  9i  ^)  bildet,  ist  daher 


V^ir»-Hy'-H«»' 


die  Länge  des  Leitstrahls  ist  W^a?^  +  y*  +  »',  und  folglich  ist 

/Google 
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pa:^^^rM  die  Projection  deMdben  sof  die  Gerade  {p,  ^  r). 
Ba  werden  also  der  Gleiehaog  5)    :    # 

paf-^^  +  nssjD 

alle  diejeniffen  Pufikte  {a?y  y,  %)  genügen »  deren  Projectionen'  auf 
die  Gerade  {p^  7,  r)  um  D  vom  Anfangspunkt  elitfernt  sind.  Folg- 
lich ist  obige  Gleichung  diejenige  einer  Ebene,  'deren  Abstand  vom 
Anfangspunkt  gleich  /l  ist  und  deren  Normale  mit  den  Axen  Winkel  # 
von  den  Cosinus  py  g^  r  macht.  Die  Gleichung .  einer  Ebene  kann 
immer  auf  die  obige  Form  gebracht  werden;  dejsn  sollte  in  der 
Gleichung 

nicht  jg^ *  +  ^1  *  +  ^1  *  =1  «ein,  so  darf  man  nur  beide  Seiten 
durch  V/;>i*  +  y,*-f-ri»  dividiren,  um  sogleich  die  gewünschte 
Form  2U  erhalten. 

Seien  nun  ;r,,  y,,  «,;,  ^3,  y^^  %^\ Xn%  yn»  %n  die  Co- 

ordinaten  der  in  dem  Lehrsatze  gegebenen  n  Punkte;  sei  ferner 

paf'^qy^r%=iDy 

wo  /»*  -f- 7*  -f-r'=  1,  die  Gleichung  der  fraglichen  Ebene.  Wenn 
man  den  Punkt  (^iyi«i)  auf  die  Normale  (/»,  q^r)  projieirt,  so  ist 
dem  Obigen  sufolge 

der  Abstand  dieser  Projection  vom  Anfangspunkt;  mithin  ist 

der  Abstand  derselben  von  der  in  Rede  stehenden  Ebene.  Aehn- 
liche  Ausdrücke  erhält  man  für  die  übrigen  Punkte  (^ty»*s) 
Q.  s.  w. 

Wir  wollen  jetzt,  den  Lehrsatz  ein  wenig  verall^meinerndy 
die  Quadrate  dieser  Abstände  mit  beliebigen  Coef&cienten  «t^, 
M», . . . .  M»  multipliciren  und  dann  addiren.'  Auf  diese  Weise  er- 
halten wir  zwischen  den  Bestimmungsstücken  der  Ebene  [p^  q^  f, 
B)  die  folgende  Bedingung: 

+  m^{px^  +  qy^  +  r»,  —  />)» 

-I- i=^ 

H-  mn{p»n  -*-  qym  -l-  r««  —  Dy 

wo  K  eine  Constante  ist.  Bedienen  wir  uns  der  Summenzeicben 
8  und  entwickeln  wir  die  Quadrate,  so  erhalten,  wir 


10)  p^S{ma:^)  +  2qrS{my%)  —  2DpS{ma:)  l 
+  q*S(my*)  +  2rpS^m%a;)  —  "iBqSimy)!. 
+  r*S{m%*)  +  "ipqSimapy)  —  %BrS(m%)\ 


=zK 
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Denken  wir  une  nun  die  gegebenen  n  Punkte  mit  den  Mnesen 
Ml,  M,, . . .  «v»  behaftet,  und  stellen  wir  uns  den  Anfangspunkt 
und  die  Coordinatenazen  in  dem  Schwerpunkt  und  den  Haupt- 
(tr&gheiti)axen  dieses  materiellen  Systems  Tor,  so  ist  den  Elemen- 
ten der  Statik  zufolge: 

11)  S(ma)  =  S{my)=mm)=S{m^)=S{mMa:)=Sf{ma:y)^ 

Pihrt  man  femer  die  folgenden  Bezeichnungen  eiy: 

12)     P=r«(M^>),  «=:Är(«py«),  R  =  S{m%^), 

so  stellt  si<;b  die  Bedingungsgleiebnng  10)  folgendermassen  dar: 
13)    />i»  +  «y»+/lr»  +  J#i>>=Ä^, 

oder,  wegen  /i*  +  ^*  +  r*  =  1,  so: 

14)    JirZ>>  =  (^-/>);F»  +  (^-«)^«  +  (ir— Ä)r». 

Diese  Gleichuuff  hat  dem  Vorhergehenden  zufolge  genau  die  nöthige 
Form,  damit  «ne  Ebene  5)  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  be- 
rühre, deren  Mittelpunkt  und  Hauptaxeo  in  den  Anfangspunkt  und 
die  Coordinatenazen ,  d.  h.  in  den  ^  Schwerpunkt  und  nie  Haupt- 
axen  des  erwähnten  materiellen  Systems  fallen.  Hiemit  ist  der 
erste  Theil  des  Lehrsatzes  erwiesen. 

Die  Qalhazen  dieser  Oberfläche  erhält  man  dnfch  Vergleichung 
von  14)  ^it  6);  nämlich 


Nun  sind  -j^  -g^   ^>  wie  su  Anfang  erwähnt  worden,  bcfziehlich 

gleich  a%  ^*,  c',  wenn  «,  ^,  c  die  halben  Azen  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  bedeuten.   Es  sind  daher  wegen  15)  die  Differenzen 

von  der  Constanten  K  unabhängig;  woraus  wir  schltessen,  dass 
die  su  verschiedenen  Werthen  von  K  gehdrig^en  krummen  Ober- 
flächen sämmtlich  confocal  sind.  Hiermit  ist  auch,  der  zweite 
Theil  unseres  Lehrsatzes  •  erwiesen. 


U. 

Je^zwei  Ternionen  conjugirter  Halbmesser  einer 
krumm'en  Oberfläche  zweiter  Ordnung  liegen  in  einer 
Kegelfläche  zweiter  Ordnung. 

Die  allgemeine  Gleichnnfr  einer  Kegelfläche  in  Bezi^p  auf  drei  ^ 
beliebig  durch  ihre  Spitze  genende  Axen  ist 
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W«a«  die  di«i  Axett  auf  ihrer  Oberfltcb«  Hegen,  m 

1 

seio;  weil  alsdann  die  Gleicbuogen  y  =  0,  x:=0;  4=sO,  ar  =  0; 
jr=:0,  y=0  ihr  genügen  müssen.    Man  bat  daher 

'    X         y         % 

«Is  Gleichiin|f.  einer  daroh  die  drei  Coordinatenaxte  gehenden  Ke- 
gelflüche.    Die  Gerade,  deren  Gleichung 

i8t>  wird  daher  in  dieser  Fläche  liegen,  wenn  p^  q^  r  der  Gleichung  ' 

ireniigeih    .    - 

Sind  nun  (o,  /9,  y),  («',  ^,  f),  («",  /?",  f)  die  auf  der  Ober- 
liehe  Kweiter.Ordnniig 

5)  ^a»  +  Ä^»  +  Q^»  =  l 

Uoffenden  findpunkte  dreier  conjugirten  Halbnieflser»  so  ist  der  De- 
finition derselben  zufolge  die  1  (|D^entialebene  ao  eiaen  dieMr 
Punkte  parallel  nit  der  von  den  LeiUtrablen  der  beiden  anderen 

Gebildeten  Ebene.  Die  Gleichung  der  Tangentialebene  am  eriten 
unkt  ist  aber 

6)  ^a^-hiipy+-^»  =  I; 

wird  durch  den  Anfanjgfipunkt  eine  Ebene  mit.  dieser  parallel  ge- 
führt, so  ist  deren  Gleichung 

7)  ^ajv  •4*^9/^^+0'«  SS  0; 

in  dieser  Ebene  liegen  aber  der  zweite  und  dritte  Punkt.  Folg- 
lich ist  . 

'  ■  '  # 

l^aa'-4- Ä/?^+ eyy'ÄO 

und  auf  dieselbe  Art  findet  sich  noch  die  zugehörige  Gleichung    ' 
8)    jia'a''+Bß'ß'''^Cyr^  =  0. 

Fuhrt  man  nun  die  Bezeii^Qung«n 
ein,  so  kann  man  jene  drei  Gleichungen  auch  bo  schreiben: 
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p       9       Jt     V  ■ 

[a"  ^  f('  .^7^  —  ^'     •• 

«liüiili  genügen  die  drei  Pi}nkte  (a,  /»,  y)  K  /^>  f)  «  /i^>  /") 
der  GMchäiig  '      . 

ond  folglich  lieges  die  durch. sie  b^timmten  drei  covjaflnrted  Halb- 
messer auf  der  vod  dieser  Gleichung  ausgedrückteu  Kegelfläche. 
Diese  Kf^lfläcbe  geht  aber  durch  die  drei  Coordinatenaxen;  also 
lieffeD^scUesslicK  diese  ^onjugirten  Halbmesser  mit-denjeniffen»  auf 
welche  wir  die  Gleichuug  5)  bezogen  haben,  auf  einer  uoiT  dersel- 
ben Kegelfläche  zweiter  Ordnung«  ■    '     '  * 


Je  z.wei.Ternionen  c.onjugirter  Durchuiesserebenen 
einer  Oberfläche  »weitefr  Ordnung  b.erüliren  ein.eu  Ke- 
gel zweiter  Ordnung.  * 

Wenn  man  in  der  obigva  allgem<»nen  Gleicbtiog  der  Kegel« 
fläche  der  Reibe  nach  ^  =  0,  y  =  0,  «  =  0  setst^  so  eriiilit'iBasi, 
a,  /?,  ;"  fiir^,  y,  X  setzend: 

1)  JAy» -f-Za»  +  e;^o=:0 
(  Za»  +  ^/J« -i- Äo/?  z=  0. 

Jede  dieser  Gleichungen  lidiertzwai  Gerade,  als  Durchschnitte  der 
Kegelfläche  mit  den  drei  Coordinatenehenen.    Setzt  man  nun 

2)    /^  z=  MUN,  e»  z=  ANL,  Ä»  =  4Züf, 

so  werden  obige  Ausdrücke  vollständige  Quadrate  und  liefern  also 
jede  Dsr  eine  Geiade.  Doler  den  BedingiiBg^n  3)  wird  fotelicli  der 
Kegel  die  drei  Coordinatenehenen  berühren.  Man  eraäh'  ava 
ihnen 

3)    Z==fc^,  ««igvAr^ig. 

Die   oberen  Zekhea  würden  die  Gleichang  dea  Kogfels  la  einem 
.  vollständigen  Quadrate  machen;  mitbin  gelten  die  nntereil.    Nach 
Substitution  der  Wertiie  3)  hat  man 

^)     p«  -*- «•  "»^  A»  —  ^        RP        Pd 
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aU  Gleichnng  tmet  die  dm  CoordiDataiebeiieift  beriilireBden  Ke- 
gdfläcbe. 

Differentiirt  man  und  setzt  dann  o?— ^a,  ^— -/},  ««-/für  «As, 
dßy  dyy  so  wird  die  Gleichung  einer  Tangentialebene: 

+<Je  -  y  -  i)  tK=« 

oder  nach  Addition  von  4) 

»)<?-i-i)f+(i-,i-f)f 

+(i  -  #  -  !■»  f =•• 

Fuhrt  man  jetzt  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 
so  ist 

^—-ii^^^),  4i=-(«'+*^)'  i=-i(-^+«')- 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  rednsirt  sich  die  fcleichnfig  der 
Kegellftche  4)  auf 

7)    1+14.1  =  0 

und  die  ihrer  Tangentialebene  5)  auf 

Die  Ebene  {p^  g^  r),  nämlich  deren  Gleichung 

ist,  ber&hrt  daher  den  Kegel  4),  wenn,  wie  sich  durch  Vergleichulig 
yen  9)  mit  8)  findet, 

10)    l^+i  +  S:  =  « 

ist 

Für  die  Oberflkche  «weiter  Ordnung,  deren  Gleichung 

11)    Jf^>  +  J?y>-f.CSK«=sl, 

sind    folgende    die   Gleichungen    4^ier  conjugirter  Duitbmesser- 
ebenen:  ♦ 
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^«"^  ^  B^y^  €Vmss  0, , 
wenn  a,  /},  n.  t.  w.  den  Bedingnngen: 

I 

entsprechen ,  wie  ans  dem  Beweiie  znm  vorigen  Lehrsutze  erhellt. 
Wenn  man 

14)  ^w«-=l  ^»fl^=^,  c*r/r"=i 

^t^  s0  erWikiin  die  Bedingpp^en/lS)  die  Farm 

i_! I    ^  '     .       ^     — o' 
1  ,  1  ■ 1         _|V 

stellt  mun  sich  daher  iHe*  Gkichungen  If)  vnter  der  Form 
/'^  +  9V  +  f*«  =  0  Tor,  so  genügen  die  Coefficienten  von  allen 
dreien  der  Gleichong  10) 

1.1.1 


Die  drei  Ebenen  12)  berQbren  also  den  Kegel  4),  wo  P,  0,  iS 
die  Werthe  14)  haben;  also  berfihren  schliesslich  diese  drei  conju- 
girten  Dnrchmesserebenen  nebst  denen,  auf  welche  wir  die  Glei- 
chung 11)  bezogen  haben,  einen  und  denselben  Kegel  zweiter 
Ordnung..  - 

Die  beiden  Lehrsätze  II.  und  III*  können  fiir  die  vollständige 
Verallgemeinerung  des  folgenden  Satzes  von  Herrn  Steiner  (s.  des- 
sen EnCwickelunir  der  Abhängigkeit  u.  s.  w.  n.  313^  gelten: 

5Ch  „Denkt  man  sich  im  Baume  irgend. zwei  rechtwinklige 
„Coordinatensysteme  um  einen  und  denselben  Anfangspunkt  ^^  so 
„findet  Folgendes  statt; 

„Die  6  Coordinatenaxen  Die  6  Coordinatenebenen 

„liegen  allemal  in  Irgend  berühren     allemal     irgend 

„cine^  Kegelfläche    zwei-  eine   Kegelfläche  zweiten 

„ten  Grades.  Grades. 

„Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  eines  umfassenderen  Satzes.% 

Obgleich    aber   umgekehrt   aus    den  Gleichungen    13)    leicht 

hervorgeht  ^  dass  je  zweimal  drei  Seiten  einer  Kegelfläche  Immer 

als  zwei  Ternionen  zugeordneter  Halbmesser  einer  Oberfläche  zwei- 

TWUIV.  PI 
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ten  Grades  aDgeseben  werden  köim^f  so  «iod  anaere  beiden  Lehr- 
sätze doch  nur  besondere  Fälle  von  zwei  ifmiassenderen  Sätzen, 
deren  analytische  Behandlung  sehr  yerwickelt  ausfallen  dürfte,  and 
die  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit  Inittfaeilen  werde. 


XXII. 

Bestimmung    eines   Polynomlams    dnrch  Inte- 
grale  seiner  partiellen  Differentialien,   nebst 
einer  Anwendung  derselben. 

Von 

fiettn  L.  SfofirAbrugger 

>  Lehrer  der  ^M^thematik  an  d«r  Käntonssohaje  su  Aarau. 


1.    Sind  ^1,  ^„ pm  eine  Anzahl  TerSnderlicher  Grössen» 

jä\,  A\,  .A\,  I\, ;  A^\,  A'\,  A'\^., .  . .  u.  a.  w.  aber 

besj^dige  Coef&cienten,  und  ist  allgemein: 

1).:.-^=.  '  ■•  ■,., ;,. 

,^,y.»-i-^,y,y,+>',y,y«  + ;;    i 

-t-^'".^_,y,jfc,+ J«*y,»J 
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i+^»,+iy,«-3  .  jf4  +  .  . 


' "^^""^        1. 2.. ..C«-2)  («•-!)  '^^ 

7/(«t  +  <i  — 2)  (m-fr-w  —  g) (»-hi^  1 

,»+1  jH-1  «+1  jH-1  ^ 

«4-1 

+  ^»+.iy,»-V4. 1 


i^"  ^^  1.2. ..•(«--2)  {«1-1)  ^^y^^^ 

,  >^?(m-t-»~l)  («i-H<i^2)  . . . .  fa-H2)  («4-1)       ;.      j 
■*" ^^  1.2. ...(«1-2)  («i-l)  '"*"^~ ■^'»  1 

"i;t(<»-»-n-  1)  (0i4-ft-2)  .....  jn^t)  (^-f-  ly  , 
'  ^^  1.2-....(m--2)(«— Jt)-  ^ 

80  kann  gezeigt  wer#efn,  dftss*,  vrenn: 


•+^  n.8.  w.    .    . 

-4«  n. 0.W.    .    .'  . i    *    .    .    *    .    • 

14- 
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ßy.  fdy,, ...... fdy^^f^^^l^^^rly,  J%\  .  ...  6) 

gesetzt  wird,  aManli : 

FäÄ'— iS'"+Är"'«^''-|- =t=Ä±Ä'+  CoBst. . ..  7) 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  angerades,  und  da^  untere  für  ein 
gerades  #r. 

Hiebei  ist  jedoch  zn  bemerken ,  dass  bei  der  Integralion  eines 

'  jeden   partiellen   Differentials   die  Constante  jedesmal   gleich   Null 

gesetzt  werden  mnss.     Die  einzige  der  ranzen  Summe  hi  Nr.  7. 

beizufügende  Constante  ist  das  letzte  Glied  des  Ausdrucks  von  F  in 

Nr.  1.,  welches  wir  erhalten,  wenn  wiryi=y,= :=yMS=0 

Ketaen,  so  dass  also 

Const=^(- 1,2 («-2)(«^1) ) *) 

Die  Richtigkeit  der  Gleichung  Nr,  7.  könnea  wir  aus  Folgendem 
entnehmen.  Differenziiren  wir  die  Gleichung  1)  nach  einander  nach 
^19  y»9  ^49 ym\  integrireu  alsdann  di«  so  entstande- 
nen partiellen  Differentialien,  so  finden  wir: 

o)  Dass  in  der  Summe  Nr.  2.  jedes  der  Glieder,  in  welchem 

nur  eine  einzige  der  Yeränderlichen  ^g,  y,,  y,, ^  In  Ver* 

bindung  mit  einem  der  constanten  Coefficienten  A\^A'\^A'\^.... 
o.  s«  w.  enthalten  ist,  nur  einmal,  vorkommt.  Wir  finden  auch  in 
der  gleichen  Summe  S^  Nr.  2.,  dass  jedes  der  Glieder,  in  welchem 
irgend  eine  Verbindung  tou  Je  zwei  jener  Veränderliehen  vor- 
kommt, in  jener  Sufnme  zweimal  enthalten  ist.  Ebenso  kommt 
jedes   der  Glieder  der  Summe  8^^   in   dem  eine  Verbindung  von 

3,  4, m   jener    Veränderlicheji    enthalten    iat,    respective 

dmal,  4mal, ..•.•.  «tmal  vor. 

,V)  Diflierenzirren  wir  aber  die  Gleichung  1)  nach  einander  nach 

^1  und  y^\  nach  y,  und  y, ;  u.  s.  w. .  .  •  . .  nach  ^m—i  und  yml 

und  suchen  alsdann,  mit  der  Berücksichtigunsr ,  dass  wie  in  d)  bei 

jederparciellen  Integration  die  Constante  als  if  ull  genommen  wird, 

die  Werthe   der  Integrale,    welche  in   der  Summe  iS*'.  der  Nr.  3. 

vorkommen,  so  werden  wir  wieder  finden,  dass  io  der  Snmme  S" 

jedes  Glied,  in  welchem  eine  Verbindung  je  zweier  jener  Verän- 

2.1 
derlichen  vorkommt,  r-^mal  enthalten  ist;   ebenso  kömmt  in  der 

gleichen  Snmme  jedes  der  Glieder,  in  dem  eine  Verbindping  von 

5    2 
3,   4, \m  Veränderlichen    enthalten    ist,,  respektive  j-^« 
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j-^,  .  . — r-=*^ — mal   Tor;    hingegen   befindet   sieb   in   der 

Sanme  S"  kein   einziges  Glied,   welcbes   nur   eine   einzige  V.er- 
änderlicbe  entbäk* 

c)  Differenziiren  wir  ferner  die,  Gleichung '  1)  nach  einander  in 
Beziebang  auf  y,,  y»  npd  ^, ;  io  Beziehung  anf  y.,  y,  und  y«; 
u.  8.  w in  Beziehung  anf  yaih-S)  S^m— i  ond  Vm;  nebnen  als- 
dann mit  der  gleichen  Beriicksichtiffong  bei  der  Besttmmong  der 
Constanten ,  wie  hi  a)  ond  6)^  die  Integrale  jener  partiellen  Diffe- 
rentialien,  so  werden  wir  die  In  Nr.  4,  enthaltene  Summe  JSf^'  er- 
balten, und  in  dieser  so  wi^  in  den  Vorhergebend eu  bemerken, 
dass  In  ihr  kein  Glied  vorkommt,  welches  nur  eine  oder  zwei 
Veränderliche  enthält,  hingegen,  dass 

jedes  Glied,  das  drei  Veränderliche  enthält,  ,    o'i "*^'  vorkommt. 
-      vier 


fdnf 


1.2.3 
5.4,3 
1.2.3 


-       m  .  1.2.3        "" 

</)  Fahren  wir  bei  der  Bestimmung  der  übrigen  SummenjSi^, 
j9V,  tt«  0.  w.  auf  die  oben  angegebene  Art  fort^  und  differenziiren, 
wenn  wir  endlich  zur  Bestimmung  der  Summe  Si'^-^^  kommen,  die 

Gleichung  1)  in  Beziehung  anf  y,,  y»,  y,, . », y/»-i;  yi»  yi» 

y',, yiii-2,  y«;  u.  s.  w y««  ys«  y49 .y«;       , 

integriren  alsdann  wieder  die  partiellen  Differeotiale,  indem  wir 
ebenfalls  bei  jeder  Integration  die  Constante  gleich  NiilL  setaeii^  sa 
erhalten  wir  die  in  Nr.  5.  angegebene  Summe  iS^C«»— 0;  in  dieser 
Summe  kommen  keine  Glieder  vor,  die  .weniger  als  m  — 1  Verän- 
derliche enthalten;  jedes  der  mit  m — 1  Veränderlichen  behafteten 
Glieder  kommt  aber 

(w-l)(tii-2) s>2:i^,„, 

1.2 («-2)(«-A)    — !«•* 

vor;  |efta  biAgegen,   io  wekbea   die  Ausaid   der  Veränderlichen 

gl«icb  m.  ist,,  kommen  ^^^  •*(!,'— *i)-=*'>  "*■*  ^^^*  ^^  *^'*" 
liebe  Art  finden  wir  die  Summe  S(f^\  in  welcher  das  mit  m  Verän- 
derlichen behaftete  Glied  einmal  enthalten  ist.  Nehmen  wir  als- 
dann die  Glieder  sämmtlicher  Summen  S',  iS",  /SF'^ i9("«)  wie 

es  die  Zeichen  in  Nr.  7.  verlangen,  zusammen,  fugen  endlich ^dem 
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Aggregat  ooch  die  in  8)  angegebene  Consüinte  bei,  ond  bemerken 
'  bei  der  Summation  dieser  Glieder  den  bekannten  Satz,  dase: 

(i  — j)  _u_i  — Y"*       172  m  * *""" 


yrpl  ist, 


so  finden  wir,  dass  die  Gleiclinoff  in  7)  mit  der  in  1)  identisch  sei« 
II.  Dieser  durcb  die  GIejcnung  /)  ausgedrückte  Satz  lässt 
sieb  noch  sehr  erweitero.  Vm  jedoch  nicht  allzuweiÜBofig  zu  wer- 
den, können  wir,  ohne  dass  dadurch  der  AUgemeiDheit  des  Ver- 
fahrens geschadet  wird,  statt  der  m  Veränderlichen  nur  drei,  nem* 
lieh  ^,  y  und  x  nehmen;  dadurch  geht  die  Gleichung  Nr.  7.  1.  io 
folgende  über: 


^=yi«^-Hyf.*+yf.* 


-A/^ 


'■"    M 


^^      \ 1) 

+fda:  fdvf^-^ .  Ä  +  Const 

Bei  der  Bestimmung  der  Werthe  der  einzelnen  Integralien  in  die- 
ser iSleicbuog  (wobei  jedoch  jedesmal  die  Constante  gleich  Null 
gesetzt  wird),  werden  y/it  sogleich  bemerken,  dass  das  erste  or, 
das  zweite y,  und  das  dritte  %  zum  gemeinschaftlichen  Faktor  hat; 
die  Ausdrücke  für  das  4te,  5te,  6te  und  7te  lotegral  haben  aber 
reepektive  ^y,  a:%^  y%  und  a:y%  zum  gemeinschaulichen  F.aktor, 
so  dass  wir  also  petzen  konneo :  , 

wo  F*^  -P',  .......  diejenigen  Hieile  der  Werthe  von  /-rz  ^* 

f^j- .  dy^ bezeichnen,  welche  respektive  mit  dmi  Faktum 

ren  o?,  y,  u.  sw  w.  vervielfacht  sind.  Da  Dan  diesem  nach  avdh 
jP,  P\  F"',  f  u.  s.  w.  in  Beziehung  auf  ^,  y  und  %  Funlitionen 
von  gleicher  Form  sind  wie  F^  so  folgt  auch  nach  Nr.  7.  L  dass 
ebenso : 
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+ykryVy/j^ .  &  +  Co»«.) 

Aehnücbt  Ani4riicke  ^lialteo  wir  fii;r  jP',  F^^fy  /^..  Die  so  eben 
i«  ^),  3)  ffsd  4)  «Dgegebenen  Ausdrücke  könoen  wir  aucb  lekbt 
Wier  eine  Andere  Form  briogcD;  setxen  wir  nemlicb: 

s*  ist  aacb:  -—  —  ^  •'•^  *?  =  *  •  IST  ""  "ä^*  "***  **^*"^' 
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Führen  wir  diese  Wertbe  in  t)  ein,  so  ist: 

...  -A>^^i 

*  .  .  .  V  '    <» 

Ganz  auf  gleiche  Art  erhalten  wir  auch  für  J^,  /*",/'/*,/*' 
und  f  ähnliche  'Ausdrficke,  iHe  hier  von  F\  «ad 'wir  weisen  er-, 
kennen,  dass  die  aur  diese  Weise  für  F^  f\  F^  gefiindenen 
Werthe  durch  die  zweiten,  dritten,  vierten  Ableitangen  von  F  und 
durch  eine  Constante  be>timnit  sind;  ebenso  hängt  $e  Besfinifliung 
der  Werthe  von  /*,  /",  /^  von  einer  Conatanten  nnd  der  dritten, 
vierten ,  fänften ,  so  wie  die  von  f  von  der  vierten,  fünften  and 
sechsten  Ableitnnff  von  F  und  einer  Constanten  ab.  Fahren  wir 
die  gefundenen  Werthe  der  Ausdrücke  Fy  Fy  F\  f  n.  s.  w.  in 
der  uleichnng  1)  ein,  so  erhalten  wir  einen  neuen  Ausdruck, 
welcher  die  Abhängigkeit  der  Punktion  /*  von  -den  Integra- 
lien  ihrer  ersten,  zweiten,  u.  s.  w.  Ableitungen  angiebtw  Airf 
welche  Weise  dieses  Verführen  weiter  fortgesetzt  werden  kann 
ist  klar. 

IlL  Der  Tavlor'scbe  Satz  zeigt  uns,  wie  aus  der  Gleichung 
der  Fläche  die  Gleichungen  der  Oerter  der  Mittelpunkte  K^fiinden 
werden  können.  Es  ist  nemlich  bekannt,  dass  wenn  durch  jP=0 
die  Gleichung  einer  Fläche  des  isten  Grades,  und  mit  ^j,  y,,  %x 
die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  ausgedrückt  werden,  dass  ale« 
dann,  für  Hz=%mj 


^P—a   ^^^(i    «'^—n 
und  fiir  i»  =  ^'+l 

I. ' 
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die  BedinnDgügleicbnogeD  für  das  VorhaDdeoseiB  voti  Mittotpunk- 
ten  einer  rläche  des  itten  Grades  sind.  Die  GleichoBg  1).  II.  zei^^t 
uns  aber,  wie  ans  ißiner  gegebenen  Constanten,  and  den  gegebe- 
nen Wertben  der  AosdrQcke 

dF   dF   dF    ^F^    ££     rf»£       rf'i^         \ 
d%'  tfy'  da:'  dxify'  dxd%'  dyd%'  dxdgd» 

die  FnnVtion  f  oder  die  Gleicbnng  der  -Ftäcbe  des;  btea  ^(Srades 
darffestellt  werden  kann;  oder  wie  wir  mittelst  der  6leicbnngen 
1,  2,  3,  n.  s.  w.  im  Stande  sind,  ans  gegebenen  Conslante«,  .and 


d<)n  2ten,  3ten,  '4ten,  5ten  und  6ten  Ableitungen  tou  i^=0  die 
Gleicbnng  der  Fläcbe  selbst  bertusttllen.  .  Wir  ^wollen  dieses  in 
einem  Beispiel  ausftibren.  .     '        \ 

Es  seien  die  Gleicbungen 

•   .     '•  '  .         "  ..    { 

3Jb»  + /y  +  O^  +  Ar*  +  %Ea;%  +  1Dy%  1 

^«'  +  ifSf*  +  3C^>  +  2A:ry-f-2£r^«+G^  i 

aßHyJÄr-l-  ß'y-hig'=^g^=s:0  .  ,,,.5}.  „  , 

hl.  I   >     i        M 

dxdyd»  ~      \ K 

gegeben,  so -finden  wir  aus  1,  2,  3:  -.  -  ^ 
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/^  dy=sJfx*p+By''+-  Kx*y  +  JKary»  +  Qx^  +  Fy*% 
mnI  ans  4),  5),  4): 

«li^lielr  lit  Ini0  7)i 

Führen  wir  diese  Wertbe  in  die  Gleichung  1).  IL  ein»  so  erhal- 
ten wir: 

[  A%}  +  ihk^y^  Xhi^x  +  F%y^  -I-  Q%^ + Äur*  i 
^By^^My^w-k-KyxA 

F=l+Cäf\'+-J*%*+B'y^'^C'a:^'+-iyary'+-l^af%  >=80..8) 

-C'^-I-Const  1 

•  ■^  ..  f  ■         • 

,  .  •    •  *. .      •  f         ■  ' 

Wir  könneri  nnn  die  Gleichungen  1),  2)  und  3]  eis  drei  Flächen 
angehöriff  betraditett,  wif.  deren  Olieriläeh#  j[eelle  oder  TmagiDÜre 


Mittelpunkte  der  Fläche,  die  durch  die  zu  bestimmende  Gleichung 
^1=0  ausgedrückt  wud«  liegen  müssen.  Ebenso  können  die 
Gleichungeii  4),  5)^  ^)  als  Glei&nogen  von  drei  Ebenen  angesehen 
werden»  auf  denen  sich  ebeofalls  reelle  oder  imaginäre  Mittelpunkte . 


der  zu  bestimmenden  Fläche  befinden  müssen.  Der  Ausdruck  7) 
stellt  eineii  aus  jeder  d^r  drei  dteicfauiigen  4),  '5)  oder  6)  zu  er- 
haltenden, also  bekannten  CoefHcienten  vor. 

Um  die  Fläche  8)  vollends  zu  bestimmen^  können  wir  die  Be» 
dingungen  treffen,  dasn  sie  durch  einen  gegebenen  Punkt  («,  ^,  c) 
gehe,  so  dass  also: 

Jc*'+-Bc*d+Ec^a+Fc6*+Ocöa+Sem*-hBö*'^M6*m\ 
+  A"c  •+•  ß^6  +  C"a «+-  CoDst.  ) 
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Ana  dieser  Gleichnng  ergiebt  sich  der  Werth  der  Constanten.    Auf 
guis  gleiche  Art  können  wir  aus* den  3  gegebenen  Gleichungen: 

dF 

^  =  0«-H</y+^ar  +  «"=:O 9) 

dF 

^  =  c'Ä-|-Äy-ha'^  +  y'  =  0 10) 


und  der  Bedingung)  dass  die  Fläche,  deren  Gleichung  gesucht 
wird,  durch  einen  gegebenen  Pnnkt  (a,  ßy  f)  gehen  soll,  die  Glei- 
chtinff'  einer  Fläche,  zweiten  Grades  bestimnen ,  del'en  'MMtelpunkt 
auf  den  drei  Ebenen  9),  101  Und  11)  Hegt  Denn  es  ist  aus  9), 
10)  uul  11) 


"  dxdydx'^   '  ' 

Aus  9),  10),  11)  und  den   so  eben  erhaltenen  Werthen  ron  g^^ 

.^^,  u.  8,  w.  erbalien  wir^  wie  im  vorigen  Beispiel,  i^r  die  frag- 
liche Gleichung  folgende: 

-f.V4?-|-V/=0 
wo  Wir  der  Kurze  wegen 

gesetzt  haben.  '  «     /  . 

Stellt   endlich   F=Q  die   Gleichung ^  eini^r  Fläche  des  jsten 

Grades  vor,  so  kann  diese  ebenfalls  bestimmt  werden,  wenn  die 

«r^L     A      A     j  ..  .     dF   dF  dF     ^  ^  ^      .\d^P     d^F 

Werthe  der  Ausdrücke  jj^  jn,  ^,  also  «uob  4te  yan  jjV,  jjj^, 

d^ F         d^F  '■  .    '  ^ 

ÄSfe'  dicd9f&  ""^   ^^^^   eine  Constante   bekaiint.  aiad^.  die  GM- 
chuttg  1).  11.  ist  ebenfalls  zur  Bestimmung  von  F  erfordeiflich. 


<  i' 


Digitized  by 


Google 


220 


XXIII. 

Uebungsaufgaben  fftr  Schüler. 


VoB  Herrn  Do.ctor  A.  Wiegand^  Lehrer  der  Hathemntik 
an  der  RealsQbale  su  Halle. 

Denkt  man  sich  die  Kanten  einer  regulären  Pyramide,  so  wie 
aach  die  Seiten  der  Grundfläche  in  den  Znsammenstossungspank- 
ten  beweglich,  lo  wird  man  diesem  Gestelle  (am  diesen  i^urzen 
Ausdruck  zu  gebrauchen)  verschiedene  Gestalten  gehen  können, 
wobei  sich  jedoch  nur  die  Winkel  der  Grundfläche  ändern  können. 
Bringt  man  zwischen  die  Seiten  der  Grundfläche  dieses  Gestelles 
eine  Kugel  und  drückt  diese  zwischen  die  Kanten,  so  wird  die- 
selbe, wenn  sie  am^  weiteren  Vordringen  gehindert  wird 

I)  die  reguläre  Pyramide  herstellen; 

2i  die  Kanten  werden  die  Kugel  sämmtlich  berühren; 

3)  die  Berührungspunkte  werden  slmmtlich .  in  einem  Kreise 
liegen; 

4)  die  Berührungspunkte  werden  diesen  Kreis  in  n  gleiche 
Theile  theilen,  wenn  die  Grundfläche  des  Geatellev  »  Seiten  hatte. 

5)  Wie  gross  ist  der  Radius  dieses  Kreises,  wenn  der  Radius 
der  Kugel  =  r ,  die  Kanten  ^  ^|  ^,  • . .  ^n ,  die  Seiten  der 
Grundfläche  #,  #,  . . .  #m  sind! 

6)  Wie  weit  wird  die  Kugel  Tordringen,  d.  h.  wie  gross  wird 
der  Abstand  ihres  Mittelpunkts  von  der  Spitze  seint 

7)  1  Wenn  man  sich  ein  solches  Gestelle  durch  Drähte,  Stäbe 
u.  s.  w.  machen  wollte,  was  hätte  man  bei  der  Wahl  des  Winkels 
an  der  Spitze  oder  der  Seite  der  Grundfläche  zu  beachten? 

8)  Kann  man  bei  jeder  beliebig  vielseitigen  Pyramide  einen 
construirharen  Winkel  an  der  Spitze  wählen? 

9)  Welche^  Widkel  würden  die  be(|ttemsten  sein ,  w^enn  man 
sich  einen  Kreis  auf  die  angegebene  Weise  in  7,  9,  11|  13  u.  s«  w. 
gleiche  TheÜe  theilen  wollte? 

10^  Unter  welchen  Umständen  wird  die  Kugel  die  Seiten  der 
Grundfläche  berühren? 

II)  Wird  die  Kugel  die  Seiten  der  Grundfläche  und  die  Kan- 
ten zugleich  berühren  können? 

12)  Wie  werden  die  Erscheinungen  sich  abändern ,  wenn  man 
statt  der  Kugel  einen  Kegel  nimmt? 

13)  Wird  jeder  Kegel  gebraucht  werden  können? 

14)  Was  wird  eintreten,  wenn  die  Seitetalänge  des  Kegels 
gleich  der  Kante  des  Gestelles  ist?  u.  s.  w. 
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•VerMbdet  m«ii  dit  MIttelptiiikt«  4^r  dm  S«tteir«i«etf  Draieeks 
durch  gerade  LiiiieD,  sncht  In  den  enUMeMiMi  4  Dreieckett  die '4 
Migemchoeten  Punkt«  und  if^bindet  tu  tend  ävMero  Dreieekea 
die  analogen  Punkte  durch  gerade  Linien,  danp  int  zu  untersuchen: 
1)  In  welcher  Beziehung  stehen  die  Seiten  umd  Flächeninhalte 
dieser  Dreiecke  unter  sich  und  zum  ttf;9|iriinglichen  Dreiecke? 

.  2)  In  welcher  Beziehung  (ateheii  zn  den  neuen  Dreiecken  und 
zum  urspriiDfflichen  die  ausgezeichneten  Punkte  des  mittleren? 

3)  Weicne  ähnlichen  -Betraehtuagen  lassen  sjch  beim  4eck| 
5eck,  (regelmässigen  und  unregelmässigen)  «eck  anstellen? 

4)  Wenn  man  die  ausgezetchneCeit  Funkte  einei  4»e!iehigeii 
Dreieck«  mit-.d^  Winkebpi^n  deaaelbeii  verbindet  «ad  diq  aus- 
gezeichneten Punkte  der  entstandenen  3  Dreiecke  in  ähnlicher 
Weise,  wie  Torher,  i^erbltodeC,  welche 'ReaultatfegebM  dtenn  die 
den  vorigen  ähnlichen  Betrachtungen  der  entstehondennfireij^ckef ' 

5)  Wenn  man  eiü  reguläres  4eck,  5eck,  6eck,  oeck,  lOeck 
u.  s.  w.  durch  Radiew  in  4,  ft^  ^  u.  s,  w.  Dreiecke  theilt  und  ?er- 
hindet  die  entsprechendea.ausgezeichneten  Punkte  dieser  Dreiecke, 
in  welcher  Beziehung  stehen  die  durch,  ähnliche  Verbindung  der 
merkwürdigen  Punkte  entstehenden  4,  Sj,  6  • .  ecke  unter  sich  qnd 
zum  ursprünglichen? 

6)  Welche  Progressionen  ergeben  sich  bei  fortgesetzter  Ope- 
ration für  die  Flächenräumc,  Seiten  und  Radien  der  um«  Und  ein- 

.  geschriebenen  Kreise? 


I 


XXIV. 

M  i  s  c  e  ]  1  e  n. 


Auszug   aus   einem   Briefe    des   Hirrn    Professors   G.   J- 
Verdam  an  der  Universität   zu  Leiden    an  den  Herans- 
geber. 

En  developpant  pour  mes^l^ves,.  .«es  joorp.ci,  lea  nremi^res 
regles  du  ealcul  int^ral»  il  ni'a  parn,  ifue  la  «f^hercbe  de  Fiikta- 

STAle^y^ne  fait  pae  nn  cot  d!f«cepti#iny..qpaiid  ob  eavisage  la 

qUeation  d'nn  autr«  Aoint  de  vne  ^'ordinainainetit. 

Dans  tontM  les  Traif^a  on  $»  contente  de  diiw;    r  > 

puisqu.'pu  »1«^ .  ar«"+i==;(i»-+.  l)^r«<» ,  ite,  ob  en  eonclut 
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La  Tsittir  m=s^l  donlie  «i  cm  «l'ozeeftiMiy  pviaoi^ella  enlraiDe 
fin  changeneot  dass  Im  Mitare  de  la  fonctioD,  par  la  q«eHe  Tiot^- 
f^le  aat  repr^MBt^i  et  ea  elbl,  ea  mk,  par  le  calcHl  dUEfraatiel» 

que  d .  l(a:)  =  — ;  d'on,  reciproqaemeiit, 


FareilleiiieBt    ob    coBclut    de    d ,  e»  =z  e^dof^    qne    I'ob    aara 
fe'ilarSf^e'+Cf  etaiiisi  de  suite. 

D^illenn  ob  expliqae,  qne  la  ceBBid^fatiöti  d^mi  cm  d'exeep^ 
tioB  pour  la.  formnle  —  peot  6tre  6v\tie  par  Fenplai  d'uae  iat^» 
g^räle  d^ttte^  savoir: 

'  0 
doAt  la  valear  est  iBdeCerniB^  -g-  poar  «i==  —  1^   pnis   la  yraie 

valenr  /(—)  est  foBmie  par  PapplicatioB  de   la  r^gle   coBBue  da 
calcBl  diff^reBtiel 


SOBt 


Or  Bi  BB«  teile  iaversioB  de  formBles,  bi  bbo  pareille  renuirqBe 
t  B^esMires,  si  Von  part  d'oB  aatre  priBcipe.    Ce  priacipe  est 

celBi  de  l'iBt^ratioB  por  partids,  par  leqael  ob,  a  ßv ,  dm=zv  .u 

^  fmdv,    AiBsi,  par  exenple,  et  saas  avoir  egard  a  la  coBataate- 
arbitraire, 


d'OB 


et 


(1  +  «»)   /^r"  iste  =  jr»^-i, 

De  la  mdiae  maBi^re,  et  par  bbc  applicatioa  r^p^t^  dB  mdme  pria- 
cipe «B  peBt  treave^  directeneat  les  lategrales  des  fomnries  diif(^- 
reMiellea,  que  l%»a  coaaid^re   oomiae  foBdameBtaleS)   et  que  l'oa 

po^.ofdiiairattiM^  par  hnrersiett.     La  formvl^  •^  aitae  bVb  ftat 

pas  exceptioB.  A  la  t4nl^i  qaaad  dB  j  appKfiie  direetemeBt  le  dil 
priBcipe,  ob  retombe  aur  Piad^erarioatioB,  Ott  coadait  la  m^bode 
ordiBaire;  mais  riea  aVuip^cbe  de  poaer  la  yariable  o?  comme 
^taat  la  aoiaiBe  d'uae  autre  tarlable  y  et  d'aae  coBataatOy  par 
exeaipl^  TuBit^.    Faisaat  aiaai. «=l+y9\0B  aura  doFssdfff  et 
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i+y 


^*(i+*)**/(H-y)* 


'■''■•■"  ^tc    *     ; 
et  comme  la  valear  de  cette  serie  a  poor  limit^  —  /(l  —  ,_f    ) 

=  --AT:^)  =  +  ^(^+y)==+A*)»>P  PQ«™   conclnre  qne 
e'est  la  Talenr  de  rinteffrale  cberch^e. 

Comme  JetrÖHve  #e  tempe  en  temf»"da&a  tofra  Jonnial  des 
Donvelles  d^onstrations,  d^v^loppemeas  oa  ezpositions  de  Theo- 
r^es,  fbrmirles  öo  r^gleit  eimanes,  il  ne  «'ii  pärti  tHis  iniiis  intMt 
de  Tona  commmiiqiter  le  d^r^oppemeat  <S  dasM^v  bt«tl  qa*il  n^eat 
paa  difficile  de  trottrer,  daaa  plasien  .'tßaa,  ^'aoMfe  -valei  paar 
attemdre  on  bat  deja  conau,  maia  il  pourrait  qae  la  Vota,  faidH|u^ 
ci  haut,  Alt  digae  de  r^marcfae.  ' 


Dimionsprediffer  Otto  so  Stargard  bat  mir  folgende 
den  ptolernftiscbea  Lebraatz  gestütste,  also  von  trigono- 


Herr 
bloss  auf  , 

metriscbeo  Betracbtungenf  ganx   nnabl^angige  Anflösang  der' Auf- 
gabe von  der  Triseetion  des-WMwIa-mitgetheilt 

In  Taf.  11.  Fig.  15.  sei  ACB  der  in  drei  gleicbe  Theile  an 
tbeilende  Winkel^  und  um  dessen  Spitze  C  als  Mittelpunkt  mit  dem 
beliebigen  Äalbmesser  ACzszr  ein  Kreis  beschrieben.  Setzen  wir 
die  bekannten  Sehnen  AB'=^m^  BF^=^k^  den  bekannten  Durch- 
messer AF=id^  und  AD=zDE=iBEz=ia:^  AE=iBD=zf, 
so  liefert  das  in  den  Kreis  beschriebene  VlMck  ADEB  nach  dem 
ptolemSiscben  Lehrsatsfi  die  Gleiehang 

and  das  in  den  Kreis  beschriebene  Viereck  ADBF  liefert  nach 
demselben  Satze»  weil  DF^=z  \/d*  —  ae*  ist,  die  Gleiehang 

Durch  Elimination  von  y  erhilt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
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ita?,+  lÄ/iSP*  -4-«^  =  al/i/*  —  ^•.        . 
Quadrirt  man  auf  beiden  Seites»  so  kommt 

oder  X 

(Jb^  +  «»  + 11^)^»  -+-  aä^of  +  S^bfol^^*  +  flwp  ==  a^ä^y 

also,  weil,  ^*  +  0*=:i/*  ist,  wenn  man  zugleicb  durch  d  imiirtz 

a^;rV<3?M^^Ä?==  d(«»  —  AT  —  aar*). 

Quadriirt  man,  nun  auf  beiden  Seiten,  so  ergiebt  sich  nach  einigen 
leichten  Reductionen,  wobei  man  immer  zu  beachten  bat,  oass 
1^  —  >&*  =  0*  ist,  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

oder,  wenn  man  d:=z2r  setzt,  die  Gleichung  des  viertel»  Gtedes 

;  jr*  -f- «iP*  — 3r»a?»  —  2ar'ar  +  »V»  =0, 

mittelst  welcher  die.  gesuchte  Sehne  jc,  durch  die  der  dritte  Tbeil 
des  gegebenen  Wij^els  bestimmt  wird,  gef|ind/Bn  werden  muss. 

Betragt  dAr  gegebope  Winkel  zwei  rechte .  Winkel  oder  180<*, 
so  ist  m=^ir,  una  die  Gleichung  zur  Bestimmung,  der  Sehne  jp 
des  dritten  Theils  wird  nach  dem  Obigen    .     . 

jp*  •+•  2r^«  —  3r»;r»  —  4r«a?  •+•  4r*  =  0. 

Bekanntlich  ist  in  diesem  Falle  jt  =  r,  und  wirklich  ist  auch 


Berichtigungi   . 

Auf  Seite  127  hat  man  statt  Taf.  IL  überall  Taf.  III.  za  setzen. 


•»'»  .; 
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XXV. 

Bemerkungen   zu  den  Aufsätzen  XXXI.  und 

XXXII.  des  Herrn  Dr.  Schlömilch  in  ThU  III. 

S.  269  und  S.  278.  dieses  Archives. 

Von 
Herrn  Doctor  Barfuss 

zu  Weimar. 


1. 

!■  dieien  keide«  AnfräCsen  ist  Herr  Dr.  Scblömilcli  mierst  ge« 

Jen  die  Methode  der  anbeBtimniteii  Ceeffieienten  und  denn  gevear 
eo  €^ebraach  divergirender  Reiben  eufgetreten  und  hat  seine  Mei- 
nung in  Bezug  auf  den  «weiten  Punkt  durch  Beispiele  nntersttttit» 
die  ffewiss  jeden  Mathematiker  sogleich  auf  seine  Parthei  Ähren 
würden,  wenn  die  Grundlagen  der  Rechnungen  richtig  wären.  Da 
man  beut  xu  Tage  allgemein  auf  Seiten  des  Verfassers  steht  Und 
von  einer  Gegenpartbei  fast  gar  nicht  die.  Rede  ist,  so  bähe  iek 
es  für  angemessen,  dass  auch  einmal  die  letztere  ergriffen  werde, 
und  versuche  demgem&ss,  das  Irrige  der  Ansichten,  namentlich  in 
den  genannten  Aufsätzen  des  flerrn  Verfassers,  aufzuklären. 

'2. 

2uetiit  altto'  wird  gegen  die  Methode  der  unbestimmten  Coeffi- 
eienien  der  schon  wiederbolt  besprochene  Einwand  gemacht:  „dass 
B#€k  geteilt  werden  müsse,  dass  die  Function  f{a) 
durch  die  Eigenschaft»  durch  welche  dre  Entwickelung 

fema^ht  wurde,  vollkommen  ebarakterisirt  ser,  dass  es 
ein-e  aDdere  Function  ^a?)  gebe,  welche  die  nämliche 
Etgenn^bvift  besitze^  ohne  mit  /\af)  identisch  zu  sein.'^ 
Veritekeid  bler 'reckt,  so  ist  die  Meinung  die,  dass  wohl  für 
x^ei  'fflfn  versehiedefne  Punctionen  in  Folge  gemeinschaftlicher 
'fljwtadktisoker.fiitfensckaften  ein  und  dieselbe,  in  allen  ihren  Tbei- 
leir  foilk!MnmenbMimnite|>  Reibe  gefunden  werden  könnte.  Dann 
TwmT.  15 
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passt  aber  das  angeführte  Beispiel  nicht  hierher;  denn  nifisste  das- 
selbe nicht  so  gewählt  sein,  duas  durch  die  Methode  der  unbestimm- 
ten Coefficienten  für  zwei  verschiedene  Functionsformen  doch  ein 
und  dieselbe  Reihe  hervorvioffe? 

So  haben  allerdings  die  Funktionen  ^{a'  +  o"^)  und  coii  aa: 
die  Eigenschaft  gemein,  dass /l(^-f-y)-f-/'(a? — «)  :2=  2/(^) . /"(y), 
allein  diess  beweist  gar  nichts  gegen  die  Methode  der  unbestimm- 
ten Coefficienten.  Beide  Functionen  haben  die  Eigenschaft,  dass 
sie  =1  sind  für  a:  =  0  und  für  gleiche  aber  entgegengesetzte 
Werthe  von  jc  ganz  gleiche  Werthe  erhalten,  so  dass  man  für 
beide  setzen  darn 

/{a:)  =  l  -f-  ia:^  -*-  ea:^  +  da:^  -+- 

Durch  die.  gedachte  Eigenschaft  beidef  Functionen  {leslsnunt  sich 
nun  für  beide  auch  efneHei  Relation  der  ReHiencoefßdenten  ^  abef 
an€h  weiter  niehts*  Deiin  setzen  -wir  at-i^p  nnd  ss^—.p  alfttf.JH 
so  erhalten  wir  durch  leichte  RechMiqg: 

■+.  1 .  2^y'+3 . 4 .  €?a:»y»-|-5 .  6<te  V+  ••  • 
Wir  erhalten  aber  auch 


und.  wenn  wir  nnn  beide  Entwickelungen  einander  gleich  setzen, 
80  bebt  mck2/{a?)  und  IHas  lässt  sieh  mit  y*  dividiren.  Setzen 
wir  dann  noch  y  =  0,  so  wird 

=:?2^  +  2^^^»  +  2^ca7«H / 

nnd  fblglieh  ^ä=ä,  €>=t^,  ^=tT^^^'  ^' '^'  '^"'^^  ^' 
fiir  J(«J?-|-a-^)  sowohl^  als  auch  fiir  cos  aa:  die  Entwickelqng 

*-*-*^'  +  57i-^*+rT75T6**"*- 

aber  It  ht  no^h  uictit  bestimmt  und  bat  in  derThat  in  jeder  Func- 
tioD  einen  eignen  Werth^  der  uur  durch  eine  Eigenscbait  gefiuidta 
werden  kanu,  die  eine  jede  Fuocttott  als  veräctiedon  von  der  Mi« 
deren  chtiraktcrijirt. 

Hütte  aber  Herr  Dr.  Schtümjldi  nun  noch  für  beide  Fuii«tio«an 
dasselbe  it  gefundea ,  so  wnre  «ein  Beispiel  treifend  gewefie».  So* 
wird  aber  im  Beispiel e  tler  Schlusä  verfeblt.  Es  werden  dem  Ana-i 
drucke /f*r)  die  Eißenscliüfteu  beigelegt,  die  der  Functitin  a^g^ 
xukoHiaten,  und  es  linde t  sich  für  /'(>^)  eJDe  vollkumnieti  beslimaae. 
Heike,  wclehe  zeigt,  das^  jedem  bcslimmteii  Werlke  vun  j^  «Mi  ' 
bestiaimter  Wertb  von  /(^)  aogeUört^  und  dass  fi^lglach  die  Fnn^l 
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ti0ii  f{a:)  düröh  dn  ibr  bsigelegte«  Einnsokaften  vbllkommeti  be-^ 
•tiaiint  iirt.  Die  NadiweiMiiig ,  daM  /(^^r)  s=s  «rctg  ^  sei,^  bat  mit 
der  flietbode  der  aobestiaiiDteD  CoefEeientea  niebts  xu  ecbaffep. 

Und  wo  wallte  aiao  ancb  den  Beweisgruod  hemebaien,  das« 
swei  vertebiedeoe  Fooctioaen  dennocb  eiaerlei  ReiheoentwiekelaDg 
geireii  köDDiea.  Dass  eine  geaieintcbaftliebe  ayntaktitcbe  Eigen- 
■ebi^t  derselben  auch  eine  gemeiiücbafcliche  Relation  der  Coeffi- 
elenlen  in  beiden  Entwickeinngen  begründet,  ist  docb  wohl  gans 
natörlicb. 

Dennoch  aber  missen  wir  den  Gegnern  zugeben,  dass  die  Me- 
thode der  unbestimmten  Coefficieaten,  so  wie  sie  meistens  in  An- 
wendung gebracht  worden,  nicht  befHedigt;  der  Grund  dairon  ist 
aber  nicht  der  vom  Herrn  Dr.  8chlömilcb  angegebene,  sondern  ist  . 
lediglieh  in  dem  Umstände  zu  suchen,  dass,  bevor  die  Coefficienten 
berechnet  werden,  die  Form  der  Reibe  beLÖgiich  der  HauptgrÖsse 
gar  nicht  hinlänajlcb  begrÜDdet  ist.  Weil  tiir  a:=0  auch  /(a7)=0 
wird,  sagt  Herr  Dri.  Scblömilch  *),  so  darf  die  fragliche  Reihe  kein 
von  a:  freies  Glied  enthalten.  Ja  wenn  überhaupt  eine  solche  Reihe 
existirt!  Dann  ist  aber  aucb  der  Satz  nicht  richtig,  denn  oft  existi* 
ren  zwei  Reihen  neben  einander,  von  denen  /die  erste  kein  von  op 
freies  Glied  hat  und  nach  |^ositiven  Potenzen  von  or  geordnet  ist, 
während  die  andere  ein  constantes  Glied  hat  und  nach  negativen 
iPotenzen  der  HauptgrÖsse  fortschreitet.    Vor  diesem  Schlüsse  warnte 

..       •  — i. 

Vor  einiger  Zeit  ein  Engländer,  indem  er  die  Function  e   ^  als 

Beispiel  anfahrte;    dieselbe  verschwindet  für  ar==:0,  hat  aber  in 

ihrer  Entwickelnog  ein  constantes  Glied  und  ist  aud  negativen  Po«* 

tenzen  von  a:  gebildet. 

Die  Existenz  der  Reihe  moss  vor  Allem  erwiesen  sein!  und 
dieses  können  die  unbestimmten  Coefficienten  nicht  leisten.  So 
wird  der  binomische  Lehrsatz  sehr  gut  allgemein  mit  Hülfe  der 
unbestimmten  Coefficienten  bewieseli,  weil  sich  sehr  leicht  zeigea 
lässt,  dass  bei  jedem  Werthe  von  m  fUr  (1  +  ar)"*  eine  Reihe  von 
der  Form  1  -(-  ma:  -|-  Asa^  -J-  ßa^*  +  . . .  wirklich  existirt.  Die 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  soll  die  Reiiie 
nicht  erfinden,  sondern  nur  auf  eine  leichte  Weise  die 
Coefficienten  tind  ihr  Bildungsgesetz  darthun.  Hierauf 
kommt  der  Herr  Verfasser  der  gedachten  Aufsätze  später,  wo  er 
das  Beispiel  y(a;)  =  «1  sin  or  +  ar,  sin  2^  +  ....  anführt,  wirk- 
lieb zurück*  Die  Existenz  4ie8er  Reibe  bftite  erat  dafget^an  aaisi 
müssen. 

Die  Bxistenz  einer  Reihe  wird  nur  dann  mit  Evidenz  bewiesen, 
Wei|tf  sie  a«f  sehen  bekaalite  Batwickeluagen  zarückff^hrt  Wirdi  • 
DiesB  gebt  leicht  bei  dem  Binom  und  dann  bei  den  Exponential» 
fnnctionen,  nicht  aber  bei  den  Ausdrücken  sin  a:  und  cos  o:,  weil 
dieselben  niebt  durch  eine  SjfithesiB  der  allgemeiaeu  Arithmetik, 
sondern  düroh  geometrische  Abstractionen  gewonnea  worden  sind. 
Bier  könnte  man  dieWethooe  der  unbestimmten  Coefficienten  sebon 
damk  chicaniren,  dass  man  fragte,  ob  denn  auch  sin  sp  oder  to%  4f 
eiaerlei  Functionsformen  für  alle  Wertbe  von  ^  seien.    Die  geome- 


*i  Es  versteht  sieh,  dass  diese  Bebaapcung  nicht  dem  Herrn  Veifasser 
*'    sstfdera  Anderen  tur  Last  fillt. 
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trisabe  Betrachtmig  gie)>t  uns  Irafai«  besttmoitere  Relation  swisdm 
Sinns  und  Bogen  al»  die,  dasa  die  Siaua  yerschwiadender  Böfpea 
mit  den  Bögen  zusammenfallen,  oder  vielmehr,  dieser  Satz  iat  eitt 
Postulat  für  die  geometrische  Anacfaauung.  Daher  können  wir  anf 
keine  andere  Art  vom  Bogen  zum  Sinns  hinüber  geführt  werden, 
als  dureh  die  Betrachtung,  der  verschwindenden  Elemente.  Dafiir 
bieten  uns  die  leicht  zu  findenden*  Formeln  für  sin  mae  und  coaaMr 
durch  sin  a:  und  cos  op  die  Hand ,  und  es  bedarf-  der  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten  nicht.  Sind  nun  aber  die  Entwickelan- 
eo  lör  sin  a:  und  cos  j^  geliinden ,  so  erglebt  sieh  akbald  auch 
iie  Nothwendigkeit  ähnlicher  Bntwickelungen  fiir  alle  anderen  go- 
niometrischen  Ausdrücke,  und  hierfür  kann  man  sich  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  bedienen. 


fi 


i. 

Der  zweite  Vorwurf,  welcher  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  trifft,  ist  der,  dass  sie  die  Ergänzung  der  Reihe  zur 
vollständigen  Function  nicht  beachte,  woourch  die  natürliche  Be- 
stimmung der  Divergenz  oder  Convergenz  verloren  gehe.  Dieser 
Vorwurf^hängt  innig  mit  der  jetzt  allgemeinen  Ansicht  zusammen, 
dass  divergirende  Reihen  ganz  falsche  Ausdrücke  seien,  und  diese 
will  ich  daner  zuerst  zu  beleuchten  suchen. 

Es  ist  sebr^zu  billigen,  dass  man  ein  gewisses  ofk  getriebene« 
unnützes  Spiel  mit  divergirenden  Reihen  bei  Seite  setzte,,  aber  wo- 
her der  Schluss  gezogen  wurde,  dass  divergirende  Reihen  fehler- 
haft werden,  ist  nicht  abzusehen.  Wie  es  scheint,  rechnete  man 
damit  und  fand  falsche  Resultate.  Da  aber  anderseits  lauch  richtige 
Resultate  aiis  divergirenden  Reihen  hervorgingen,  so  wird  man 
veranlasst  zu  fragen ,  nach  welcher  Logik  man  den  Grund  der 
Fehler  in  der  Divergenz  finden  konnte.  Wie  es  nun  mit  Jenen 
Fehlern  etwa  stehen  mag,  davon  will  ich  ein  Beispiel  ^ehen,  indem 
.ich  die  Irrungen  aufklät«,  wodurch  Herr  Dr.  SchlÖmilch  in  seiner 
Abhandlung  auf  so  widersinnige  Resultate  durch  divergirende  Reihen 
gekommen  ist. 

Zu  diesem  Behufe  frage  ich  zuerst,  was  wird  aus  dem  Ana- 

V  cos  ÜC  ~  f)^ 

drucke  -5  =  -; — jr — ^  ^  ,     -  wenn  t^rsl  und  ;r:2=:0  ist?    Setzen 

^  1  —  2v  cos  j?  =f- 1;' 

Y^T  zuerst  r=:l,  so  wird  ^y  =  ^i,«^  cöTj?  ^^  "^  ^»  ^^^  hiernaeh  akö 

Ä=--J^fur  f^=.l  und  a:=z^.    Setzen  wir  aber  querst  ^==0,  so 

•  wird   iS^=rrj-^^  =j~-jj,    was    für    tr  =:  1    unendlich    Wird. 

Welches  Resultat  ist  nun  das  richtige? 

So  hätte  Berr  Dr.  Sclilömilch  berücksichtigen  sollen,  da«a  die 
Gleichung  ^9= cos  jp-^-^S  cos  ^  ^,  1  —  8  in  dem  Falle,  wa 
^  =  0  oder  =2ii7r  ist,  keine  Bestimmung  giebt,  dass  also  an^« 
wenn  ars:=2/t^,  cos  or  +  eos  2ar  +  cos  3a?+.  . .  .  nicht  okie 
Weiteres  =  —  j^  gesetzt  werden  durfte.  Für  diesen  Fall  Iftsat  aiek 
die  Summe  nur  bestimmen,  wenn  man  zu  einem  allgemeineren  Aus- 
drucke üherffeht,  in  welchem  der  fragliche  als  besonderer  PaH  ent- 
halten ist.  uie  Summe  1  + 1  +  1  +  •  •  *  •  iat  also  =  oo  und  nicht 
=  —  I,  und  dieses  stimmt  auf  das  Schönste  mit  anderen  Gntwioke- 
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langen,  z.  B.  mit, der  von  tzTZ  xusammen,  wenn  ar  =  l  genom- 

neu  wird. 

Uiemit  fallen  mm  «He  Argamente,  welche  der  Herr  Vecfaaier 
der  gedachten  Aufaätze  gegen  die  diyergirendeo  Reihen  angestellt 
hat    Zuerst  nämlich  ist  nicht 

i        * 

flir  jeden  Werth  von  ^,.  sondern  für  a?  =  0  wird  , 

i^=i:oo  =  1 +1 +  1  +  . .  .  ., 

wae  in  der  Ordnung  ist    F3r  jeden  andern  Werth  von  a:  aber  er- 
halten wir  dan  triviale  Resultat  qo  —  oo  -f-  oo  ^: .  •  ^ . 

Ich  komme  nun  zu  der  unter  (7)  angefahrten  Folgerung.    Der 

sm  (— j—)^ 
Ausdruck  cos  ;r+cos  2a?+  ...  H- cos  maf=s  —  |^H ^^^  ^^ — 

sagt,   dass,  wenn  eine  beliebige  Ao^iuhl  von  Gliedern   der  Reiha 
cos  a?  +  cos  2a;  +  .  •  •  •  die  s£imme  —  i  geben ,  soll ,  immer  noch 

— 5-: — ^        als  Ergänzung  hinzugefügt  werden  müsse.     Diess 

sag^  unsere  diverffirende  unendliche  Reibe  aueh  eben  so  gut    Wir, 
haben.  cosa^-f-coBZ2^-f•....+cqs  imt+cos  («+1  )<a>T|~cos(«+2)^+...... 

=  — ^y   also  wenn  wir  bei  dem  Gliede  cos  #M7  abbrechen,   dem 
Rest   R  =  cos  (js  -f-  IJ4?  +  cos  (it  -H  2)a?  +•.  ...=!—  t — 

(cos  ;r  +  cos  2^+  •  • .  .  +C08  na:)^  wir  werden  also  darauf  hin« 

Jewiesen,  die  Summirung  bis  cos  njc  \n  endlicher  Weise  zu  machen, 
edermann  sieht  ein,  dass  hier  mit  der  Supposition  «1  =  00  nicht 
mehr  ausgerichtet  wird,  als  wenn  «1  =  3  wäre,  jene  ist  nur  unbe- 
^stimmter.  Diese  Bemerkung  würde  den  Herrn  VerfasseV  nicht  auf 
sin  aoop  und  cos  ooopzssOy  sondern  auf  eine  identische  GleMiung 
geführt  haben. 

Die  unendliche  R^ihe  drückt  niphts  weiter  aus  ab  das  fint- 
wickelungsgesetz,  Mud  ihre  Bedeutung  ist  zunächst  nur  die  syntak- 
tische.   Es  ist  cos  a?+cos2Är+.*...+cosi»^— 5^^j^^^-=— I, 

und  wenn  der  Rest  noch  weiter  entwickelt  wird,  so  kommen  Glie* 
der  hinzu»  die  naph  demselben  Gesetz  gebildet  sind.  Das  Bildungs* 
ffesetz  der  Reihe  enthält  also  schon  den  Rest»  daher  dieser  wegge- 
lassen ist.  Desshalb  kann  man  aus  der  Formel  (7)  durch  die  An* 
nähme  »  =  00  nicht  auf  Eulers  Reihe  gelangen,  ohne  zugleic|i  auoh 
.den  Rest  wegzulassen.  So  aber  ist  die  unendliche,  d.  h.  die  uik- 
vollendete  oder  jinvoUendht^re,  Reihe  mit  der  endlichen  verwechselt 
worden. 

Zuletzt  wird  dip  Eolersche  Reihe  durchweine  Iqte^ation  mit 
den  Lagicangeachen  oder,  Ff^iurie^schen  Reihen  in  Verbindung  ge- 
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bracht  Der  Herr  Verfasser  bat  aber  Dar  mit  der  beacbrftnkteii 
Sammenformel  —  |  =  cos  jp  +  cos  2^  +  . . .  gerechnet,  von  wel- 
cher wir  wissen,  dass  sie  für  ;r:=0,  welchen  Werth  das  nnbe* 
stiBinite  Integral  durchlaufen  muss,  nicht  mehr  gt\t.  Daher  kann 
auch  die  Rechnung,  deren  Basis,  die  All|:enieingllkigkeil  der 
Sammenformel  ist,  nicht  richtig  sein*  Führt  man  aber  statt 
cos  jc  +  cos  ite  +  •  •  •  •  die  allgemeinere  Reihe  tf  cos  or  + 
V*  cos  %r  +  V*  cos  3a?  +  •  •  •  «    in    die  Rechnang   %in ,    deren 

Snmme  =|_g^^  coa  dp-i^t;^  **'"*  wird,  integrirt  und  setzt  dann 
€r=l,  so  wird  man  mit  anderen,  z.  B.  mit  Martin  Ohm,  das  ge- 
wünschte Resultat  mit  völliger  Allgemeinheit  erhalten. 

Also  tt^icht  in  der  Unrichtigkeit  der  divergirenden  Reihe,  son- 
dern in  der  beschränkten  Geltunjr  der  Summenformel  ist  der  Groad, 
niler  Irrungen  zu  finden.  Die  ^umme  der  Reibe  cos  jc  —  cos  2^ 
+  COS  3^ —  • . .  ^ .  wird  von  ^sO  bis  «rzisskTr  durch  \  richtig 
dargestellt,  daher  man  aucb  mit  ihr  richtige  Resultate  erhält,  wenn 
man  ihre  Anwendung  nicht  über  die  gedachten  Grenzen  ausdebbt« 
Hultiplicirt  man  z.  B.  mit  äae  und  integrirt  von  0  an,  so  erhält 
man  ^^=:sin  Jc  —  ^sin  ite+i>in  3^? —  .  • . .,  welche  Reihe  bis 
zu  =l=9r  als  richtig  anerkannt  wirdj^  aber  für  ä7sr±9r  nicht  mehr 

'jt,    eben    weil    die  Urreihe  cos^  —  cos  2;^-t-|...    für   diesen 

'erth  nicht  mehr  gilt 

Keine  unserer  Functionsformen  f{aff)  kann  unmittelbar  die 
Eigenschaft  hsbcn,  dass  sie  con8tan(=;  —  ^  fUr  jeden  Werth  von 
d?  wäre,  aber  für  ^  =  0,  ^=2«^  unendlich  würde.  Daher  Hess 
sich  auch  die  Summe  der  Reihe  cos  or  +  cos  ^  +  ^..  dicMaH- 

Semein  ausdrücken.  Wir  müssen  daher  den  fraglichen  Aus- 
ruck einem  allgemeineren  unterordnen,  in  welchem  er 
als  specieller  Fall  für  einen  gewissen  Werth  einer  ge- 
wissen Constante  enthalten  ist.  Diese  Bemerkung  ist  von 
Wichtigkeit;  so  kennen  wir  eine  Form  von  den  gedachten  Eiffen- 
Schäften  nur  mit  Hülfe  einer  CönstAnte  tfssl  etwa  In  dem  Aus- 

^"""^^  xl^ZZ'tv*  darstellen. 

4, 

Nach  diesen  Betrachtungen  kann  die  Bemerkung,  dass  die  Me- 
thode der  unbestimmten  Coefificienten  den  Rest .  der  Reihe  nicht 
brachte,  nur  noch  wenig  Bedeutung  haben;  sie  ist  aber  anch  dorch- 
»«s  grundlos.  —  Es  ist  sonderbar,  dass  während  in  der  allgemein' 
neu  Arithmetik  überall  nach  Allgemeinheit  der  Forpen  gestre^bt 
worden  ist,  dieselbe  bei  den  Reihen  gegen wäKig  so  entschieden 
Zurückgewiesen  wird.  Die  Grundoperationen  aller  '  (^Öpsenlebre 
sind  Zusammenfügen  ond  Tk-ennen,  nnd  die  daher  etitilpHnffebden 
des  Vervlelfachens  und  Theilens.  So  lange  wir  es  unmittelbar  nur 
mit  diesen  zu  ihun  baben^  sind  wir  im  Gebiete  der  ^meineb  Arith- 
metik, aber  schon  im  Beginn  der  Wisseniscbafl:  macht  sich  die 
Nothwendigkeit  grösserer  Allgemeinheit  der  Formen  geltend.  Die- 
selbe wird  nun  durch  die  grosse  Mazinre  erkalten,  dass  für'jed«» 
wede  zwei  direct  entgegengesetzte  Operationett  ei^e 
einzige  Form  gesucht  wird,  m  welcher  hti^t  enthalten 
sind«    Diess  geMiieht  zuerst  bei  der  Haltlplication,  welche  tir- 
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•priftofHitb'  dft  VmruBtfiielRnl  iili,  «iei^ila^^iUie'  geWotheiitiMiHlti^ 
plioaftllreB  a«€&  di*  OpeultidB  dcB'TbeUebt  i«  steh  kMifkiiBiii(b.  Dieae 
dlKrcnBeüie.Miillipiic^tilMif  ist  blöst  eine  t jstektii'cbo ,  öieiuyr  dead> 
hm&  ficli  to  «Bg'ii^p  ^utaritkaiitliaclicni'GruiiflopenitlQiieo  aniroUiMM» 
weil  üre.  sidi  so  iMstiumtimitder  BiMiing^  der  Zahlen  aus  dtr  Einä 
Tergtakhob) .  UlflBft.  Um  lieane  aioh  abar  der  Dateradtied.  zwisabaH 
TenrieUEttligpeödaD  und  tkiilendeD  Facitarail  a^f  ähaUoba  Wlfeiae 
diHcIrfiifcraB,  iviedar  Dnteraobied  pMitiirer  und  »efativar  Suttmeof» 
gliedes  in!  de««  AiUitioo;,  DirTbeom  der  letzteren  bringt  mab  gar 
wöbniich  erst  später,  füglicber  wiirde  man  sie  ab^r  gleich  nach  den 
festgestellten  Begriffen  des  arithmetischen  Addirens  nnd  Subtra4ii^ 
xei^s  als.  das  Mittel  liin^tell^ ,  .den  üatersehied  in  der  Operation 
4e8  Zii  -  und  Abitäklens  auizuheben  und  denselben  durch  Cnter- 
Scheidung  positiver  und  negativer  Summenglieder  wieder  zu  ge- 
winnen. Die  Potenzepiehre  schafft  alsdann  mit  Zuziehnbg  ge- 
brochener Exponenten  einen  allgemeinen  Ausdruck  fiir  die  eigent- 
liche Potenzirung  und  das  eigentliche  Wur^elausziehen,  und  durch 
Einführung  negativer  Eii^nonenteit  eindriei  Rechnungsgesetze  für 
die  MultipTicatiun  und  Division  mit  Potenzen.  Weiter  aber  ist  das 
obige  Princip  mit  Gewinn  noch  nicht  durchgeführt  worden. 

Hieraus  ersehen 'Wir  nun,  dass  in  deF  aNgemeii»ett  Arithmetik 
jede  Operation  eine  höhere  syntaktische  Bedeutung  bat,  der  die 
arithmetische  untergeordnelk  ist.  I>iese  Rohere  syntaktische  Bedeu- 
tung ist  der  Grund  aller  SchwierigUeH^ ,  aber  zugleich  auch  die 
Quelle  aller  Gleichförmigkeit  und  Einheit  und  der  meisten  heberen 
Entdefkttwgan  gewfMtn.  Wege»,  ihrer  niyni^k tischen  AllffemeixiAeit 
haben  daher  auch  unsere  F,ormeln  oft  nur  sj^ntaktische  Bedeutung 
jind.  vfM'Herendie  nriiba^Hsche  Bramchburkeitv  sie.  sind  blosse  Ei: 
guren  der  combiuatorischeb  Anulysis.  (Vergl.  ITries  mathem»  Na« 
turphilosophie).'   ',' ' 

Warum  niin  die  Reihen  in  ihrer  alTgedreltieti  syntaktr^dren  Be- 
•dentaa^  bei  Mit  schkfren.  wollen^  isl  meht  abwi^bf^.  Aßt  A»m 

'*  »V 

mtkt  sp-^op^^as*  -!-•  ..-/  die  ^twiokidvrig  von  y'_^^  UDd.nQr 

von  tliesent,  uucti  wenti  nicht  liiii^ug^efiigt  wird,  a*  oiüfitie  kleiner 
aJj»  1  »ein?  Die  Reihe  hat  vom  Stund|iunkte  dt*r  altgeinfio^n  Aritli- 
nietik  üüa  zunächiit  nur  riue  sj utuklisclif^  Bcdcufun^  durch  ihr  Est- 
wickelungs^^esrtx,  und  di^  Krage  »arh  ibr^r  Smntne  wird  hier  nrcht 
durcli  diB  Sutnuie  aller  lilioder^  sr>ndern  dtircli  die  erieugende 
Fuüctioo  heut)Uvur1et>  Ihre  urKhuii^tijsche  Bi^di^ututiii  gi'winnt  sie 
erst  duan,  wenn  sie  eanvergiri  aber  unnbhiirigig  Tou  difser  Bigen^ 
Bchuft  ist  in  ilir  Alles  durcb  Ihr  KottvickeluEigsgeaetz  u^d  fatglich 
auch  ihr  Rest  bestimmt. 

Indem  nun  di^  Reihe  eölwieket^  wird,  kommt  es  lediglich  dar- 
auf an»  das  Gesetz: ihrer  Entwiokelang  zu  finden^  lind  hierzu  kann 
der  Real  nichts  beitragen.  Die  Bestimmung  der  Convergenz  ist 
«Nie  qutcigeoid— le  ilnd  ka»ait  evst  dann  i»  rrage^  wten  die  Reibe 
arithmetische  Brauchbarkeit  gewinnen  soll.  Hier  kann  ich  wieder- 
um nicht  absehen ,  wozu  ilie  Beachtalig  deä  Restes v  nützen  solk 
Die  erzeugende  Function  ist  jedesfalls  die  wahre  Summe,  aber  ick 
kann  sie  ans  der  lleibe  tadf  dann  nähmi^g&v.eise  erhalten,  wenn 
diese  eonyergtrt,  di  h.  nicht*  wenn  4er  !ResV  verschwindet,  sondern 
wenn  er  gegen  den  Werth  der  erzeugendep  Function .  yerschwin- 
det    In  din  Fällen  alfo»  wie  der  Werth  de^'  ei^eugemMn  funetlMD 
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«nendlieh  groM  wirA,  l«r«Hht-4«r  Reit,  sieht  i»M4lkli  kkih»  §mm^ 
deni  Dur  eDdlich  im  werdett.  .  Hiernach  i  bMtinimfc  aich  der  Begriff 
der  Convergeiis  aligeeieiBer.  Die  Reihe  1-1-4.-1-4.^-  .  • .  •  diYeiw 
giA  nicht,  fdodem  convergirt,  weiL  der  Rest  gegea  ihre  SaniMe 
▼erschwiedet.  Daher  hat  PoiMon  gaas  Recht,  weno  er  sagt,  daae 
jede  Reihe  convergire,  deren  Glieder  verschwindend  klein  werden; 
und  hiernach  ist  die  Bestiaininng  der  Gooverg«ni,.:die  aan  nicht 
mit  deni  ^asasiflienzählen  unendlich  vieler  Glieder  verdrtiduMln 
niBsSy  wenigstens  nicht  schwerer  ala  mit  Beaohteiiff  des.  Restes« 

5. 

'Die  Abhandlung  XXXIL  wird'  uns  recht  klar  zeigen,  wie 
BÖthig  es  sei,  auf  die  syntaktische  Bedeutung  unserer  Formen  zu 
achten.  An  die  Spitze  stellt  Herr  Dr.  Schlömilch  den  nachher  be- 
wiesenen Satz 


0   l'^a:» 


ntt- 


nd  findet  dann  für  msbI  und  m:=%  den  Anadmek 


/. 


,~r^=*' 


„allein  wenn    man    für   .»_  -^   die   Reihe  l-+-Ä?*-|-4f*-+-. .  .v 

/-OB"     Jx 

„und  also  =  00  erhalten,  ein  ganz  falsches  Resultat.*' 

Zuerst  bemerke  ich,  dass  der  Berr  Verfasser  bei  der  Entwicke- 

Inng  des  Ausdroeks  Jz=s  j      x—x    ^*  ^**^  Sehhese,   dass  der 

Rest  allgemeiii  Terschwinde,  sich  geirrt  hat»  denn  es  wird  aUer* 

dings  die  Function      ^_^         unendlich^  nlimlleh  f&r  ^raeO  wenn 

a>\.  Für  a  =  ^  bekommt  man  das  unbestimmte  Resultat  0^, 
allein  wenn  a<<|,  so  hat  obiger  Ausdruck  allerdioes  nur  endliche 
Werthe  zwischen  ^  =  0  und  ^  =  1.  Ich  will  datier  zuerst  mit 
Berücksichtigung  des  Restes  das  Resultat  genauer  begründen  und 
zugleich  die  eigentliche  Basis  der  ganzen  Rechnung  bestimmter 
henrorheben. 
Man  hat 

JBier  erkMde  ieh  mir  nmm  .4m  xmmten  Oiiede  ^^  a     ...  UmU 
7—  %u  se$Mem  nnd  erhalte  ,\       • 

•^  — /O    1-«  /l       X^l    •  ;  . 

Man  habe  ich  identiach 
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al8o 


3-j  =  ;ir-'i  +  or^  Hr  ^  + ..- +ar-« + 


'^ßü   i  —  x         ßi       ar-l    • 
Man  bat  aber  kwiiebeo  diMeii  Grentfen  die  erste  Eefte 


die  andere  j^beir . 

1 


ake  den  Dalereehied  beider  tnz    . 

7  ""^(pn:;?  +  2»^«»  ^  s»  -  «* + "•;"*"«'  - «•^~  ^' 

daber  -.  .     i 

....  .  ^       •     ' 

um  nun  far  die  beideo  Integrale  gleich^  Grenien.jsii  e.rhalteD^ 
eetse  ich  mit  'Renm  OK' SeMöniileh  im  zweiten  -^  statt  op  «nd  er* 
halte  es  dadurch' 

Daher  erhalte  ich  für  den  Rest  der  Keihe  den  Ansdmcic     ' 

/^la:w-H«ag    "     r^x^-<^dx         r^a^  —  l     _   , ', 

welches   nun,   da  io  Felge  des  positiven  is' die  Fnnctien  "i^'^ 

swischen  07  =  0  nnd  ;r=l  immer  nur  endliche  Werthe  hat»  &r 
wachsende  m  Terschwindet.  Und  da  nun  die  ins  Unendliche  fort- 
gesetzte Reihe  A  den  J^erth^^^  ha^  so  ist     . 
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Doeb  4i«t6  Rechnung  kann  uns  hier,  nicht  ^or  Klarheit  führen^ 

wir  mässen  ihre  Grnndlage  näher  erörtern.    DA  seilen  wir  denn» 

•        I 
das«  ich,   wie  auch  .Herr  Dr.  Schlömilch,  dep  Avsdradk  z in 

I  —  d? 

"^  ,  umänderte;  was  giebt  mir  aber  dazu  ein  Recht?  Wird  denn 
hierdurch  nicht  die  Functionsform  gaas  weeentlich  abgaändertf  Ba 
ist  gar' nicht  elnMel,  ob  ich  s.  B«  /fZI^  ®^*'  —  fx'*^\  ^^^^^^* 

Dahei^  ist  4er  AusAuck    f    i^ff  ^'**   haiigipHrer;   er  hat 

bloss  eine  syntaktische  Redoutunff  und. ist  ein  arithmetischer  Un- 
sinn. Warum  derselbe  aber  loch  ohne .  we|(teve  Zusfitxe  in  die 
Lehrbücher  iiberging^  daran  ist  ledifflich  die  beschränkte  Auffassung 
des  bestimm^itt.liiti^ralea.8Qhi|l(if.:l)asselhe  isl.akht  • 

y]/(^)^F=*<^+/(-?+J^^^  . . .) 

für  Jss  ■  ^   ,    das  ist  es   nnr|    wenn    das    allgemelnä  Integral 
f{ae)dap   Tvif   alle  Wectbe   von    w^sim  hia.  ^=a^  eine  reelle 


fi 


Function  von  x  iftt  Das  bestimmte  Integral  ist  nichts  an- 
deres, als  die  Differens  sw»ier  besonderen  •  Wertha 
eines  allgemeinen,  und.diess  ist  seine  syntaktische  Redeutuog, 
der  jene  arithmetische  untergeordnet  ist.       '. ..        L      .  . 

Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck  -z — -—^   so  lässt  er  sich, 

weil  m^^n  und  beide  ganze  Zahlen  sind,  in 

Adx  B  »(ar).  dsc 

lerlegen,  Wo  ip(^)  eine  ganze  rationale 'Function' von  X  ietn  trird. 
Hier  ist  n.n».dfr  zweite  Theil  immer  dbi  Diffefeminl  lei|le^  reeUmi 
Function  Ton  orssO  bis  ar=z=oo,  nicht  so  aber  der  erste;  denn.e^ 

Äse  »    . .     I' 

ist  -r" —  =  —  </ log  (1  —  acS    und   also   nur   von   0   bis   1    reell. 

Wollte  ich  •^«"'2^^  setzen,  so  wäre  dieses  =»-i-t^  log  (o:— 1) 
und  also  nur  von  1  bis  oo  reell..  .  :•  i     *.    .  j  .    .  .1 

Ich  will  zur  besseren  Anschaulichkeit  das  B^isp'^el  /j-^^— 
wählen,  weichte  von ,  ^^^  bis  af^^  nach  df^m.  Lehrsätze 
f  y— —  == — ^-jjjjj  SO    viel    alp  j™.  werden   würde.     Aber 

ich  finde 


alsa  weun  ich  integrire 
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Bittr  i^ieb^  bu  ^  »rctg  ?pti  ^^n  ««äO  Im»  4f^Q^  de» 
Werth  sr^j  —  rTj .  -jj-  .=  jj-^,  also  dawelbe  wi^  ob^ni  ,tbor.  wm 

wir4  denn  au«'/"   5:175  + i  Jog  (1 +00-4-00»)? 

Also  diePorm  ibuss  vor  Alloii  pesicbort  sein!  wenn 
anders  nnsere  'Recfanünp^en  nicbt  sinnlos  sein  solten.    Bie  wabre 

y*  OB  jpiR— 1 V4«                                 jf 
,_^      ■  = —  ist  die,  dass  ei|  die  Dif- 
« .  tg  --  jf 

ferens  zweier  gans  verschiedener  bestimmten  Integrale  bedeutet, 
die  sieb  auf  die  Formen  f  -73 —  ^^^  /  '  _^  '  bringen  las- 
sen. Weil  nun  bier  eigentlicÜ  eiiM^  ^ndernng  der  Functionsform 
wäbrend   des   Integrirens   ei«trftj^"s0   sollte  man  .so  etwas  nicbt 

dnrcb   /^    *^    ■  atisdriicken. 

.Hier  ist. nun  klar,  worin  der  Febler  des  Herrn  Dr.  Scblömileh 
bei  der  Integration  von   /     .  _    ,  ^^  sncben  sei.    Indem  die  In- 

Jt 
teg^tion  mittels  der  Beibe  .  _    ,  =  1  -4-  ;r*  +  ;r*  + . .  •  gescbab, 

worde  die>  Functionsform  von  ^  =  0  bis  ^  =  00  beibebaltcn  und 

dadurcb    ß     ^_^,  =»  +  |oo»-|-.|oo»  +  ...  , gefunden.      Hier 

darf  icb  *n|in  nicht  darnach  fragen,  was  alle  Glieder  dieser  Reibe 

zusammengeDOmmeh'  ausmuchea,  sondern  leb  Inuis  ihre  s^rntfaktische  ' 

Bedeutung   nachweisen.     Darpach   ist  sie   die  Bntwickelubg    von 

1  |-  xp 
|log  rj~ —  für  ^z=^Qc,  und  folglich  ist 

/**    däp      *     ' /i     düp  /*•    dx 

Wenn  ich  aber   1  ^  -. — ry  >»    / ^  t     '  «  +  /-  i — TT  trenn« 


/**    dar      *       /i     /to  i^«»    «ar 


/*  90        Äx  /*  OB        ^y 

und  oacbber  —  /       ,^|  aus   /     ^_    ,  mache,  so  verftndere  ich 

die  Pundionsfprm  und  habe  zwei  gans  verschiedene  Integrale. 
Dass  ihr  Unterschied  =0  sei,  findet  man  durch  Sftbstititftion  der 
Reihen 


"^^    •••    ^    «.4  ^^  • 


;r»  —  t        x^^  x^ 
nun  sehr  Mebt,  donu  wiralUtea 
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Dasfl  abw  die  Integrale  iT'f  ^^  und  Z**^!^  wwentlich 
TerachiedeneD  Formen  aDgehöreo,  kann  man  leicht  sehen,  wenn 
Man  die  allgemeinen  integrale  sucht;  eiateres  ist  lieg  r3~>  das 

andere  ilog^ 

Anmerkung«    Meine  eignen  Ansichten  über  die  Methode  der  unbestimm- 
ten Coefficienten  darf  ich  als  hinreichend  bekennt  Toraussetsen ; 
'  immer  aber  werde  ich  such-  entgegengesetsten  Ansieht^ ,  wenn 
sie  nur  mit  WQrde  und  Ruhe  Torgetragen  werden ,  gern  Terstat-, 
ten^  sich  in  dem  Archive  geltend  zu  mschen*  G. 


XXVI. 

Goniometriscber    Zirk  e'K 

Von  d««  ■ 
Herrn,  Oberlehrer  Dr.  Br.ehpuer 

"am  Pädagogium  lu  Putbus. 


Werden  4ie  goniometriscl^en  Functioqen  eines 'und  desselben 
Winkels  m  in  einem  Zirkel  folgendermassen  neben  einander  ge^ 
stellt: 


so  lessen  sich  die  einfachen  Relationen  zwischen  ihnen  durch  fol- 
gende Gesetze  ansdrücken: 

1)  Das  Prodüct  zweier  in  Scheitelwinkeln .  stehender  Functionen 
ist  gleich  1. 

sin  or  •  cosec  ^  ss  1,  n.  s.  w. 

3)  Das  Product  zweier  über  oder  unter  derselben  Linie  stehender 
Functionen  ist  gleich  der  eingeeoUaseenen  Functfon» 


litt  «.taee  4rasi|MiK  4^»  lU^a.  W- 
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3)  Der  Qnotieni  sirrier  aalm^iiiler  PiiD«tioiidD  ht  glaM  der  «lem 
IHvidendM  tmf  der  atideree  Seite  ätiliegeiidea  Functioii»'' 

Aemerkung.  Wir  verweisen  ^i  dieser  Gelegenlieift  auf  dae 
Programoi:  Ein  Schema  zur  Krleicbterung  des  Klementar- 
aaterrichtes  in  der  Trigenometrie  V9n  Dr.  E.  W.  Grabe. 
Qassel.  1840.  Das  in  diesem  Pregramm  mitgetheilte  Schema -er- 
streckt sich  auch  auf  die  Formeln  aur  Auflösung  der  ebenen  recht- 
winkligen Dreiecke.  .  ^  .  .  . 

i». 


xxvn. 

UebM*  TbeiluiHi;  wid  Verwandlong  einiger  ebe- 
nen Figaren. 

Von 

Herrn  A,  Göpel 

la  Beriia. 


WeM  wan  H.  Gerwien^s  sinnreicbea  Aßweia  der  Gleidibett 
«wfier  Dreiecke  von  derselben  Grundlinie  und.  Höhe  Tertaitlelst 
blosser  Congruenz  weiter  yerfolgt,  so  gelangt  man.  an' nicht  mhu 
der  merkwürdigen  Tbellunffen  und  VerwanduMen.'  Die  erwähnte 
Conatmotien  besteht  im  Folgenden.  Man  lege  die  beiden  Dreieeke 
JiBC  und  ABC^  mit  ihrer  gesMinsehaftUche*  Gralidliaie  AB  an 
a0  eiaander,  daas  die  Spitzen  C  and  C*  anf  ferschiedeae  Seilen 
derselben  fallen.  Die  Verbindongaiinie  CC*  wird  dann  durch  ibnaft 
Dnrehschnittspunkt  D  mit  d^r  Grundlinie  AB  gebälCtet  Yen  D 
alehe  man  nach  den  Mitten  der  fier  äkrljgen  Seiten' der  beiden  ^e- 
l^enen  Dreiecke  gerade  Verkiiidongaliaiett.  Durch  dieselben  wird 
jedea  dieser  Dreiecke  iu'.ein  Viereck  und  awei  Dreieeke  getheik» 
die  einander  beziehlich  congrnent  sind.;  so  daas  man  also  aus  dau. 
Tbeilen  den  eiaen  Dceieeka  miltelat  geeigneter  Drehung  und  Ver* 
Schiebung  das  andere  Dreieck  ansammeliseizeo  kaan«  . 

Eine  selche  TheUung  und  Verwaadluag  VMX  eich  auch  bei. 
zrwei  beliebigen  Dreiecken  ausfahren,  die  weder  dteeelbe  Grundlinie 
noch   dieselbe  Höhe  haben,  sondern   einander  schlechthin   gleich 
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«■d.  BÜMB  JJfCuuA  JFJ»a  «cie  beiden  DMieeke»  •■#  Icmd 
man  offeelNur  immer  ein  Mittelglied  (Dreieck)  «nJEiaden,  welches 
mit  jedem  der  beiden  {[gegebenen  Dreiecke  gemeinBcheftliche  Grand* 
linie  und  Höbe  (freilich  mit  jedem  eine  andere)  bat.  Man  darf 
nur  von  jedem  Dreiecke  eine  'geeignete  Seite  z.  B.  AB  und  A^B^ 
(T^f*  l^v  Fi^«  !•)  auswählen  und  au8  ihnen  unter  ffecignetem  Win- 
kel <>?n  Dreieck  >^i^i^  bilden «  welches  mit  ABc  die  Grundlinie 
AS  tand  mit  \/^'ir'^'' die  Grundlinie  A'B'  gemeinschaMicb  bat. 
Führt  man  nun.  der  obigen  Methode  auforiffe,  die  thellenden  Gera- 
den fdr  die  beiden  Dreiecke  ABC  und  ABB'  ans,  so  werden  die* 
selben  hiedurdi  in  die  nöthigen  Theile  zerlegt,  um  das  eine  in 
das.  andere  verwandeln  zu  können.  Die  Theile  des  Dreiecks  u^^iV' 
werden  durch  eine  nochmalige  Anwendung  derselben  Construction 
in  Bezug  auf  die  Dreiecke  ABB'  und  A'B'C  wiederum  in  Theile 
lerlegt.  Wenn  man  nun  die  letztere  Theilung  auf  die  schon  vor- 
handenen Theile  des  Dreiecks  ^ABV  tiberträgt  und  wenn  man  um* . 
gekehrt  die  erste  Theilung  von  ABC  und  ABB'  auf  das  Dreieck 
A'B'C  ausdehnt,  .welche  Construction  in  der  Figur  zu  erblicken 
ist,  so  sind  offenbar  die  entstahdenen  Tbeilungen  hinlänglich,  nicht 
9ur  um  aus  den  Theilen  von  ABC  der  Reihe  nach  die  Dreiecke 
ABB*  und  A'B'C  zu  bilden,  sondern  auch  um  das  Dreieck  ABC 
unmittelbar  in  das  Dreieck  ABC  z«  verwandeln.  In  der  Figur 
sind  di^  congruenten  Theile  dorcb  dieselben  Buchstaben  a,  /?, . . . 
bezeichnet. 

Es  ist  nun  klar,  dass*man  aucH  die  Gleiebbeit  sw^er  ParaRe« 
logramme  durch  Congrueos  nachweiaep  kann.  Man  braucht  zu 
dem  Ende  nur  jedes  derselben  durch  «ine  Diagonale  in  zwei 
Dreiecke  zu  theilen,  und  auf  jedes  dieser  Dreiecke  die  beschriebene . 
Theilung  anzuwenden.  Wenn  man  aber  in  Taf.lV.  Fig.l.  die  Paralle- 
logramme über  AB  und  AB'  vollendet  und  in  jedem  der  hinzu* 
tretenden  Dreiecke  dieselbe  Tbeilunp;  anbringt,  so  ^ wird  man  ge- 
wahr«  dass  sich  die  Sache  vidi  einlacher  gestalten  lässt.  In  den 
beiden  Parallelogrammen  BD  und  BD^  haben  nämlich  einerseits 
die  Theile  i^  a,  C  und  andererseits  die  Theile  /,  /?,  c  dieselbe 
Lage  in  Beziehung  auf  einander.  Man  kann  sie  daher  beziehlicb 
zusammiBufassen  und  braucht  sie,  um  das  Parallelogramm  BD  in 
Aas  ParaRekogramm  B?D^  «n  verwandeln,  nicht  erst  i«  ibre  Theile 
^  ii  i  ^der  y^  /?,  t  zu  zerlegen.  Es  ergiebt  sieb  daher  die  fol- 
gewile  eonstvnctien  (Taf.  1¥.  Fig.  %). 

„€m  das  Parallelogramm  BD  in  das  Parallelogramm  'B*jy  tu 
»»verwandeln ,  ziehe  man  durch  die  Mitte  viii  BD  eine  Gerade 
^»dergestalt,  dass  das  aaf  ibr  von  einem  Seitennaare  (s.  B.  AB 
»»nnd  CDi  abgescbnitlene  Stvek;  einer  9eite  (z.  B<  AB')  des  Pa^ 
f^ralielegramms  B'D'  gleich  wird.  Von-  den  Mitten  des  andereli 
,iSeitenpaarea  (also  ADf  DC)  fSllle  man  «auf  diese  Gerade  zwei 
^aidere  Gerade  unter  dem  Parallelegramm- Winkel  von  B'D^. 
„Darob  diese  drei  Gerade  wird  das  Parallelogramm  BD  in  solche 
^^tioke  {jj^beilt  werden,  dass  sieb  aas  ihnen  dmi  Parallelogramai 
9^B'D'  zueammensetsen  liasl>* 

Vermittelst  dieter  Construc^mi  kami>'matrf  oflenbar  aacb  dea 
pytbagoräiscben  Lehrsatz  dumdi  dougivenv '•  beweisen »  wenn  ma« 
auf  Buklidiscbe  Weise  das  llnadrat  der  üypotenuse  •  a^t  der  Höhe 
dea  reefatwinkligen  Dreiecks  in  awei  Reebteoke  aeilegt,  welcbe  de» 
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J^adraten  der  beiden  Katheten  bexiehlieh  gleich  eind.    In  diesen 
alle  lässt  eich  die  Gonatruelion  elöfaeb  so  aoffeben: 

„Dureh  die  Mitte  des  doadrats  BD  (Tat,  iV.  Fisr.  3.)  siebe 

,,oiaa  eine  Parallele  mit  der  Bypötenuse,  und  aar  diese  Pa-*- 

,  ^ralleie  f&lle'  obho  von  den  Mitten  der  Seiten  ßC  nnd  DB 

„zwei    Perpendikel;    so    wird    man    aus   den    entstandenen 

'  ,;8(ücken    durch   Drehung   und  Verschiebung  daa  Rechteck 

'       '     „CF  ^USämmeosetzen  können.** 

Dasselbe  gilt  natürlich  an^h  von  d^m  llnadrate  der  kleineren  Ka- 
tbete ,  nnr  dass  man  hier  auch  subtracti ve  Stncke  in.  Betracht  su 
sieben  hat. 

Eine  andere  Verwandlung  des  Quadrats  der  Hj|iotenuse  in  die 
MdeJi  %aadfftttt  der^Katbet^,  wobei  nlif  eia^  p  erat  tele  Vett 
«tobiebiin^  nöthlg  ist,  tebrea  Pig.  4/ und  Fig.  5.  auf  Taf.  If.  Sie 
sM'ehne  weitere  CrMUiterang  yerstittdlieb'. 

Den  Beweis  fiir  alles  Vorstehende  wird  man  mir  erlassen. 


\r''-\:-  xxvni.;- 

]Deber  die  Berephnung  des  EÜasticitats-Modolut 
«US  direeten  D^noDgsvcFsaeheii/ 

•'  •       Von  dem  :       .   j 

'Pirm  Fabrikcn-Commisöfonsräth  A.  P,  W.  Bftx. 

sn  Berlin. 


Bei  der  Hereebvnng  der  Btastleität  prlsaratifteber  Kdr|ier;  die 
dnrcb  gegeb(ine  Krftfte  nach  der  Bicbtnng  fbrer  Länge  {^pannt 
werden,  gebt  mam-  bekanntlicb  tou  dem  durch  die  Erfahrung  he» 
■mtlgtea  Gesetie  aas«  -dass  unter  iihrtgens  gleichen  Umstünden  dier 
beobachteten  LäDgendebnungen,  sofern  sie  die  sotfetaannte  Blastici*' 
tatogveiM^ 'UMit'  iibefsehreiten,  den  afannenden  Kräften  und  den 
Längen  der  Prismen  direct»  den  Querschnitten  derselben  aber  um- 

Sekehrt  proportional  sind.     Beseichnet-  also  A  die  Länge,  m  de» 
tuerschnitt  eines  Prismas,  nnd  ist  %  die  Ausdehnung,  welche  das- 
8elli|<^  jfrlei^^t,  sobald  ea  einer  J^ngenapa^auog'  asl*.  onterwor^ 

JPl 
wiM,  solit'X  deir  GrSsse  -^  proportional,' und  es  findet  daher  die 

Gleichung  Statt:  .  •         .i 
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wario  fk  einen  ErfahrnngscoefGcieoten  bezeicbnet^  4er  nur  von  der 
pbjsificlien  Bescbaffenheit  des  Körpers  abbänsig^  jFUr  Körper  einer* 
lei  Art  also  konstant  ist.  Man  nennt  ifao  bekanntlich  aen  Elasti- 
citäts-Hodulus,  und  um  seinen  numeriscbenWertb  für  irgend 
eine  gegebene  Substanz  durch  direete  Dehnungsiferfiicbe  «n  ennit- 
teljp,  dient  die  Formel  .»•;...; 

i«  wdcher iP,  f  und  a  bekannte,  dem  Vev^aehA  %vm,  Gmnde  (jfo- 
legte. Crossen  bedeuten^  während  %  die  beobachtete  Oehoiiiijff  ist» 
die  jedoch  wieder  yerscbwindem  mnss,  sobald  die.Spaiuiuiig  x^jkw£- 
gehoben  wird. 

Bei  den  auf  Veranlassung  Eines  Hohen  Finaozministerii  unter 
meiner  Leimngr  im  Königlichen  Gewerbe  «Institut  angestellten  Ver- 
suchen über  die  Pestigrkeit  verschiedener  Baumaterialien  kamen 
unter  Andern  auch  schmiedeeiserne  Rundstangen  bis  zu  einer 
Stärke  von  etwa  1^  Zoll  mittleren  Durchmesser  zur  Anwendung, 
um  sie  in  Bezug  auf  ihr  elastisches  Verhalten  bei  einer  gewissen 
Längenspannung  zu  prüfen.  Da  aber  viele  von  dieses  Stangen 
nicht  an  allen  Stellen  denselben  Durchmesser  hatten,  so  kam  es 
darauf  an,  eine  Methode  zu  ermitteln,  durch  welche  der  Elasticitäts* 
Modulus  genauer  gefunden  werden  konnte,  als  nach  dem  gewöhn« 
liehen  Verfahren ,  bei  welch^i^;  die 'Stanj^e  als  ein  Cylinder  voraub- 
gesetzt  wird,  dessen  Durch mestfei'  dem  mittlered  Durchmesser  der 

feprüften  Stange  gleich  *i«t.  Das  Cng^niigende  dieses  Verfahrenp 
at'Si^ott  Lagerbjelffl  erkannt,  weshalb  er  oei  sieinen  Versuch eif  ^ 
diejenigen  sSt^ng!^»).  welche  nicht  überidi  dewslben  jtarchmesser 
zeigten,  als  eine  Aneinanderfiigung  mehrerer  Cylinder  von  verschie* 
denen  Durchmessern  betrachtete,  np4  darauf  dfie  Berechnung  ihrer 
Längendehnung  basirte. 

Das;  ZU;  gTeiebe»  Zwecke  von  mir  ri  Anwendung  ^(»i^a^hte 
Verfahren/ welches' den  Gegenstand  dieser  Mittheiluug  bildet,  be- 
steht im  Folgenden: 

Man  deiäe  sich  die  Stange  in  u  gleiche  Theile  getheilt,  und 
in  den  Theilpunkten  die  Querschnitte  bestimmt,  welche  sämmtlich 
als  verschieden  vorausgesetzt  werden.  Betrachtet  man  demnächst 
jeden  dieser  Theile  als  einen  abgekürzten  Kegel,  und  berechnet 
'nifter.  dieser  Voraussetzung  di^lHhpiungen  nUer  «einkelner  .Tfeetle, 
«o  »uss  deren  SumvM  ifleich  der  beobucbteten  Oehnnng  der  .|peii-« 
zeu  Stange  sein.  Auf  diesem  VVe^e  gelangt  imiui.  zu;  oinei«  Viel? 
«bttug,  aus  welpher  .sodapn  der  £MisticiläA$,-J)|«)dubHs. leicht  gefiu»- 
den  werden;  kann.  ,  .*,»•::. 

i:   ,  IJm  .die«  Verfabrep  in  Ausübung  an  bringen»,' kpMite'ivi  «iwäih 


»•)  Peter  Lai^erii^lin'*.  Versuche  zur  BfestittmiiiiTg*  def 'Dicbtli^fti'Olfeichar^ 
tigkeic,  Elasucitat  u.  s.  w»  des  gewalzten -i]q4  geschnued^teiv^ubeis^s« 
Aas  dem  Schwedfschen  übersetzt  von -Dr.  X  W.  PfäR'  Niirnberg. 
1829.  Seite  134.       '  :].:;j::   .;.:ii    :      ) 
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dlenit  diiraiif  ao,  die  Dehnuog  eine«  abgekiirsten  Kegels  so  berech- 
nea,  welche  eich  folffendemassen  gestaltet: 

Der  grösseres  Allgeoieiiiheit  wegen  setzen  wir  eine  ahgekürste 
Pyramide  voraus,  deren  parallele  Bndflächen  mit  a  und  nf  bezeich- 
net werden  sollen.  Es  sei  /  die  Länge  dieses  Körpers  und  X  die 
Dehnung»  welche  durch  eine,  nach  der  Richtung  seiner  Schwer-> 
punktsachse  wirkende  Kraft  P  henrorgebracht  worden  ist.  Man 
denke  sich  von  a  ans  ein  unbestimmtes  Stück,  =:ar  auf  der  Achse 
abgeschnitten,  und  bezeichne  den  Querschnitt  der  Pyramide  im  Bnd- 
punkte von  ^  mit  y,  JtVLt  Bestimmung  dieses  Querschnittes  hat 
man  dann  die  Gleichung 

=  /l/^— ^(V/a— I/o'); 
ans  welcher  «ich  demnächst  ergiebl: 

y=i  (/k'a- *(i/f  -  iZ-r-))». 

Beaeichnet  nun  %x  die  Dehnung  des  in  Rede  befindlichen  Körpers 
anf  die  Länge  off^  dann  ist  dkx  die  dem  Increment  ifcr,  zukommende 
Dehnung,  und  dafür  kann  nun  nach  (1)  die  Gleichung  aufgestellt 
werden :  : . 

m  .  ifKx  =  — j — • 

Aus  ihr  ergiebt  sich,  nach  Binsetzung  des  obigen  Ausdruckes  von  y, 

^         PP  da: 

dXx=—'' 


{j\/a  —  xiya  —  V/O)»  • 
also 


^•^  m  J ^{^a  —  a:i\/a^ 


vä)y 


Vollfiih^t  man  die  hier  angedeutete ,  Integration  zwischen  den  be- 
zeichneten Grenzen,  was  keine  Schwierigkeiten  hat,  so  findet  man 


3)    X  = 


«»        1  PI 


m 


^^'^'        nt/rnä' 


Die   Dehniuig^    der    abgekürzten  Pyramide   ist   demnach 
'    der  eines  Prismas  gleich,  dessen  Querschnitt  das  geo- 
metrische Mittel    zwischen  den  Bndflächen   des   ersten. 
Körper.r  ist»  , 

Ist  die  Rede  von  einem  abgekürzten  Kegel .  und  'man  4»ezei€h- 

*net  die  den  Endflächen  a  und  al  zugehörigen  Durchmesser  besüff* 

lieh  mit  d  und  if,  so  verwandelt  sich  die  vorige  Formel  in  folgende 

Zur  Anwendung  der  letaten  Formel  auf  den  mir  bei  den  Ver- 
TMllV.  16 
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sucheii  vorgelegfenen  beaondern  Fall  seien  bod  d^^d^^  d^y.,.dn^  «(ki-i 
die  verschiedeoen,  io  deo  «»  +  1  Theil|innkteD  geMeflseoen  Durch- 
me»ser,  und  %,,  ^l,,  k^^  ...  .In  seieD  die  DekuiiageD  ia  dea  ein- 
zelnen Abtfaeilungen  der  Stange.  -Alle  diese  Tlieile  haben  dieselbe 

Länge  =— ,  wenn  /  die  Länge  der  Stange  in  ihrem  nat&rlichen 

Znstande  bezeichnet    In  Gemässfaelt  der  ohigea  Formel  hat 
dann  nach  einander: 

X  -i«    JL. 

^^—nmn'd^d^' 


.    _  4P/  1  , 


'  nmn  *  dndtH-\ 

Summirt  man  diese'  Gleichnngen,  und  setst  die  ganze  Dehnaag  der 
Stange,  nemlich  X,  +  ^,  +  ^,  +  .  •  •  A«  =s  A,  so  kömmt 

oder,  wenn  der  Kprze  wegen  die  Summe  der  Reihe  in  der  Klam- 
mer gleich  J^(%-^)  gesetzt  wird, 

Diese  Gleichung  liefert  nun  für  den  Elasticitäts-Modulus  die  Formel 

nach  welcher  die  Eingangs  erwähnten  Versuche  berechnet  worden 
sind. 

Die  dadurch  gewonnenen  Resultate  Werden  später  der  Oeffent- 
lichkeit  übergeben  werden,  weshalb  ich  mich  für  den  Zweck  dieser 
Mittbeilung  darauf  beschränke,  hier  nur  einen  der  vielen  Versuche 
anznflihren,  den  ich  nach  der  obigen  Formel  und  nach  dem  ge- 
wöhnlichen Verfahren  berechnen  will,  um  den  üntei-scliied  in' den 
.numerischen  Werthen  von  m  för  beide  Methoden  ersehen'  zu  lassen. 
Dieser  Versuch  betrifft  eine  Stange  englisches  Rundeisen  von  der 
Sorte,  wie  es  gewöhnlich' zu  den  Ankerketten  verwendet  wird.  Es 
wurde  auf  derselben  eine  Ijänge  von  5  Fnss  abgetheilt,  und  von 
Pttss  zu  Foss  wurden  die  Durchmesser  ermittelt,  für  welche  sich 
folgende,  in  Linien  ausgedrückte  Zahlenwerthe  ergaben: 

rf,  =12,29;  rf,  =  11,68;  i/,  =11,71; 
rf^  =  11,68;  i/,  =  11,66;  rf.ss:ll,8». 
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Das  arithmetiacbe  Mittel  derselben  itt  i/=  11,818  Linien.  Die  bei 
dem  Venncbe  beobachtete  Debnong  der  Slaoffe  betrug  im  Mittel 
von  zwölf  verscbiedenen  Beobacbtnngen  0,3072  Linien  auf  5  Fnui 
Länffe,  wenn  eine  Längentpannung  P=W2l  Pfd.  angewendet 
wurde. 

Um  nun  hierauf  die  Formel  (6)  anwenden  su  können,  mnss 
man  /  in  demselben  Maassewie  X^.also  beide  in  Linien  ansdrücken, 
dann  wird  sich  der  Blasticitäts- Modo  las  in  Pfunden  fiir  die  Qua- 
dratlinie  als  Einheit  des  Querschnittes  ergeben. 

Demnach  ist  /sTSC"  und  A  =  0,3072'».  Nach  den  obigen 
Werthen  der  Durchmesser  findet  man  zuerst 

Setzt  man  diese  Zahlenwerthe  in  Formel  (5)  ein  nod  beröcksich- 
tigt  zugleich,  dass  ii  =  5  ist,  so  findet  man 

M  =  104933  Pfd.  pro  Q  Linie. 

Um  die  Grösse  m  nach  dem  mittleren  Durchmesser  i/=  11,818  Li- 
nien zn  berechnen,  dient  die  Formel 

4« 

welche  naeb  Substitution  der  entsprechenden  Zahlenwerthe 

M  =  102772  Pfd. 
giebt,  ebenfaUs  fä»  die  Qnadratlinie  des  Qnerscbnittes. 


10* 
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XXIX, 

Auflösung   einer    algebraischen   Aufgabe  9    und 
Hinstellung  einer  anderen. 


VOD 

Herrn  A.  Göpel 
zu  Berlin. 


Aus  den  GleicbuDgen  v 

ä'«-^^'»  +  c'»  =  1;     a"a-+-Ä'Ä  +  c"<?  =  0 
»"•^^^''•+c''»  =  l;     ««.+-M'  +  CT?'  =  0 

die  Gleichungen 

herzuleiten.    (S.  Litter.  Bericht  Nr.  XII.  S.  191). 

Diese  bei  der  Verwandlung  der  Coordinaten  TorkommendiJn 
Gleichungen  pflegt  man  gewöhnlich  ans  ihrer  geometrisdien  Bedeu- 
tung abzuleiten.  Hat  man  nämlich  zwei  rechtwinklige  Axen- 
sjsteme  OX,  Oty  OZ  und  0X\  0Y\  OZ'  und  sind 

a,    b,    c    die  Cosinus  der  Winkel  XOX,  X'OY,  MOZ 
a\   b\   c    ^  .  .  .        röX,   YOY,    YOZ 

ä\  U\  c"    -  -  -  .        Z'ÖX,  Z'ÖF,   ZOZ 

so  Gnden  die  Gleichungen  1)  statt;  und  nameotlich  gelten  die  drei 
letzten  derselben,  weil  äa" -^1/6" '\'cc'  gleich  dem  Cosinus  des 
Winkels  yOZ'  ist,  dieser  aber  als  ein  rechter  Winkel  yoransre- 
setzt  wurde;  u.  s.  w.  UAter  diesen^  Voraussetzungen  sind  aber 
auch 

ay  ay  a'  die  Cosinus  der  Winkel  XüX'y  XOY\  XOZ; 

by  b\  *"    .         -         .  .       TOXy    YOYy    YOZ' 

Cy      Cy       C"  -  -  .  .  ZOXy       ZOYy       Z  0  Z'y 


Digitized  by 


Google 


245 

aod  da  das  A:xeDsj8teiii  0X\  Of\  OZ'  rechtwinklig  vorausgesetzt 
wurde,  so  folgen  aus  ähnlichen  Gründen  die  Gleichungen  2).  Rein 
algebraisch  dürften  dieselben  am  leichtesten  folgendermassen  her- 
geleitet werden.  Schreibt  sian  die  erste,  fünfte  und  sechste  der 
Gleichungen  1)  so: 

a  .a  +  lß'  .If  +  c  .c  =  0 
u   .  a '^ 6*^  .  6  +  c"  .  c 2=0, 

so  folgt  aus  ihnen  durch  eine  einfache  Elimination,  wenn 'zur' Ab- 
kürzung : 

4)     (  =z=  ailf'c"  —  Ä'V )  +  a(rc  -  Ic")  +  a'(6c  -  6'c) 

gesetzt  wird: 

5)     «  .  «  =  6'c''  —  ^"c',  €.6  =  ca'  —  c'a\  b,c  =  äU*  —  ab\ 

Anf  dieselhe  Art.  ergeben  sich  aus  der  2ten,  4ten,  6ten;  und  aus 
der  3tetf,  4ten,  5ten  der  Gleichungen  1)  die  folgenden: 

6)  f  .»'  =  rc  — Äc",  f  .^'  =  c"a--c»",  *.c'  =  «"*-a^" 

7)  «  .  a"  =  bc  —  Uc^  €  .  ^"  =  Cid '—  da,  c  .  c"  =  urÄ'  —  ab 

Multiplicirt  m^in  nun  von  den  Gleichungen  5),  6),  7)  heziehlich  die 
ersten  mit  «r,  «',  a'\  ä,  h' ,  lt'\  c,  c\  c\  und  addirt,  so  ergieht 
sich  nach  Division  mit  c: 

«•  +  «'»  4-  «"*  =^  1,  ah  H- a*y  +  «X  =  0,  ac  +  a  c +«V'=9. 

Auf  ähnliche  Art  erhält  man  aus  denselben  Gleichnngeii  die  übri- 
gen Gleichungen  2)»  Die  Division  mit  t  setzt  voraus,  dass  c  nicht 
Null  ist;  sein  Wertb  findet  sich  sehr  leicht  gleich  ±1.  Denn  oua- 
drit  man  die  Gleichungen  5)  (oder  auch  oj  oder  7)),  und  adairt, 
so  erhält  man: 

=5 (» »  4- ^'=1  +  c»)  (« '»  +  Ä'» 4- <?"*) 
also  wegen  1) 

9)  €»  =  1. 

Das  Zeichen  von  c  ist  seiner  Natur  nach  unbestimmt;  in  der  geo- 
inetrischen  Bedeutung  hängt  es  bekanntlich  davon  ab,  ob  die  Axen 
OX,  0Y\  OZ'  in  derselben  Drehhchtung  um  einander  liegen, 
wie  die  Axen  0X,  OY,  OZ  oder  in  entgegengelsetzter.  Im  ersten 
Falle  ist  £  =  +1,  im  zweiten  «  =  —1.     . 

Ich  stelle  nun  die  Aufgabe  i 
Man  soll  aus  den  Gleichungen: 
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Am*  +  Bb*  H-  Cb*  +  iDSc  +  %Bem  -^%Fmb  +  ^Om 

Jd*  +  Bb*  +  Cb'*  +  2Z»£V  +  %Ee'«i  +  S/V^ + 2&« 

-4«"»  H-  Ä*"»  -I-  Ce"*  -I-  2Z»Ä"c"  -I-  2Ä:"<»"  +  'iFa"b"  +  aO«' 

Aa'»"  -I-  Ä*'*"  +  ftrV  +  B(b<r  •+■  b"d)  +  B(cit  -4-  cV) 

H-  J\«'r  H-  «"*•)  +  ©(a  +  •")  -h  Ä(Ä -I-  b')  M-  /(c'  +  «")  =  /» 
^a"»  -+-  Bb'b  ■+■  Ce"c  ^-  B{b"c  +  be")  +  £\</'a  •+■  cä') 

H- /X«"* +  «*")+ p(ar +  «) -h /«(Ä"  H- Ä) -I- 7(0"  +  c)  =  «r 

A4I0  +  Bbb'r^  Ccc'-^-Dibe'-^b'c)  +  E(ca'+ca)  +  F{ab'-\-ab) 

+  ©(«-♦-•')  + AT* +  *)  + ^« -I- «')==  r 

ähnliche   Systene   von   Gleichungen    herleiten    nnd    die 
geometrikcne  Bedeotung  derselben  durthan. 


XXX. 

Theorie  der  involatorischen  Gebilde  nebst  An- 
wendungen auf  die  Kegelschnitte. 

Von 

Herrn  Fr-  Seydewitz^ 

Oberlehrer  am  Gymnasiuci  tu  Heiligenstadt. 


Gegenwärtige  Abhandlung  soll  das  Wesen  der  soffenannten 
Involutionen  im  Verbältniss  zu  projekti vischen  Eigenschanen  über- 
haupt darstellen  nnd  die  bereits  von  Steiner  S.  167.  iseines  Wer- 
kes angeköndigte  Wichtigkeit  dieser  Lehre  ,an  der  Theorie  der 
zugeordueten  Durchmesser,  denen  hier  die  zugeordneten  Achsen* 
punkte  und  Achsenpunktwinkel  mit  ganz  analoffen  Eigen- 
schaften jiich  zur  Seite  stellen  ^  an  der  Theorie  der  Brennpunkte 
und,  wenn  der  Raum  es  gestattet»  der  geoieinschaftliehen  Sekanten- 
lind Tangentendurchschnitte  nachweisen.  Denn  durch  diese  Ijohre 
erhält  die  Geometrie  nicht  bloss  einen  Krsatz  für  das,  was  die  Ana* 
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l^sid  durch  deo  Gebraudi  des  ImagioärBn  vermag,  sondern  sogar 
einen  Vortbeil  über  die  letitere,  indem  sie  ihrem  intuitiven  Charak* 
ter  getreu  j  statt  ein  nicht -seiendes  Objekt  kraft  der  Form  eines 
reellen  sich  einzubilden,  vielmehr  von  einem  Objekte  der  Anscbau- 
ung^zu  einem  anderen  reellen  Objekte  von  derselben  Grösse,  aber 
verschiedeiier  Bedeutung  fibergeht  und  somit  zugleich  an  Wahrheit . 
und  Mannigfaltigkeit  der  Begriffe  gewinnt. 

Des  Zusammenhanges  wegen  und  (tem  Hauptzwecke  des  Archivs 
gemäss  geht  eine  kurze  Uebersicht  desjenigen  aus  der  „Sjstema* 
tischen  Entwickelnng  der  Abhängigkeit  geometrischer 
Gestalten  von  einander*^  voraus,  worauf  im  Folgenden  Bezug 
genommen  werden  wird,  und  fiir  eine  solche  dürfte  wohl  eine  blosse 
Andeutttng  der  Beiveise  hinreieben,  um  so  mehr,  da  sieh  voraus- 
setzen iässt,  dass  das  genamte  Werk  sich  schon  längst  in  der 
Hand  eines  jeden  Mathematikers  befilidet.  "*) 


Die  Gerade  und  der  ebene  Strahlhöscbel. 

1.  Wird  eine  Gerade  A  von  den  Strahlen  «,  b^  r,  </...  eines 
ebenen  Strahlbnschels  i?  d.  h.  von  den  sämmtlichen  darch 
einen  Punkt  B  (Mittelpunkt)  gehenden  Geraden  einer  £bene, 
in  den  Punkten  a,  6,  c,  b  • . .  geschnitten ,  nnd  man  denkt  sich  so- 
fort die  beiden  Gebilde  A^  'B  in  irgend  einer  Lage  zu  einander» 
in  welcher  nur  die  gegenseitige  Neigung  der  Strahlen  von  B  und 
die  gegenseitigen  Abstände  der  Punkte  von  A^  so  wie  die  ttezie* 
huog,  dass  immer  diesem  Strahl  m  dieser  Pankta  entspricht,  fest- 
gehalten wird,  so  beissen  die  Geblldt^  A^  B  in  Ansehung  der 
entsprechenden  Blementenpaare  a,  6,  c,  b...  und  a,  b^  c,  ä^, 
projektivisch,  und  zwar  schief  liegend,  wenn  die  Strahlen 
von  B  niöht  durch  ihre  entsprecbendeo  Punkte  gehen,  perspekti- 
visch liegend  dagegen  oder  perspektivisch,  wenn  dies  durch- 
weg der  Fall  ist.  Die  Projektivität  von  A^  B  erlaube  ich  mir  hier 
der  Kürze  Wegen  durch 

A{pLy  b,  c,  b...)  =  ^(»»  ^1  <^>  «^...)i 

nnd  dass  sie  insbesondere  perspektivisch  sind,  durch 

^(a,  b,  c,  b...)  =  ^(tf)  ^1  <?,</...) 

zu  bezeichnen. 

2.  F&r  perspektivische  Gebilde  A^  B  hat  man  in  Bezug  auf 
zwei  beliebige  Klementenpaare  a,  c;  a,  c,  wenn  B^  senkrecht  auf 
A^  die  metrische  Relation 

i?p . ac'=: Ba,  Bt.  sin  .ac, 

und  ebenso 


*)  Der  Leser  wird  gebeun,  die  Figuren  der  jedesmaligen  Augabe  geuiäsa 
selbst  zu  entwerfen. 


Digitized  by 


Google 


248 


also 

I 

und  ebeoso 
also 


(IC- Ba      mnac 

bc        5b  '  9X0, be? 


ob 
bb 


Ba    mn.mä 
Bb'  sin.diP 


oe  ^  ab nn^ac  ^  u\n,aä 

bc  '  bb         sin . ^  '  nnTSd* 


als  FoDdameDtal-Gesetz  <ler  Projektivität  oberhavpl;  d.  b. 
es  gilt^TOD  je  4  eiUsprechendeD  ElemeDteopaareo,  weoD 

-«^(a,  b,  c,  b...)  =  B{a^  6y  Cy  d...)^ 

und  ist  enteres  der  Fall  und  zugleich  die  Ordnung  der  Elemente 
in  ji  und  B  übereinstimmend,  so  gilt  auch  das  letztere,  wie 
durch  Coastruktion  näher  nachgewiesen  wird.    Bierans  folgt: 

a)  Dato  ganze  System  der  entsprechenden  Elementen- 
paare zweier  projektiyischen  Gebilde  ^» /T  ist  bestimmt, 
sobald  irgend  drei  dieser  Paare  gegeben  sind.   • 

ß)  Bei  i^wei  beliebig  liegenoen  Gebilden  Jly  B  kann 
man  ganz  nach  Willkür  drei  Paar  Elemente  a,  a;  b»  b\ 
c,  c  ausirählen  und  sodann  festsetzen,  die  Gebilde  sol- 
len projektivisch  und  die'se.Blementeußaare  sollen  ent- 
sprechende Blementenpaare  sein. 

Besondere  Fälle. 

3.    flier  ist  herrorzubeben: 
Wenn  der  Werth  eines  der  Doppelverhältnissc 

ac     ob     sin.tfc     sin.Mf 
bc  ' 


Ob 
bb' 


sin  •  ^  ' 


Sin. 


:1 


ist,  was  immer  zugleich  stattfindet,  so  heimsen  die  4  Punkte  a, 
b,  c,  b  oder  die  4  Strahlen  0,  b^  c^  d  harmonisch,  und  zwar  a 
und  b,  c  und  b  oder  a  und  by  c  und  d  zugeordnete  harmoni- 
sche Punkte  oder  Strahlen. 

Wird  in  diesem  Falle  die  Strecke  ab  in  c  gehälftet,  so  liegt 
b  auf  A  unendlich  entfernt,  und  wird  der  Winkel  ab  durch  e 
gehälftet,  so  ist  c  rechtwinklig  zu  d.  Geschieht  dasselbe 
aber  in  einem  andern  Punkte  m,  und  durch  einen  andern  Strahl  ^, 
so  ist 

mc .  ntb  =  tna^  =  mb' ;  tng .  ^; .  tog .  hd=:  tag*  .  ha  =  tog'  .  Ab, 


Bei  irgend  vier  harraoni- 
schenPunkten  ist  das  Recht., 
eck  unter  den  Abständen 
zweier  zu|[eordneter  Punkte 
von  djBm  in  der  Mitte  zwi- 
schen   den  .beiden    anderen 


Bei  irgend  vier  harmoni- 
schen Strahlen  ist  das  Pro- 
dukt der  Tangenten  der  Win- 
kel, welche  zwei  zugeord- 
nete Strahlen  mit  dem  in 
derMitte  zwiecheir  den  bei* 
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I legen (lenPookte  gleich  dem 
Quadrate  des  halben  Abstaii* 
des  der  letzteren  von  ein- 
ander. 


den  anderen  liegenden'ein- 
schliessen,  gleich  der  zwei- 
ten Po  tens  der.Tangente  des 
halben  Winkels,  welchen  die 
letzteren  einscbliessen. 


Zwei  und  mehrere  Gerade  oder  Strahlbüschel. 
4.    Ist  zu  gleicher  Zeit 


und 


^i(ai»  *ii  c,,  b,  ...)  =  Ä(»,  ^  c,  </...), 


oder  ist  zu  gleicher  Zeit 

Ä(a,  Ä,  c,  </...)  =  ^(a,  (,  c,  b . . «) 

ttnd 

Äi(«,,  Ä,,  <?,,  rf,  ..Oss^Ca,  b,  c,  b*..)» 

so  heissen  die  Gpr«den  A^A^  selber  in  Ansehung  der  entspre- 
chenden Punktenpaare  a»  b,Ci  b.:.;  fti,  b,,  c,,  b|  ...,  oder 
die  Strahlbüschel  iff,  ^1  selber  in  Ansehung  der  entsprechen- 
den Strahlenpaare  «,  6,  c,  4sf..«;  «Td  ^i,  €?,,  </,  ...  projekti- 
viseh^  und  ich  sclireibe 

A((Xy  i>  c,  b...)=^,(tti,  ft,,  c„  b, ...); 

Uegen  insbesondere  A  und  ^,  mit  B^  oder  iff  und  Bx  vskxt  A  per- 
spektivisch, so  heissen  A^  A^  oder  B^  B.  perspektivisch  u. s.w., 
wo  nicht,  schiefliegend.  Der  Punkt  a  beisst  der  Projektions- 
punkt der  perspektivischen  Geraden  A,  A^^  und  die  Geraden  Atti, 
üb,,  CC, ...  in  jedem  Falle  die  Projektionsstrahlen  von^,  ^i. 
Endlich  wird  ji  der  perspektivische  Durchschnitt  der  per- 
spektivischen Strahlbüschel  B^  B^  genannt. 

^  Auf  jeder  von  zwei  perspektivischen  und  folglich  auch  von  zwei 
projektiviscben  Geraden  A^  A^  überhaupt  giebt  es  einen  Punkt  r, 
<|i,  dessen  entsprechender  auf  der  anderen  Geraden  A^^  A Sht  un- 
endlich-entfernter Punkt  ri,  q  ist.  Diese  beiden  Punkte  r,  qi 
heissen  die  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen.  Eben  so 
flieht  CS '  unter  den  entsprechenden  Strahlenpaaren  zweier  perspek- 
tivischen und  folglich  auch  zweier  projektiviscben  Strahlbüschel 
B^  B^  überhaupt  zwei  Paare  «,  /;  s,,  ^,  von  der  Eigenschaft,  dass 
sowohl  «zu  ^alsanch  #,  zu  ^,  rechtwinklig  ist.  Denn  ein  durch 
die  Mittelpunkte  B^  B^  gelegter  Kreis,  dessen  Centrum  auf  dem 
.perspektivischen  Durchschnitte ^u^  liegt,  schneidet  letzteren  in  twei 
Punkten  0,  t,  denen  'solche  Sirahlenpaare  «,  t\  #|,  ^,  entsprechen 
müssen.  Sie  heissen  die  Schenkel  der  entsprechenden  rech- 
ten Winkel. 
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5)  Bei  zwei  prorjekCinBchen  Gebilden  A,  A^^  80  wie  J9,  B^ 
findeD  fotgende  metrieebe  Relationen  fttattt 


dC  .  ob fliCi  .  Oibi^  sin > tfc  ^  s\n,ad 

bt  '  bt        biC]  *  bibi^  Bm^be*  wn.bd 


"~  sin  •  AjCi  ■  sin  •  b^di ' 


und  demnach'  ähnliche  Lehrsätze  als  die  unter  2)  ausgesprochenen. 

Hieraus  ergiebt  sieb  als  Nery  der  ganzen  Methode  der 
^atz: 

Ist  bei  irgend  einer  Anzahl  n  Gebilden  —  Gerade  und 
ebene  Strah I kusch el -r-  in  irgend  einer  bestimmten  Ordnung 
genommen  der  Reihe  nach  ein  jedes  Gebilde  mit  dem 
daranf  folgenden  projektivischt  so  ist  jedes  mit  jedem, 
also  namentlich  auch  das  erste  mit  dem  letzten  projek- 
tiv'isch. 

Besondere  Fälle. 

6.  a)  Vertauscht  map  in  5)  die  Punktenpaare  c,  b;  C,,  b,'  mit 
den  besonderen  q>  r;  qi,  ri,(ind  die  Strahlenpaare  ry  </;  r,,  d^.  mit 

den  besonderen  s^  t\  «,  t^  (4),  so  sind  die  Verhältnisse  r-  und  -rf^ 

=  1,  und  siii.tf^=sco8.dr#  n.s. w.,  folglich  air.aiq,  =6(.6|qi; 
tng.  09 .  tog  a,^|  =  tng .  it$ .  tng.  ^,^,. 


Bei  zwei  projektiviscben 
Geraden  ist  das  Rechteck 
.unter  den  Abständen  irgend 
zweier  entsprechender  Punk- 
te von  den  Durchschnitten 
der  Parallelstrahlen  vonun- 
veränderlichem  Inhalt« 


Bei  zwei  prajektiyischen 
Strahlbiiscbeln  istdasP^o* 
dukt  der  Tange ntende^r  Win« 
kel,  welche  irgend  zwei  ent- 
sprechen de  Strahlen  mit  den 
ungleichnamigen  Sehen  kein 
der  entsprechenden  rechten 
Winkel  eioscbliessen,  von 
nnveränderliehem  Werthe. 


b)  Vier  harmonisehea  Punkten  von  A  entsprechen  vier  harmo« 
niscbe  Punkte  von  ^,,  und. vier  harmonischen  Mruhleo  von  B  ent- 
,  sprechen  vier  harmonische  Strahlen  von  /f|  (5). 

7.    c)  Haben  je   zwei   entsprechende  Abschnitte   der  Geraden 
A^  Ai  gleiches  Verhältniss,  d.  h.  ist 


ttb 


ttC 

a,Ci 


bc 

b,c, 


u.  s.  w.. 


so  heissen  A^  A^  projektiviseh  *  ähnlich,  und  sind  je  zwei 
«entsprechende  Abschnitte  einander  gleich:  ab=:aib,^bC  =  b,C|, 
u. s.w.,  HO  heissen  sie  projektivisch-gleicb.  In  beiden  Fällen 
sind  die  unendlich-entfernten  Punkte  beider  Geraden  ent- 
sprechende Punkte.  Kben  so  heissen  zwei  Strabibtischel  iff,  A, 
projektivisch-gleich,  wenn  je  zwei  entsprechende  Winkel  ein- 
ander gleich  sind,  und  dann  giebt  es  unzählige  Paare "ent Spre- 
ch ender  rechter  Winkel. 
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Gegeoseilige  Lage  der  Gebilde. 

a)  BediDguDgen  der  projektiviscben  Litge. 

8.  Da  bei  zwei  projektiviscben  Geraden  oder  Strablliüäcbelo. 
weBB  sie  perspelttiylscn  liefen,  iwei  eDtspreebeade  Puukle  im  üurcb- 
isckDitte  der  erstereo.,  oder  Kwei  .entsprecbende  Strableo  mit  den 
gemeiDsebafdicbeo  Strable  der  letttaren  susasimeo fallen,  ood  da  das 
ganse  System  ibrer  entsprechenden  Poiikteor  oder  Strahlenpaare  be* 
stimmt  ist,  sobald  irgend  drei  Paare  gegeben  sjnd  (5),  so  folgt: 


Zwei  jprojektiviscbe  Ge- 
rade berindeu  steh  allemal 
und  nur  dann  in  perspekti* 
Yiseber  Lage»  wenn  entwe* 
de r  irgend nwei  entsprechen* 
de  Punkte  In  ihrem  Durch- 
schnitte T ereinigt  sind, oder 
wenn  irgend  drei  Projek- 
tionsstrahlen ineinemPunk- 
te  susammentreffen. 


ZweiprojektiviscbeStrabl- 
büschel  befinden  sieb  .alle- 
mal und  nur  dann  iii  per-/ 
spektiviacher  Lage,  wenn 
entweder  irgend  «wei  eot- 
sprechendeStrahleo  auf  eio- 
ander  fallen»  oder  wenn  ir* 
gend  drei  entsprechende 
Strablenpaaresich  auf  einer 
Geraden  schneiden. 


6)  Anf  einander  gelegte  Gerade,  coocentrische 
Strabibäscbel. 

9)  Werden  swei  projektiviscbe  Gerade  jij  A^  beliebig  auf  eini 
ander,  oder  swei  projektivische  Strahlbüschel  beliebig  concentrisch 

Selegt,  so  ist  wesentlich  su  unterscheiden,  ob  die  Elemente  bei-' 
er  Gebilde  nach  derselben  oder  nach  entgegengesetzter 
Riditung  geordnet,  d.  h^  ob  sie  gleichliegend  oder  ungleich- 
liegend sind.  Bs  fragt  sich,  ob  bei  solchen  Gebilden,  und  wie 
viele  entsprechende  Elementen  paare  nuaemmeHfallen  können? 

Sind  Ay  Ai  gleichlieffend,  so  können  sieh  höchstens  nnr 
«wischen  den  beiden  Durchschnitten  ^r  Parallelstrablen  t)  <\i  ent- 
sprechende Punkte  ?ereini(i(en,  und  nie  zwischen  r,  q,,  wenn  Jtf, ^| 
uuffleichliegend  sind.  Denn  liegt  ein  solcher  Punkt  (eCi)»  in , dem 
sich  entsprechende  e,  e,  vereinigen,  nicht  zwischen  r,  <f,,  so  ist  die 
Richtung,  der  Puoktenreibe  e,  r,  <|  der  Riclttnog  der  entsprechenden 
Ponktenreibe  Ci,  r,,  q,  entgegengesetzt,  einerlei  dagegen  mit  die* 
ser,  wenn  (eCt)  zwischen  r,  q,  liegt. 

Da  nach  6)  das  Rechteck  ar.ai<||  conatant  ist  z.B.  =  g-*,  so 
ist  auch  für  den  rankt  (ee,)  et.eiq,  sg**«  Theilt  man  also  die 
Strecke  tq,,  wenn  Ay  A^  ji^leicbliegeud,  dergestalt  in  einem  Punkte  o^, 
doss  ^ip.^q,  ==;^>,  so  ist  ap  notbwendig  ein  soleher  Punkt  (eCi); 
und  bestimmt  man,  wenn  A^  A^  ungleiehliegendi  auf  der  Verlänge- 
rung von  rq,  einen  Punkt  w  so,  dass  4rt.^qi=g^,  so  ist  auch 
jetzt  op  riothweodig  ein  Punkt  (e«|).  Denn  entspräche  dem  auf  A 
vorgestellten  Punkte  a:  ein  Punkt  or,  auf  ^, ,  der  nicht  mit  sp  zu- 
sammenfiele, so  wäre  doch  a?qt=d?,q,,  und  es  worden  die  Punk- 
tenreihen  ^,  r,  q  und^^,,  C|,  q,  im  ersten  Falle  nach  entgegen- 
gesetzter,  im  zweiten  nach  einerlei  Seite  hin  gerichtet  sein. 

Jenachdem  der  Abschnitt  rqi  grösser,  gleich  oder  kleiner  als 
2g^  sind  zwischen  c  und  qi  zwei,  einer  oder  kein  Punkte  mög- 
lich.    Dagegen  gibt   es  anf  den  Verlängernngen  von  rqt  beider- 
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seits  eineii  Pankt  ac.    lo  jedem  Falle  liegen  die   beiden  Punkte  a: 
KU  den  Punkten  r,  qi  symmetrisch. 

Haben  endlich  zwei  projekttvische  Strahlbiischel  B^  B^  einerlei 
Mittelpunkt  und  werden  durch  eine  beliebige  Gerade  geschnitten, 
so  sind  in  dieser  zwei  projektivische  Gerade  A^  A^  auf  einander 
gelegt,  indem  A  mit  B^  A^  mit  B^  perspektivisch  ist.  Jenach- 
dem  nun  B^  B^  gteichliegend  oder'  uvgleichKegend  sind,  sind  es 
auch  die  Geraden  A^  >^,,  and  jedem  Punkte  (ee,)  der  letzteren 
ein  Stmbl  (ee^)  der  erstereu  entsprechen. 


a)  Werden  zwei  projekti- 
vische l^erade  beliebig  auf- 
einander gelegt,  so  verei- 
nigen sich,  wenn  sie  gleich- 
liegend  sind,  entweder  zwei) 
oder  nnr  ein,  oder  kein 
Paar  entsprechende  Punk- 
te; dagegen  allemal  zwei 
solche  raare.  wenn  sie  un- 
gleichliegend sind.. 


d)  Werden  zwei  projekti- 
vische Strablbiischel  belie- 
big concentriscb  gelegt,  so 
fallen,  wenn  sie  gieichlie- 
gend  sind,  entweder  zwei, 
odernurein,  oder  keiil  Paar 
entsprechende  Strahlen  auf 
einander;  dagegen^  allemal 
zwei  solchePaare,  wenn  sie 
ungleichliegend  sind. 


Insbesondere: 
b)  Werden  zwei  projektiviscb-äbniiche  Gerade  be- 
liebig auf  einander  gelegt  —  gleich-  oder  ungleichliegend  — 
80  vereinigen  sich  allemal  zwei  Paar  entsprechende 
Punkte,  wovon  eines  namentlich  die  anendlich-entfern- 
ten Punkte  sind. 


c)  Werden  zwei  projekti- 
visch-gl eiche  Gerade  gleich- 
liegend aufeinandergelegt, 
so  treffen  sich  entweder  nur 
ein  Paar  entsprechende, 
nämlich  die  noendlicb-ent- 
fernten,  oder  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte. 

Werden  zwei  projekti  vi  seh- 
gleiche  Gerade  ungleichlie- 
gend auf  einander  gelegt, 
so  treffen  sieb  allemal  zwei 
Paar  entspr'echend^e  Punkte, 
deren  eines  uhendlich-ent- 
ferut',das  andere  in  derMitte 
zwischen  je  zwei  entspre- 
chenden Punkten  liegt. 


c)  Werden  zwei  projekti- 
visch-gleiche8trahlbi]8chel 
gleichliegend  concentriscb 
gelegt,  so  fallenentweder 
gar  keine,  oder  es  fallen  je 
zwei  entsprechende  Strah- 
len auf  einander. 


Werden  zwei  projekti  viscb* 
gleiche  Strahlbüschel  un- 
gleichliegend concentriscb 
gelegt,  so  fallen  allemal 
zwei  Paar  entsprechende 
Strahlen  auf  einander,  näm- 
lich die  Schenkel  zweier 
entsprechender  rechten  Win- 
kel. 


Von  dem  ganzen  weiteren  Inhalte  des  Werkes  hebe  ich  zu  mei-' 
nem  Zwecke  nur  noch  das  Folgende  hervor: 

10.  Liegen  die  Strahlen  <r,  b^  c,  </...;  nr,  b^  c^  </|  • .  •  zweier 
projfktivischer  ebener  Strahlbüschel  B^  B^  in  den  Ebenen  a,  /9, 
^  ^...;  cci,  /9,,  /,,  d,  ...  zweier  l^benenbüschel  2(,  2(|,  d.h.  in 
solchen  Ebenen,  welche  sich  alle  in  einer  Geraden  3(,  ^i  schnei- 
den, und  man  legt  dareh  jeden  dieser  beiden  Bbeneobüschel  eine 
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l»eUebige  Bbeoe«  so  erzeag«D  diese  in  jenen  swei  neue  ebene  Strahl- 
biischel  B',  ff',,  Mrelcbe  In  Aneeliung  der  Strahlen  a'» ^, er', //. • . ; 
^M  ^\^  ^i>  ^\  ••'•«  <l>e  nämlicb  denselben  Ebenen  a,  ßy  ^,  i.*\\ 
^19  $\y  ^19  <^i  •••  •!•  die  besfiglicheo  Stoehlen  von  ff,  i&,  angehö- 
ren, proiektivisch  sind.  Denn  B^  B'  sind  beide  mit  einer  Geraden 
As  der  UiircbniUslinie  ihrer  Ebenen,  und  eben  so  A,,  B\  mit  einer 
Geraden  A^  perspektivisch,  also  der  Reihe  nach 

iTK  b\  e,  d'...)^A(ay  b,  c,  b...)=B(a,6,  c,  d...) 

11.  Nachdem  die  Kegelschnitte  durch  Projektion  des  Kruses 
erseugt  und  als  ^uotersc (leidendes  Merkmal  ihrer  Arten,  gefunden^ 
dass  die  Ellipse  keinen,  die  Parabel  nur  einen  und  die 
Hyperbel  zwei  unendlich-entfernte  Punkte,  und*  dass 
nur  die  Parabel  eine  unendlich-entfernte  Tangente  hat, 
wird  sofort  mittels  der  Sätze,  dass  der  Cen-t.riwinkel  eines 
Kreises,  dessen  S.chenkel  nach  den  Durchschnitten 
zweier  festen  mit  einer  beweglichen  Tangente  gehen, 
constant  ist,  und  dass  somit  seine  Schenkel  zwei  projektivisch- 
gleiche  concentrische  Strahlbüschel  erzeugen,  so  wie  dass  Peri- 
pheriewinkel  |iuf  gleichen  Bogen  gleiche  Grässe  haben, 
•der  folgende  Satz  zunächst  vom  Kreise,  und  sonach  mittels  10)  vot| 
Kegelschnitten  überhaupt  erwiesen: 

Jede    zwei    Punkte    eines 
Kegelschnittes  sind  die  i>lit- 


Jede  zwei  Tangenten  ei- 
nes Kegelschnittes  sind  in 
Ansehung  der  Punktenpaa- 
re,  in  welchen  sie  von  den 
übrigenTangenten  geschnit- 
ten werden,  projektivisch, 
^nd  zwar  entsprech'en  den 
in  ihrem  Durchschnitte  ver- 
einigten Punkten  ihre  wech- 
selseitigen Berührungs- 
punkte; 


telpunkte  zweier  nrojekti- 
vischen  ebenen  htrahlbü- 
schel,  deren  entsprechende 
Strahlensich  in  den  übrigen 
Punkten  desselben  schnei- 
den, und  zwar  entsprechen 
den  vereinigten  Strahlen' 
die  Tangenten  ru  den  ge- 
genseitigen Hittelpunkten; 


und  umgekehrt. 


Involntorische  Gebilde. 
Zwei  involntorische  Gerade   oder  ebene  Strahlbüschel. 

♦  1. 

Werden  zwei  projektivisobe  Gerade  A^  A^  dergestalt  auf  ein- 
ander gelegt,  dass  ihre  beiden  Durchschnitte  r,  q,  der  Paral- 
lelslrablen  sich  in  einem  Punkte  m  voreinigen,  oder  werden 
zwei  projektivisehe  ebene  Strahlbüscbel  By  B^  dergestalt  conceo- 
trisch  gelegt,  dass  die  ungleichnamigen  Schenkel  «,  /, ;  /,  #, 
ihrer  entsprechenden  rechten  Winkel  in  einen  Strahl  m^  m 
zus^immentairen,  so  erhalten  dieselben  ganz  eigenthümliche  Ei- 
genschaften, welche  überall  d^  hervortreten,  wo  es  sich  um  ganz 
«ingniäre.  Pnnkte  und  Linien  der  Figui:en  handelt,  uild  durch  welche 
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Selbst  Ersehe! DVDgeii,  dereti  Betrachtntift  sonst  4er  Geemetrie  4er 
Grösse  ganz  besontferiB  ancogeböreD  sebien,  ali  Dolbweadige  Me* 
aeote  des  Sjsteniüs  „der  Abhängigkeit  geometrischer  Ge* 
stalten'*  aufgezeigt  werden. 

I.  Sinda,  a,  irgend  cwei  entsprechende  Puakte  der  so  anf 
einander  gelegten  Geraden  ^,  ^,  nnd  denkt  man  sieh  einen  Angen- 
blick  z.  B.  die  Gerade  ^i  ans  ihrer  Lag^e  gebracht  nnd  in  der  ihrer 
vorigen  entgegengesetzten  Richtung  ivieder  auf  A  gelegt,  jedoch 
so,  dass  nun  der  Punkt  a,  "sieh  mit  a  vereinigt^  indem  sich  nämlich 
die  A^  um  den  Mittelpunkt  des  Abschnittes  aOi  dreht,  so  treten 
jetzt  im  Allgemeinen  die  Punkte  t,  <|i  wieder  aus  einander,  und  he- 
aeichnet  man  denjeni^h  Punkt  von  A^  welcher  vorher  vom  Punkte 
Ol  gedeckt  wurde  mit  a,  und  denjenigen  Punkt  von  ^,,  welehw 
den  Punkt  a  deckte,  mit  a,,  so  werden  sich,  so  wie  a  und  0^  so- 
gleich auch  die  Punkte  a  nnd  a,  vereinigen,  nnd  überdies  die  bei* 
dvB  Punkte  (aai)  und  (oai)  zu  den  Punkten  r,  q,  symmetrisch  sn 
liegen  kommen.  Da  aber  eine  solche  Lage  allemal  den  beiden  Paa« 
ren  vereinigter  Punkte  (eCi),  (ff,)  zukommt  (9),  und  da  (0««)  ein 
solcher  Punkt  (ee,)  ist,  in  welchem  sich  zwei. entsprechende  ver- 
einigen, soaittd  notbwendig  auch  die  beiden  anderen  vereinigten  a,  o, 
entsprechende  Punkte.  Da  nun  das  Entsprechen  der  Punkte  von  der 
gegenseitigen  Lage  der  Geraden  A^  A^  nicht  abhängt,  nnd  da  a,  tti 
beliebig  gewählt  wurden,  so  folgt,  dass,  wenn  in  zwei  auf  einander 
gelegten  projektiviscben  Geraden  J^,  ^,  die  Durchschnitte  r,  <||  der 
Parallelstrablen  sieb  in  einem  Punkte  m  vereinigen,  je  zwei  ent» 
sprechende  Punkte  sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen, 
jenachdem  sie  wie  a,  a,  als  den  Geraden  A^  A^^  oder  wie  a^^  a 
als  den  Geraden  A^^  A  zugehörig  vorgestellt  werden,  d.h.  die  Ge- 
radeq  A;  A^  sind  in  Ansehung  der  entsprechenden  Punktenpaare 
a,  b,  c,  b .  •  •  a,,  b,,  Cji  b|  • . .  und  Oi,  b,,  c,,  5|  •  ••  a,  b,  c,  b . . • 
projektivisch,  oder  Jf(a,b,c,b...a|,  b,,  Ci,  i^^*..^=iA^(fx^^  (d  c,,  b|... 
a,  b,  c,  b ...),  indem  jeder  Punkt  zu  beiden  Geraden  gerechnet  wird. 

Und  umgekehrt:  entsprechen  sich  bei  zwei  aufeinander  geleg- 
ten projektiviscben  Geraden  A^  A^  ein  einziges  Paar  Punkte  a»  Oi 
in  doppeltem  Sinne,  so  gilt  dies  auch  von  jeoem  Durchschnitte  der 
ParaJIeUtrahlen  und  dem  ihm  entsprechenden  unendlich  -  entfernCen 
P&nkte,  oder  diese  beiden  Durchschnitte  r,  qi  vereinigen  sich  in 
einem  Punkte  m,  und  dann  entsprechen  sich  alle  entsprechenden 
Punktenpaare  in  doppeltem  Sinne.  Denn  durch  Umkehrung  der  einen 
Geraden  erhält  man  zwei  Punkte  (aai)  und  (0^1),  in  deren  jedem 
sich  zwei  entsprechende  a,  Oi  und  a,  a,  vereinigen,  folglich  liegen 
beide  zu  r,  q,  sj^mmetrisch ,  und  diese  letzteren  müssen  also,  wenn 
die  Geraden  in  ihre  erste  X<age  zurflckgebmcht  werden,  in  einen 
Punkt  m  zusammenfallen. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  tritt  ein,  jenachdem  die  Geraden  A^ 
Ay  gleichliegend  oder  ungleichliegend  sind.  Im  oralen  Falle 
nämlich  werden  dieselben  durch  die  Umkehmng  der  mnen  ungleich« 
liegend,  also  mässen  jetzt  die  Punkte  (aa,)  nnd  (cmx,)  ausserhalb  der 
^Strecke  rqi,  ursprünglich  also  die  wieder  getrennten  Punkte  a,  a, 
SU  beiden  Seiten  von  m  liegen,  so  das»,  jeder  Punkt  rechts  von  tn 
einem  Punkte  links  von  m  entspricht.  Im  zweiten  Falle  dagegen 
stellt  sich  alles  umgekehrt,  nnd  es  kann  kein  Punkt  der  einen  Seite 
von  m  einem  Funkte  der  anderen  entsprechen.  Hierana  ersieht  man, 
dass  die  Geraden  A^  A^y  wenn  sie  gleiehliegend  aind,- weder 


Digitized  by 


Google 


265 

swei  Doch  eiDen  Paokt,  id  wtlcbem  lich  eDtiprcchende  verciDigeo, 
enthalten  könneo;  denn  auch  der  Punkt  m  isl  kein  solcher,  weil 
in  ihm  zwei  nicht  entiprechende  Punkte  r,  q«  sich  vereinigen  sollen« 
Dagegen  giebt  es,  de»  allgemeinen  Gesetze  (9)  zufolge,  bei  un-- 
gleichlieg'enden  Geraden  ^,  ^|  allemal  zwei  solche  Punkte, 
die  in  der  Folge  mit  g,  ^  bezeichnet  werden  sollen,  und  zwar  liegt 
.  Ol  in  der  Mitte  zwischen  beiden. 

Da  das  Rechteck  a(.ai<|i  unter  den  Abständen  irgend  zweier 
entsprechender  Punkte  a,  A,  von  den  Durchschnitten  der  Parallel- 
•trahlen  von  no veränderlichem  Inhalt  ist  (6),  so  is^t  in  unserem  be- 
sonderen Falle 

«m .  o,m  =  bm .  b,m  =s  cm .  c,m  =  gm*  t;?:  ^m*; 

folglich  sind  bei  oiigleichliegenden  Geraden  Aj  A^  je  zwei  entspre- 
chende Punkte  a,  a,;  b,  bi;  C,  C,  ...  mit  den  Punkten  g,  ^  harmo- 
nisch (3).  Ciid  hieraus  ersieht  man  auch,  dass  alle  Punkte,  welche 
der  unendlichen  Strecke  jenseits  g  (()  angehören,  solchen  entspre- 
chen, die  auf  der  begrenzten  Strecke  gm  ((^m)  liegen. 

Endlich  leuchtet  es  ein,  dass  das  ganze  Sjstem  entsprechender 
Pnnkteiipaare  der  in  Rede  stehenden  Geraden  Ay  A^  bestimmt  sei, 
wpnn  zwei  beliebige' dieser  Paare  ji^egeben  sind.  Denn  nimmt  man 
auf  zwei  auf  einander  liegenden  Geraden  A,  A^  zwei  Pnnktenpaare 
A)  Ai ;  (t  b,  beliebig  an,  so  kann  man  als  drittes  diejenigen  Punkte' 
a,  a,  hinzufügen,  welche  z.  V.  mit  den  Punkten  A^  A  der  jedesma- 
ligen anderen  A^y  A  zusammenliegen,  und  sofort  festsetzen  (2), 
beide  Geraden  sollen  projektivisch  und  diese  drei  Puokteopaare  ent- 
sprechende sein.  Dies  wäre  denn  allemal  und  nur  auf  einzige  Welse 
möglich,  und  zwar  müssen,  wie  gezeigt,  die  Durchschnitte  der  Pa- 
rallelstrahlen zusammenfallen.  Dasselbe  ergibt  sich  übrigens  auch 
aus  der  in  (2)  entwickelten  metrischen  Relation,  wenn  man  in  die- 
ser A|  statt  b  uud  A  statt  b|  setzt.  Sie  und  die  gleichzeitig  statt- 
habenden Relationen  verwandeln  sich  hierdurch  nämlich  in  folgende: 

I    2£  .  ?i£l £*i.       4    Ab.ttbi £iLi£iLl. 

'    bC  '  b,Ci  bA, '  '    AC.ACi  A|C.AiC|^ 

Ä    Ab    A|b| «j^         -    bA.ba^   •     biA^b^Ai 

*•   cb  •  c.b,  —  CA» '       ^*   bc .  bc,  ~  b,c.  b.c.  ' 

3      ^tf  .  b,A|  bC^^  g      CA.CAi  _    C,A.CiAi 

CA  •  C|a,  "^  cb,'         •    cb.cb,        c.b.c.b/ 

Vertauscht  man  hier,  was  ofFenbnr  erlaubt  ist,  von  Neuem  zwei 
entsprechende  Punkte  mit  einander,  so  behalten  die  drei  letzten  Re* 
latioiien  ihre  Form,  aus  der  Isten,  2ten  und  3ten  dagegen  entstellen 
di^rch  Vertauschung  von  C,  C|;  b,  b,;  A,  A|  die  neuen,  aber  unter 
sich  identischen: 

'     7     ^^1  .  ^'i^  ----  ^^\  -  ^i  ■  fli^ ;-.  ^^1 .  ^fli  -  ^i<>  ----.  ^1 

bC|  *  b|C       bAi'  cbj '  C|b       caJ  <A|  '  c,a       cb/ 

üebrigens  erhält ,  man  diese  auch,  wenn  1)  und  2)  durch  einander 
dividirt,  und  das  Resultat  mifZ)  verbunden  wird. 

Für  den  Fall  einea  Punktes  g  (oder  ^)  ergeben  sich  die  be- 
sonderen: 
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1  21. £i« 0*1      9   ^ gb.obt 

2  gff.bg  __    ab  _    ^     bg*  __,    ea.ba,    ^ 
•  a.g.b.g       a.bi'      *   b^a«       FX"m7' 

hieraus  für  9»  ^,  a,  a,; 

as:a,9=:  d^iA,^. 

Vielleicht  war  es  der  Umstand,  dass  man  die  Auflösang  eines 
Productes  voq  VerhäitnisseD  in  ein  Aggregat  eine  ßvolutiOD  %n  nen- 
nen pflegt,  welcher  D^targues,  den  Lehrer  des  Pascal,  veranlasste, 
die  4te,  5te  und  6te  der  obigen  7  Relationen  mit  dem  tForte  „  In- 
volution'^ zu  bezeichnen.  Und  dieses  Wort  kommt  hier  um  so  ge- 
legener, da  es,  als  französisches  betrachtet,  die  scheinbare  Verwir- 
rung bezeicbnen  wurde,  welche  dadurch  entsteht,  dass  die  Punkte 
a,  b,  c,  b...  ursprünglich  zu  ^,  hinterdrein  aber  auch  zu  ^,  ge- 
rechnet werden.  Es  sollen  also  zwei  auf  einander  gelegte  projekti- 
viscbe  Gerade,  ^deren  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen- sich  in  einem 
Puokte  vereinigen,  zwei  involutoriscbe  Gerad^,  und  das  ganze 
System  ihrer  entsprechenden  Punktenpaare  eine  Involution  von 
Punkten  heissen.  Ferner  sollen  je  zwei  entsprechende  Punkte 
derselben  zugeordnete  Punkte,  der  Punkt  m  der  Mittelpunkt 
der  Involution  und  die  Punkte  9,  ft  die  Hauptpunkte  der 
Involution  genannt  werden.  Drei  beliebige  Paare  zugeordneter 
Punkte  bilden  eineinvolution  von  sechs,  zwei  solcbePaar» 
mit  einem  Hauptpunkte  eine  Involution  von  fünf«  und  jedes 
Paar  mit  den  beiden  Hauptpunkten  eine  Involution  von  vier 
Punkten  oder  vier  harmonische  Punkte. 

II.  Sind  andererseits  B^  ß^  irgend  zwei'  concentrische  pro-, 
jektivische  ebeoe  Strahlbiischel,  deren  ungleichnamige  Schenkel 
'»  ^1 ;  '>  '1  der  entsprechenden  rechten  Winkel  in  einen  Strahl  m,  n 
zusammenfallen^,  so  lassen  sich  von  ihnen  ähnliche  Bigenschafteo, 
wie  von  den  Geraden  ^,  A^ ,  und  zwar  entweder  auf  dieselbe  Art, 
oder  auch  kürzer  so,  wie  folgt,  nachweisen.  Eine  beliebige  Gerade 
A  werde  von  den  Strahlen  a,  b^  c,  </,  #,  t...  des  einen  Strahl- 
büschels ß  in  den  Punkten  a,  b,  c,  b,  tf,  t...,  und  eine  mit  A 
vereinigte  Gerade  A^  werde  von  den  entsprechenden  Strahlen  ar,« 
£i,  «1  </i,  #,,  ^1  ...  des  anderen  Strahlbüschels  ff,  in  den  Punk- 
ten a,,  b|,  c,,  b,,  4,,  ti«..  geschnitten,  so  ist  der  Reihe  nach 

^(a,     6,     C,     b,     <,     t...)  =  ^(«>     ^»    Cy     di    Sy     t..,) 

=  ^i(^ij  *i>  <^ij  ^n  *ii  ^1  ...)  =  -^i(«ii  *M  Ci5  ^1»  *i»  ^1  •••)»  , 

also  auch 

^(0,  6,  C,  ^,  «,  t   •.)  =  ^,(a4,  b,,  c,,  b,,  <^,  t,  ...)• 

Nun  fallen  die  Strahlen  $  und  ^,,  t  und  #1,  also  auch  die  Punkte 
tf  und  t,,  t  und  tf,«  zusammen,  d.h.  die  Punkte  4,  6,  (t,  t,)  ent- 
sprechen sich  in  doppeltem  Sinne;  demnach  sind  die  Geraden  A^  A^ 
involutorisch,  und  da  nun  je  zwei  entsprechende  Punkte  derselben 
sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen  müssen,  so 'gilt  das  nftnliche 
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alich  ¥00  je  zwei  entspreiShenden  Str«|ileD  voo  ß^  ß^^  mit  denen 
jene  perspektivisch  liegen,  oder 

V 

ß(a^  Ä,  r,  d^  #,  ^...  «r,,  ^1,  <?,,  </,,  #,,  ^i-..) 

=  Ä,(«,,  ^j,.  ^n  «^1»  *i»  ^1...  «,  Ä,  c,  i/,  *,  ^.,.), 

Und  da  hierbei  die  Eigenthiimlichkeit  der  Srralen  Sy  t\  #,,  t^ 
nicht  in  Betracht  kommt,  und  es  in  zwei  projektivischen  Strabl- 
büschelo  nor  ein  einziges  Paar  entsprechender  rechter  Winkel  giebt, 
so  Mft  auch  umgekehrt,  dass  wenn  in  zwei  concentrischen  pro- 
jektivischen Strahlbuscheln  ßy  ß^  irgend  zwei  Strahlen  sich  in 
doppeltem  Siqne  entsprechen,  das  nämliche  von  alleor  entsprechen- 
den Strahlenpaaren  gilt,  und  dass,  wenn  nun  #  von  ir,,  «,  von  <r 
^.  von  T|,  t^  von  x  gedeckt  wird>  ^^  mit  c^ ,  und  t  mit  C  einerlei 
sein  inuss,  weil  sonst  den  beiden  rechten  Winkeln  st  und  ot  von  ß 
ebenfalls  rechte  Winkel  $J^  und  c^t^  entsprechen  würden. 

Denkt  man  sich  insbesondere  die  Geraden  A^  A^  rechtwinklig 
zu  deni  Strahle  m  oder  «,  so  schneidet  er  sie  in  einem  Punkte  m, 
dem  der  unendlich -entfernte  Punkt  in  dopneltem  Sinne  entspricht. 
Hieraus  in  Verbindung  mit  I.  ergibt  sich,  dass  bei  gleichliegenden 
Strablbiischeln  je  zwei  entsprechende  Strahlen  auf  verschiedenen 
Seiten  voo  m  oder  n  liegen  müssen,  bei  nngleichliegendeo  dagegen , 
beide  zwischen  m  und  n\  ferner,  so  wie  bereits  aus  dem  Vorigen, 
dass  nur  bei  Strahlbüscheln  der  letzten  Art^  solche  Strahlen  g^  n 
stattfinden,  in  denen  sich  entsprechende  vereinigen,  dass  dieselben 
mit  je  zwei  entsprechenden  Strahlen  harmonisch  sind^  und  die  von 
g  und  A  jg;ebildeten  Winkel  durch  m  und  n  gehälftet  werden. 

Aus  (o)  ergibt  sich,  dass 

tng  am .  tng  a^m  =  tng  ^ .  tng  b^wi^zz  tag  an .  tng  a^n  =  tng*  hm 

=  tng*^«i  =  tng*A«i 

U.  8.  W. 

Endlich  Iftsst  es  sich  wie  oben  zeigen,  dass  das  ganze  System 
entsprechender  Strahlenpaare  der  in  Rede  stehenden  Strahlbüschel 
durch  zwei  beliebige  dieser  Paare  bestimmt  sei,  und  dass* zwischen 
je  drei  derselben,  zwischen  je  zweien  und  einem  Strahle  g  oder  h^ 
endlich  zwischen  jedem  Paare  und  den  beiden  Strahlen  g^  h  fol- 
gende Relationen  statthaben: 

1     »in «gg.  sin.g|gt sin  .aby 

'    sin  •  ^  *  sin .  byCx         sin  •  Äa^ ' 
sin.o^    sin.g.^i         sin.oc, 
sin  •  c^  *  sin  •  c^b^        sin .  ea^  ^ 

«     Äxi^ba  ,  sin.^itfi sin . bcy 

sin  ,€a  *  sin .  c^a^  ""  sin .  eb^ ' 
.       sinA&.sino^i  sin  .a.^, sin. 0.^. 

sin . «c . sin  . 0C|         sin.0|C.sin.0|<;i^ 

^    wsj.ba.wa.ba^ sin.^ig.sin.  Aig, 

sin  •  Ar  •  sin .  btx  "^  sin .  b^c .  sin  .  AjC, ' 
^    sin . e» . sin •  €0.         sin.c.g.sin  .c.a, 
sm •  €10 . sin  •  ca,        sin.c,6.sin  .c,a, 
TImU  IV.  17 


a. 
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tin  •  ab^ 


sin .  hg  '  sin  .  ^»^         sin  .  Aa^ ' 


sin  . ag . Bin . Ag    ;    sin.aA 

sin*  . gy  sin.g^.sin.g^i 

sin*. 04^"""  sin  .tf,^. sin. 01^1  ^ 

sin^.Ay  ^__  sin. ^. sin.  Ag, 
sin* .  A,|:  ""*  sin .  A,a .  sin .  Aj«,' 


1.    sin  .  ag:  siü  ,  fgig=  sin  ,  aJk :  B\ü  .aiA. 

Zwei  coDcentriscbe  projektivische  ebene  Strabibäschel  By  ß^^ 
deren  ungleichnamige  ^Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel 
sieb  vereinigen,  beissen  zwei  involutorische  StralilbBscbel, 
und  das  ganze  System  ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare  eine  In* 
voltttion  von  Strahlen,  je  zwei  entsprechende  Strahlen  zuge- 
ordnete Strahlen,  die  beiden  mit  «v,  m  bezeichneten  die  Achsen 
der  Involution,  und  die  Strahlen  g,  h  die  Hauptstrahlen  der 
Involution.  Drei  beliebige  Paare  zugeordneter  Strahlen  bilden 
eine  Involution  von  sechs,  zwei  solche  Paare  mit  einem  Haupt- 
8ti:ahle  eine  Involution  von  fünf,  und  jedes  Paar  mit  beiden 
Hnuptstrahlen  eine  Involution  von  vier  Strahlen  oder  vier 
harmonische  Strahlen. 

Mit  Hülfe  dieser  Benenn nngen  drücken  wir  nun  die  beiderseiti- 
gen Resultate  dergestalt  aus: 


a)  Bei  zwei  involutort- 
aebeii  Geraden  entsprechen 
•  ich  je  zwei  zugeordnete 
Punkte  in  doppeltem  Sinne, 
d.  h.  die  Geraden  sind  in 
Ansehung  der  zugeordner 
ten  Punktenpaare  projekti- 
visch,  wie  man  auch  die 
Punkte  eines  jeden  Paares 
unter  beide  Gerade  verthei- 
len  mag. 


li)  Bntsprecben  sich  bei 
zwei  auf  einander  gelegten 
projek  tivischen  Geraden 
ein  einziges  Paar  in  dop- 
peltem Sinne,  so  sind  die 
Geraden  involutoriscb. 


b)  Bei  zwei  involutori- 
schen  Strahlbüscbeln  ent- 
sprechen sich  je  zwei  zuge* 
ordnete  Strahlen  in  doppel- 
tem Sinne,  d.  b.  die  Strahl- 
büschel  sind  in  Ansehung 
der  zugeordneten  Strahlen- 
paare projektivisch,  wie 
man  auch  dieStrahlen  eines 
jeden  Paares  unter  beide 
Strablbüachei  vertheilen 
mag. 

U)  Entsprechen  sich  bei 
zwei  concentrischen  projek- 
tivisehen  Strahlbüscheln 
ein  einziges  Paar  Strahlen 
in  doppeltem  Sinne,  so  sind 
die  Strahlbttschei  involuto- 
riscb. 


c)  Bei  zwei  gleicbliege.n- 1  c:)  Bei  zwei  gleicbliegen- 
den  involutorischen  Gera- 1  den  involutoriscben  Strabl- 
den  liegen  je  zwei  zugeord-|büscheln  liegten  je  zwei  zu- 


Digitized  by 


Google 


259 


oete  Punkte  reekit  .und 
liDks  vom  Mittelpunkte  der 
.Involution,  and.es  wechgieln 
die  Punkte  jedes  Paares  mit 
denen  der  anderen  Paare 
ab;  bei  zwei  ungleicbliegen- 
den  dagegen  liegen  je  zwei 
zugeordnete  Punkte  auf  ei- 
nerlei Seite  vom  Mittel- 
punkte, und  scbliessen  je- 
des andere  Paar  entweder 
ein  oder  aus. 

d)  Gleichlieeende  involu- 
torische  Gerade  haben  kei- 
nen Hauptpunkt;  ungleich- 
liegendeaber  haben  allemal 
Bwei  Hauptpunkte,  und  zwar 
liegt  der  Mittelpunkt  der 
Involution  in  der  Mitte  zwi* 
sehen  beiden. 


e)  Eine  Involution  von 
Punkten  ist  durch  zwei  Paar 
zugeordnete  Pun\te,~  und 
daher  auch  ^urch  ein  sol- 
ches Paar  und  einen  Hanpt> 
punktoder  den  Mittelpunkt^ 
•  der  dnrch  .beide  Haupt- 
punkte,  oder  durch  einen 
Hauptpunkt  und  den  Mittel- 
punkt bestimmt  Und  man 
kann  auf  einer  Geraden  zwei 
Paar  Punkte,  oder  auch  ein 
Paar  und  einen  dritten 
Punkt,  oder  zwei  Punkte 
allein  beliebig  auswählen 
und  sodann  festsetzen,  dass 
sie  in  dem  angedeuteten 
Sinne  zu  einer  Involution 
von  Punkten  gehören  sollen. 

/)  Das  Rechteck  unter  den 
Abständen  irgend  zweier 
zugeordneter  Punkte  vom 
Mittelpunkte  der  Involution 
ist  von  uayeränderlichem 
Inhalt. 


geordnete  Strahlen  rechts 
und  links  von  jeder  Achse 
der  Involution,  und  es  wech- 
seln die  Strahlen  jedes  Paa* 
res  mit  denen  der  anderen 
Paareab;  bei  zwei  ungleich- 
liegenden dagegen  liegen 
je  zwei  zugeordnete  Strah- 
len zwischen  beiden  Achsen« 
und  nchliessen  jedesandere 
Paar  entweder  ein  oder  aus. 


d"^  Gleichliegende  involu« 
torische  Strahlbiischel  ha-* 
ben  keinen  Hauptstrahl;  un- 
gleichliegende aber  haben 
allemal  zwei  Hanptstrahleni 
und  zwar  werden  die  von  ih- 
nen eingeschlossenen  Win- 
kel und  Nebenwinkel  durch 
die  Achsen  der  Involution 
gehälftet. 

e)  Eine  Involution  von 
Strahlenistduroh  zweiPaair 
zugeordnete  Strahlen,  und 
daher  auch  durch  ein  sol- 
ches Paar  und  einen  Haupt* 
strahl  oder  eine  Achse,  oder 
durch  beide  Hauptstrahlen, 
oder  durch  einen  Haupt- 
strahl Jiad  ein<^  Achse  be- 
stimmt. Und  mankann  nm 
einen  Punkt  zwei  Paar  Strah- 
len, oder  auch  ein  Paar  und 
einen  dritten  Strahl,  oder 
zwei  Strahlen  allein  belle* 
big  auswählen  und  sodann 
festsetzen,  dass  sie  in  dem 
angedeuteten  Sinne  zu  ei- 
ver  Involution  von  Strahlen 
gehören  sollen. 

/)  Das  Product  der  Tan- 
genten der  Winkel,  welche 
irgend  zwei  zugeordnete 
Strahlen  mit  einer  Achse 
der  Involution  einschlies- 
sen,  ist  von  unveränderli- 
chem Werthe. 


^)Zwischen  den  Abschnit-I     g)  Zwischen  den  Sinusder 
ten    einer    Involution    von|Winkel     einer     lavolution 
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sechs,  fünf,  vier  Punkten 
finden  allemal  die  obigen 
sieben,  vier  eine  metrischen 
Relationen  statt. 


von  sechs,  fünf,  vier  Strah- 
len finden  allemal  die  obi- 
fi^en  sieben,  fünf,  vieV  me- 
trischen Relationen  «tatt. 


Besondere  Fälle. 

§.  2. 
^  Sind  die  auf  ein  antler  gelegten  Geraden  ^,  ji^  projektivisch- 
ähnlich,  so  sind  beide  Durchschnitte  der  Parallelstrahleo  unend- 
lich-entfernt (7);  daher  muss  man  in  diesem  Falle,  um  sieher  zu 
gehen,  die  Entscheidung  der  Frage,  ob  solche  Gerade,  involutorisch 
sein  können,  davon  abhängen  lassen,  ob  sie  das  andere  wesentliche 
Merkmal  involutorischer  Geraden  besitzen,  dass  nämlich  je  Ewei 
entsprechende  Punkte  sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen.  Fände 
aber^  dieses  letztere  z.B.  in  Bezug  auf  die  Doppelpunkte  (da,)  und 
(a^a)  statt;  so  wäre  das  Verhältnis«  der  entsprechenden  Abschnitte 
aa  :<!,«,'=  1,  also  die  Geraden  ^,  -^i  nicht  überhaupt  projektivisch- 
ähnlich,  sondern  projektivisch -gl  eich.  Es  können  also  nur  pro- 
jektivisch-gleiche  Gerade  involutorisch  sein;  aber  auch  diese  sind 
es  offenbar  nur  dann;  wenn  sie  gleichliegend  sind  und  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte  sich  decken^  oder  wenn  sie  ungleichliegend 
sind,  in  welchem  Falle  ein  Hauptpunkt  in  der  Mitte  zwischen  je 
swei  zugeordneten  Punkten,  der  andere  saramt  dem  Mittelpunkte 
der  Involution  unendlich  entifernt  liegt. 

Sollen  andererseits  zwei  projektivisch  -  gleiche  Strahlbnschel 
Bf  Bi  dergestalt  concentrisch  gelegt  werden ,  dass  die  ungleich- 
namigen Sehenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel,  deren  es  in 
diesem  Falle  unzähltge  giebt,  sich  vereinigen,  so  kann  dies  auf 
doppelte  Weise  geschehen.  Man  denke  sich  beide  erst  in  solcher 
Lage^  dass  je  zwei  entsprechende  Strahlen  sich  decken,  so  können 
sie  in  dieser  Lage  involutorisch  heissen,  es  ist  aber  dieses  ein  durch- 
aus unfruchtbarer  Fall  und  kann  daher  füglich,  so  wie  auch  der 
ähnlicjie  der  Geraden  ^,  ^i,  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen 
werden.  Denkt  man  sich  aber  sofort  den  einen  Strahlbüscbel  B^ 
so  lanfge  um  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  gedreht,  bis  ein 
Strahl  #,  zu  dem  entsprochenden  Strahle  #  rechtwinklig  wird,  so 
vereinigt  sich  #,  mit  einem  Strahle  t  von  B^  und  s  mit  dem  ent- 
sprechenden Strahle  ^,  von  B^y  und  so  wie  #,  «,  oder  /,  f,,  müs* 
sen  sich  je  zwei  Strahlen  a,  a^  in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 
Die  Strahlbüschel  sind  also  involutorisch,  und  dieser  Fall  ist  schon 
deshalb,  weil  ihm  kein  ähnlicher  von  Seiten  der  Geraden  ^,  Ji^ 
entspricht,  vor  allen  anderen  ausgezeichnet.  Denkt  man  sich  end-^ 
lieh  den  einen  Strahlbnschel  B^,  nachdem  er  die  letztere  Lage  er- 
halten, um  den  Strahl  (st^)  als  Achse  herumgewiendet,  so  fallen 
auch  die  Strahlen  #,,  f  wieder  auf  einander,  jedoch  kein  anderes 
Paar  entsprechender  Strahlen  bleibt  rechtwinklig,  und  es  fiUlt  jetzt 
der  Strahl  ^,,  welcher  den  recdten  Winkel  s^t^  hälftete,  mit  dem 
entsprechenden  Strahle  g-,  und  der  Strahl  A^,  welcher  mit  g  ver- 
einigt den  rechten  Winkel  «]^  hälftete,  mit  dem  entsprechenden  A 
zusammen,  so  dass  also  g^  und  A  rechtwinklig  zu  einander  sind. 
Uebrigens  versteht  es  sich,  dass  zwei  projektivisch -gleiche  Strahl- 
büscbel, sobald  sie  ungleichliegend  sino,  sich  allemal  in  dieser  letx- 
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tereo  Lage  befiDflen  miissen,  was  aoci  im  äfaolicbea  Palle  von  den 
Geraden  utf.  Ji^  gilt.  -  / 

a)   Zwei   auf   einander    gelegte  projektivisch  -  ähu- 
liehe  iGerade  können   niemals  invojuto^isch  sein. 


6)  Zwei  auf  einander  ge- 
legte gleicbliegende  pro- 
jektivisch  -  gleiche  Gerade 
können,  ohne  sich  zu  dek- 
ken,  nicht  inTolntoriscb 
sein.  Zwei  nngleichliegen- 
de  dagegen  sind  allemal  in- 
volutorisch,  und  zwar  liegt 
ein  Hauptpunkt  in  der  Mitte 
zwischen  Je  zwei  zugeord- 
neten Punkten,  und  der  an- 
dere sammt  dem  Mittelpunk, 
te  der  Involution  unendlich 
entfernt. 


&)  Zwei  concentl'ische 
gleiciiliegende  projekti- 
visch  -  gleiche  Strahlbü- 
schel sind  involutorisch, 
wenn  je  zwei  entsprechen- 
de Strahlen  zu  einander 
rechtwinklig  sind;  zwei 
ungleichliegende  dagegen 
sind  allemal  involutoriscb; 
und  zwar  stehen  die  Haupt- 
strahlen  senkrecht  auf  ein- 
ander und  ein  jeder  liegt 
in  der  Mitte .  zwischen  je 
^wei  zugeordneten  Strah- 
len. 


Hiernach  sind  die  Ausdrücke  involutorisch  -  gleiche  Ge- 
rade, Involution  der  rechten  Winkel,  ungleichliegend 
involntorisch-gleiche  Strahlbüscbel   zu  verstehen. 

Endlich  sieht  man  leicht  ein,  dass 


c)  zwei  ungleichliegend 
involotoriache  Gerade  in- 
volutoris.ch  -  gleich  sein 
müvsen,  wenh  ein  Haupt- 
punkt unendlich  -  entfernt 
ist. 


c)  zwei  involutorische 
Strahlbüscbel  eine  Involu- 
tion der  rechten  Winkel 
bilden,  webn  irgend  zwei 
Paar  zugeordnete  Strahlen 
zu  einander  rechtwinklig 
Bind,  und  dass  sie  ungleich- 
liegend involutorisch- 
gleich  sind,  wenn  die  Haupt-  ' 
strahlen  zu  einander  recht- 
winklig sind. 

Noch' ein  Grenzfall  zwischen  gfeicbliegenden  und  ungleichlie- 
genden involutorischen  Gebilden  überhaupt  ist  zu  erwähnen,  weU 
eher  dadurch  entsteht,  dass  die  beiden  Hauptpunkte  oder  Haupt- 
strahlen  der  letzteren  mit  dem  Mittelpunkte  oder  einer  Achse  der 
InvoInCion  sich  vereinigen.  In  diesem  Falle  nämlich  ist  jeder  be* 
liebige  Punkt  oder  Strabl  der  vierte  harmonische  zu  den  beiden 
UaoptpvBkten  oder  Hauptstrahlen  und  zu  dem  mit  den  letzteren 
vereinigten  Punkte  oder  Strahle,  also  alle  Punkte  oder  Strahlen 
einem  einzigen  zugeordnet. 

i 
Einiges  über  Involutionssysteme. 

4.  3. 

An  das  Vorige  scbliesst  sich  zunächst  eine  Untersuchung  an 
über  die  zugeordneten  Punkte  •  oder  Strahlen,  welche  zwei,  einerlei 
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Geraden  oder  Paokte  anffehorigeD  loTolntioiiett  gemeiiifMshaftftch 
sind.  Ich  verschiebe  sie  aber  bis  dahin,  wo  sich  Mittel  darbieMn, 
dieselbe  schneller,  als  es  hier  geschehen  könnte,  tu  erledigen. 

Denkt  man  sich  eine  Reihe  beliebiger  Doppelgebilde  utf,  ^i; 
^„  A^\  By  B^  u. s.w.,  d.h.  welche  immer  paarweise  auf  einan- 
der liegen  oder  c^nceotrisch  sind,  und  nimmt  an,  dass  sowohl  einer^ 
seits  A^  A^,  B  ,  ,  ]  als  auch  andereriseits  ^,,  ^,,  jff^  .  .  .  der 
Reihe  nach  projektivisch  sind^  so  ist  es  klar,  dass  wenn  eines  die- 
ser Doppelgebilde,  z.B.  A^Aiy  invofutorisch  ist,  auch  alle  übrigen 
es  sein  müssen.  Eine  solche  Reihe  iovolutoriscber  Doppelgebilde 
heisst  ein  Involutionssystem.  Solcher  Systeme  gibt  es  ver« 
schiedepe  Arten,  je  nachdem  entweder  je  zwei  Doppelgebilde  per- 
spektivisch ,  oder  theils  schief  theils  perspektivisch ,  oder  je  zwei 
scbief  zu  einander  liegen.  Die;  Betrachtung  der  Systeme  der  ersten 
,  Art  führt  zu  Construktioneo  einer  Involution  von  Punkten  oder 
Strahlen,  welche  sich  ohne  Kreis  ausfuhren  lassen.'  Von  denen  der 
zweiten  Art  soll  hier  der  einfachste  und  fruchtbarste  Fall  näher 
betrachtet  werden. 

.  Hat  man  zwei  beliebige  schief  liegende  projek^ivische  Strahl- 
büschel Bj  B^,  wodurch  also  (11)  ein  beliebiger  Kegelschnitt  ge- 
geben ist,  und  liegt  ein  mit  B  concentrischer  Strahlbüschel  ^,  mit 
Bi  perspektivisch,  so  dass  also 

B{a,  h,  €...)  =  B^{a,y  b,,  c»,  </,  . . .)  = /^^(«r,,  *„  c„  </,  . . .), 


so  ist 


B{a^  Iß,  c,  rf...)=Äa(flra,  Äa,  €?„  </,...); 


und  rechnet  man  jetzt  alle  Strahlen  von  B^  zu  B  und  bezeiebnet 
die  denselben  in  iff,  entsprechenden  durch  «,,  ^,,  c^^  ^»-••y  und 
die  den  letzteren  wieder  in  B^  entsprechenden  durch  «r',,  d\j  </,^ 
if^.,,y  so  ist 

B(a,  ö,  Cy  d...  a„  ^3,  c,,  d^  ...)  =  /f »(»,,  ^1,  c„  rf,  ...  «,,  Ä,,  c„€^,...) 
'  =  B^{a^y  b^y  c„  </,  ...  «'„  b\,  C\y  £/',  ...), 

folglich 

Denkt  man  sich  nun  zunächst  nur  die  vier  entsprechenden  Strahlen 
a  0,,  «r,,  0,  gezogen  und  den  perspektivischen^  Durchschnitt  von 
B^y  B^  durch  die  beiden  Durchschnitte  der  Strahlenpaare  «r,,  a, 
und  ä^^  a  gegeben,  so  fallt  der  Strahl  $i^  mit  u  zasammen,  so 
dass  sieb  also  «r,  «r,  in  doppeltem  Sinne  entspredien.  Ein  Gleiches 
gilt  also,  auch  von  allen  übrigen  Paaren  b,  b^\  Cy  c^\  </,  d^  ,.., 
und  man  ist  somit  zur  folgenden  Aussage  berechtigt,  der  hier  so- 
gleich eine  analoge  zur  Seite  gestellt  wird: 


1)  Geht  ein  Kegelschnitt 
durch  zwei  Gegenecken  und 
die  Durchschnitte  der  Ge- 
genseiten  eines    einfachen 


1)  Berühr  fein  Kegelschnitt 
zwei  Gegenseiten  und  die 
Diagonalen  eines  einfachen 
Vierseits,    so    gibt    es    nn* 
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Tierecks,  so  gibt  es  un- 
zählige Vierecke,  welche 
dieselbeD  Darcbschnitteder 
Gegfenseiten  haben,  und?  an 
deren  Gegenecken  das  eine 
Paar  au^  demselben  Kegel- 
schnitte, das  andere  auf  der- 
selben Geraden,  als  die  bei- 
den anderen  Gegenecken 
desersterea  Vierecks,  liegt. 


zäliligeVierseite,  welche  der 
Richtung'  nach,  dieselben 
Diagonalen  haben,  und  von 
deren  Gegenseiten, das  eine 
Paar  denselben  Kegelschnitt 
berührt,  das  andere  densel-' 
ben  Darchschnittspnnkt,  als 
die  beiden  anderen  Gegen- 
seiten des  ersteren  Vier- 
seits^  hat. 


Ist  P  der  perspektivische  Durchschnitt  von  B^^  i?,,  und  sind 
a,  A,;  b,  b,  11.8. w.  die  jedesmaligen  Gegenecken  der  (links)  ge^ 
dacKten  Vierecke,  welche  auf  dem  Kegelschnitte  tiegeUj  so  schnei- 
den die  Verbindungslinien  aa^y  66|  u.  s.  w.  der  letzteren  die  Gerade 
BB^  allemal  in  eiuen»  Punkte,  welcher  zu  ß^  B^  und  dem  Durch- 
schnitte von  BB\  und  P  der  vierte  faurmonische  ist.  Dieser  Punkt 
(p)  ist  also  unveränderlich  derselbe,  und  ist  zugleich  zu  je  zwei 
Punkten  a,  Oi  und  dem  am  P  gehörigen  Punkte  der  vierte,  dem 
letzteren  zugeordnete  harmonische  Pnnkf.  (Nach  dem  bekannten 
Satze  über  die  Diaffonalen  des  vollständigen  Vierseits.)  Hieraas 
folgt  links,  und  auiäboliche  Weise  rechts: 


<;  2)Gehen  durch  einen  Punkt 
in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes zwei  beliebige  Ge- 
rade,  weiche  den  letzteren 
in  vier  Paukten  schneiden, 
und  man  verbindet  diese 
Punkte  durch  zwei  neue  Ge- 
rade, so  liegt  der  Durch- 
schnitt  dieser  letzteren  im- 
mer auf  einer  und  derselben 
geraden  Linie,  dereuDurch- 
schnitt  mit  jeder  der  erste- 
ren Geraden  zu  den  dem  Ke- 
gelschnitte ungehörigen 
Punkten  und  dem  aufäng- 
ließen  Punkte-  der  vierte, 
dem  letzteren  zugeordnete 
Punkt  ist. 


2)  Werden  von  zwei  belie- 
bigen Punkten  einer  Gera- 
den an  einen 'Kegelschnitt 
zwei  Paar  Tangenten  ge- 
zogen, und  zwei  Durch- 
schnittspunkte dieser  letz- 
teren durch  eineGerade  ver- 
bunden, so  geht  dieselbe 
immer  durch  einen,  und  den^ 
selben  Punkt,  dessen  nach 
einem  der  ersteren  Punkte 
gehender  Strahl  zu  den  von 
letzterem  ausgehendenTan- 
genten  und  zn  der  anfäng- 
lichen Geraden  der  vierte, 
der  letzteren  zugeordnete 
harmonische  Strahl  ist. 


Dieser  Eigenschaft  wegen  heisst  (links  und  rechts)  die  Ge- 
rade P  die  harmonische  Polare,  von  p;  und  der  Punkt  p  der 
harmonische  Pol  von  P,  und  man  sieht  sogleich,  dass  p  aus* 
serhalb  oder  innerhalb  des  Kegelschnittes  liegen  muss,  je  nachdem 
P  ihn  durchschneidet  oder  nicht.  , 

Bedenkt  man  endlich,  dass  die  Strahlbüschel  B^  B^  involuto^ 
risch  unti  durch  zwei  Paar  zugeordnete  Strahlen  a^  ^,;  ^,  ^3,  so 
wie  d^r  Punkt  p  durch  zwei  Sehnen  aa,,  bb,,  bestimmt  sind;  dass 
die  beiden  Strahlen,  wdche  nach  den  Durchschnitten  von  P  mit 
dem  Kegelschnitte  gehen,  Hauptstrahlen  von  By  B^  sein  müssen 
nnd  existiren  oder  nicht,  je  nachdem  P  den  Kegelschnitt  schneidet 
oder  nicht  schneidet,  so  folgt  links,  und  ähnlicher  Weise  rechts: 
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3)  Die  sämmtlichf  n  Pnnk- 
teopaare,  in  deoen  ein  Ke*> 

felfichnitt  von  einem  belie- 
igen  ebenen  Strahibüscbel 
geschnitten  wird,  bestim- 
men, indem  sie  mit  einem 
beliebigen  Punkte  seines 
Umfangs  durch  Gerade  ver- 
bunden werden,  die  zu- 
geordneten Strahlenpaare 
zweier  involatorischer 

Htrahl  husche),  welche 

gleichliegend  oder  un- 
gleichliegend sind,  je  nach- 
dem der  Mittelpunkt  des  er- 
steren  innerhalb  ode^  aus- 
serhalb des  Ktegelschnittes 
liegt,  und  deren  Hauntstrah- 
len  im  Jetzteren  Falle  nach 
den  Punkten  gehen,  in  de- 
nen die  harmonische  Polare 
dieses  Mittelpunktes  den. 
Kegelschnitt  durchschnei- 
det. 

Dnd  umgekehrt: 

4)  Bildet  man  um  einen  be- 
liebigen Punkt  auf  dem  Um- 
fang eines  Kegelschnittes 
eine  Involution  von  Strah- 
len, 'so  sehen  sämmtliche 
Sehnen  dieses  Kegelschnit- 
tes, welche  durch  die  zuge- 
ordneten Strahlen  der  In- 
volution bestimmt  werden, 
durch  einen  und  denselben 
Punkt,  welcher  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Kegel- 
schnittes liegt,  je  nachdem 
die  Involution  aus  gleich- 
oder  ungleichliegenden 
Strahlbüscheln  besteht. 


3)  JDie  sämmtliclien  Tan- 
gentenpaare, welche  von 
den  Punkten  einer  beliebi- 
gen Geraden  an  einen  Ke- 
gelschnitt gehen,  bestim- 
men auf  einer  beliebigen 
Tangente  desselben  die  zu« 
geordneten  Punktenpaare 
zweier  involutorischer  Ge- 
raden, welche  gl  eich  liegend 
oder  ungleichliegend  sind, 
je  nachdem  jene  beliebige 
Gerade  den  Keg.elschnitt  in 
keinem  oder,  in  zwei  Punk- 
ten schneidet,  und  deren 
Hauptpunkte  im  letzteren 
Falle  auf  den  Tangenten 
liegen,  welche  von  dem  har- 
monischen Pole  dieser  Ge- 
raden gezogen  werden. 


4^  Bildet  man  auf  einerbe- 
lienigen  Tangente  eines 
Kegelschnittes  eine  Invo- 
lution von  Punkten,  so  lie- 
gen die  Durchnitte  der  Tan- 
fentenpaare,  welche  von. 
en  zugeordneten  Punkten 
der  involution  ausgehen, 
auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden, welche  den  Kegel- 
schnitt in  keinem  oder  in 
zwei  Punkten  schneidet,  je 
nachdem  die  Involution  kus 
gleich-  oder  ungleichliegen- 
den  Geraden  besteht. 


ich  übergehe  mehrere  interessante  Zusätze  dieses  letzten  Sat- 
zes, und  behandle  auch  von  den  hierher  gehörigen  Aufgabep  nur 
die  folgende,  welche  für  die  Theorie  der  gemeinschaftlichen  Sekan- 
ten- und  Tangentendurchschnitte  von  besonderer  Wichtigkeit  ist: 


5)  Wenn  von  zwei  concen- 
trischen  Involutionen  von 
Strahlen  je  zwei  Paar  zuge- 
ordnete Strahlen  gep^eben 
sind,  mittels  des  Lineals 
und    eines'  festen    Kreises 


5)  Wenn  von  zwei  auf  ein- 
ander gelegt.en  Involutio- 
nen von  Punkten  je  zwei 
Paar-  zugeordnete  Punkte 
gegeben  sind,  mittels  de/i 
Lineals    und    eines    festen 
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dasjenige  Paar  zageordn'e« 
te  Strahlen  zu  finden,  wel« 
ches  beiden  gemeinschaft- 
lich  angehört. 


Kreises  dasjenige  Paar  zn- 
geordnete  Punkte  zu  fin- 
den, welches  beiden  gesiein- 
achaftlich  angebörl. 


Vermittelst  einer  beliebigen  Geraden,  welche  beide  Involutionen 
durchschneidet,  wird  die  Aufgabe  links  auf  die  andere  rechts  zu- 
rückgeführt. 

feiind  auf  einer  Geraden  A  für  die  eine  Involution  die  Punkte 

a,  a, ;  b,  b,,  für  die  andere  die  PunkCe  a',  a'i ;  ^',  b',  gegeben,  so 
.  Verbinde   man    diese  Punkte   mit  einem  beliebigen  Punkte  ß  auf 

dem  Umfange  des  Rülfskreises  bezüglich  durch  die  Geraden  0%ax\ 

b.  ^j ;  a\  a^\  b\  ^',,  welche  den  Kreis  zum  zweitenmal  in  den 
Punkten  a^  a, ;  $,  ß^\  a',  o^, ;  ß^^  ß'^  schneiden;  dann  ziehe  man 
die  Sehnen  aa^^  ßßy^  die  sich  in  p^  und  die  Sehnen  a*a\,  ß'ß',  die 

-sich  in  p*  schneiden,  sofort  wieder  die  Gerade  pp\  welche,  wo 
möglich,  den /Kreis  in  ^,  ^^  schneide;  endlich  die  Strahlen  BJbj 
Bk^^  so  schneiden  diese  die  Gerade  A  in  den  gesuchten  zwei  Punk- 
ten f,  f,  oder  f,  f',. 

Der  Beweis  erhellt  unmittelbar  aus  4)  links.  Sind  die  beiden 
Paare  iovolütorischer  Gebilde,   um  die  es  steh  handelt,  u  n  gl  ei  oh- 

'  liegend,  so  liegen  beide  Punkte  p^  p'  ausserhalb  des  Kreises, 
also  ist  es  in  diesem  Falle  möglich,  dass  die  Gerade  pp'  den  Kreis 
nicht  schneide,  und  es  folglich  keine  Punkte  t,  (,  gebe,  und  zwar 
tritt  dieses  letztere  noth wendig  ein,  wenn  die  Hauptpunkte  oder 
Hauptstrahlen  der  einen  Involution  abwechselnd  zu  denen  der  an» 
deren  liegen.  Ist  dagegen  eines  jener  Paare,  oder  sind  beide  Paare 
gleich  liegend,  so  ne^t  einer  der  Punkte  p^  p'  oder  beide  zu« 
gleich  innerhalb  des  Kreises,  und  es  giebt  folglich  in  diesen  bei- 
den Fällen  nothwendig  ein  Paar  Punkte  (,  f,.  In  der  Sprache  der 
Analysis  würde  dieses  Resultat  so  lauten:  Ein  Punkten-  oder 
Strahlenpaar,  welches  mit  jedem  von  zwei  andern  8ol- 
eben  Paaren  harmonisch  ist,  ist  allemal  reellj  wenn 
eines  dieser  beiden  letzteren,  oder  wenn  beide  imaginär 
sind;  es  kann  aber  imaginär  werden,  wenn  die  letzteren 
beide  reell  sind. 


Zugeordnete   harmonische  Pole  und  Polaren;   zugeord- 
nete Durchmesser  und  Achsenpunktwinkel;  die 
Brennpunkte. 

§.  4. 

Bezeichnet  man  jetzt  in  der  Figur,  welche  den  Betrachtungen 
des  vorigen  %,  zu  Grunde  lag,  die  Funkte,  in  welchen  die  Gerade 
P  von  den  Ntrablen  a.  ^,  e^  d.,.;  or,,  ^,,  c,,  €/,...  der  involuto- 
rischen  Strahlbüschel  i?,  B^  geschnitten  wird,  durch  a\  h\  C',  b'.*« 
a'««  b',,  c',,  b',  ...,  und  die  Strahlen,  welche  den  Punkt  p  mit  die* 
sen  Punkten  verbinden,  durdi  a\  ^,  </,  if...;  0',,  ^',,  </,,  if ,  . . ., 
so  sieht  man  zunächst,  dass  der  Punkt  a'  zu  dem  Strahle  1^,,  aV 
zu  0',  V  zu  ^,  U.S. f.  in  derselben  Beziehung  stehe,  als  p  zu.-/', 
dass  also  die  harmonischen  Pole  aller  Geraden,  welche 
durch  einen  Puukt  p  gehen,  auf  d^r  harmonischen  Po^ 
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Ure  P  dieses  Ponktes  liegpen,  und  umgekehrt;  feiner  er- 
gibt sieb  mittels  Jff,  ß^^  dass  sowohl  die  Punkte  a',  6',  c',  6\..; 
A^)  ft'31  ('si  b'»...  eine  iDVolntioB  von  PunkteD/als  auch  die  Strah' 
lep  a\  h\  d^  d ,..\  «*„  ^',,  c',,  c/',..,  eine  Involution  von  Strah- 
len bilden. 

Zwei  Punkte  o',  a',,  wovon  jeder  auf  der  harmonischen  Polare 
des  anderen  in  Bezog  auf  einen  Kegelschnitt  lieg^,  beissen  zwei 
zugeordnete  harmonische  Pole  in  Bezug  auf  diesen  Kegej- 
schnitt^  und  zwei  Gerade  a\  a',,  wovon  jede  durch  den  harmoni- 
schen Pol  der  anderen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  gebt,  beis- 
sen zwei  zugeordnete  barraonische  Polaren  in  Bezug  auf 
diesen  Kegelschnitt.  Ferner  heissen  drei  Punkte  /I9  a',  a',,  deren 
jeder  der  harmonische  Pol  der  Geraden  ist,  welche  die  beiden  an« 
dereu  verbindet,  drei  zugeordnete-  barmonische^Pole,  und 
diese  Geraden  /*,  o',,  €^  drei  zugeordnete  harmonische 
Polaren. 


1)  Die  sämmtlicben  Paare 
zugeordneter  harmonischer 
Polaren,  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt,  welche  einem 
beliebigeu  Punkte  seiner 
Ebene  angehören,  bilden 
eine  Involution  von  Strah- 
len, deren  Gebilde  gleich- 
liegend  oder  nngleichlie- 
geud  sind,  je  nachdem  dieser 
Punkt  innerhalb  od«r  aus- 
serhalb des  Kegelschnittes 
liegt,  und  deren  Uauptstrah- 
len  im  letzteren  Falle  die 
beiden  Tangenten  8ind,wel* 
che  von  diesem  P'nukte  aus- 
gehen.   IT  n  d  . . .  (wie  rechts) 


2)  Zwei  Seiten  eines  einem 
Kegelschnitte  eingeschrie- 
benen Dreiecks  schneiden 
eine  jede  Gerade,  deren  har- 
monischer Pol  auf  der  drit- 
ten Seite  liegt,  in  zwei  zu- 
Peordneten  harmonischen 
ölen. 


1)  Die  sämmtlicben  Paare 
zugeordneter  harmonischer 
Pole,  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt,  welche  einer 
beliebigen  Geraden  seiner 
Ebene  angehören,  bildeii 
eine  Involution  von  Punk- 
ten, deren  Gebilde  gleich- 
liegend  oder  ungleichlie- 
gend sind,  je  nachdem. diese 
tilerade  den  Kegelschnitt  in 
keinem  oder  in  zwei  Punk- 
ten schneidet,  und  deren 
Hauptpunkte  im  letzteren 
Falle  die  Durchschnitts* 
punkte  dieser  Geraden  und 
des  Kegelschnittes  sind. 
Und...  (wie  links) 

2)  Zwei  Ecken  eines  einem 
Kegelschnitte  umschriebe- 
nen Dreiecks  haben  mit  ei- 
nem jeden  Punkte,  ^dessen 
harmonische  Polare  durch 
die  dritte  Ecke  gebt,  zwei 
zugeordnete  harmonische 
Polaren  gemein. 

Nach  %,  1.  f  ist  das  Rechteck  am.aint  unter  den  Abständen 
zweier  zugeordneter  bormoniscber  Pole  a,  a,  vom  Mittelpunkte  m 
der  Involution,  so  wie  das  Product  tugirm. tng.iv,iis  der  Tangen- 
ten der  Winkel,  welche  zwei  zugeordnete  harmonische  Polaren  //,  a, 
mit  einer  Achse  m  bilden,  constant,  und  zwar  jenes,  wenn  die  be- 
trefteode  Gerade  den  Kegelschnitt  schneidet,  dem  Quadrate  der  hal- 
ben auf  ihr  enthaltenen  SKebne,  dieses,  wenn  der  betrefiende  Punkt 
ausserhalb  des  Kegelschnittes  liegt,  der  zweiten  Potenz  der  Tan» 
gente  des  halben  Winkels  gleich,  welche  die  von  ihm  ausgehenden 


Digitized  by 


Google 


267 

TsDgeDten  einsoliliesBen.  Pipdet  dien  I^Age  aber  nicht  statt,  so 
kann  offisobar  statt  der  Sehne  der  cb^ii  ao  grosse  Abstand  derjenigen 
zw^i  zugeordneten  harmonischen  Pole,  welche  gleich  weit  vom 
Mittelpunkte  m  entfernt  sind,  and  statt  dw  Tansrentenwinkels  der 
eben  so  grosse  Winkel  eintreten,  welchen  die  beiden  gegen  die 
Achse  m  gleichgcaeigten  zugeordneten  harmonischen  Polaren  ein- 
scbliessen.  Jener  Abstand^  soll  daher  eine  ideale  Sehne,  und 
dieser  Winkel  ein  idealer  Tangentenwinkel  des  Kegelschnit- 
tes heissen. 


3)  Das  Prodnct  der  Tan- 
genten der  Winkel,  welche 
zwei  beliebige  zugeordnete 
harmonische  Polaren,  für 
einen  bestimmten  Punkt, 
mit  einer  Achse  der  Involu* 
tion  einschliessen,  ist  von 
unveränderlichem  Werthe, 
und  zwair  der  zweiten  Po- 
tenz der  Tangente  des  hal- 
ben reellen  oder  idealen 
Tangentenwinkels  gleich, 
welcher  zu  jenem  Punkte 
gehört. 


3)  Das  Rechteck  unter  den 
Abständen  zweier  beliebi- 
ger zugeordneter  harmoni- 
scher Pole,  für  eine  be- 
stimi^te  Gerade,  vi>m  Mit« 
telpunkte  der  Involution 
ist  von  unveränderlichem 
Inhalt,  und  zwar  dem  Qua- 
drate Mer  halben  reellen 
oder  idealen  Sehne  gleich, 
welche  zu  dieser  Geraden 
gehört 


Endlich  überzeugt  man  sich  leicht,  dass: 


4)  die  spitzen  Winkel, 
welche  die  einzelnen  Paare 
einer  Involution  zugeord- 
neter harmonischer  Pola- 
ren ein'schliessen,  von  0^ 
bis  90®  oder  von  der  Grösse 
des  idealen  Tangentenwin- 
kels bis  90®  wachsen,  je 
nachdem  der  betreffende 
Punkt  ausserhalb  oder  in- 
nerhalb des  Kegelschnittes 
liegt. 


4)  die  Abstände  der  ein- 
seinen Paare  einer  involu« 
tion  zugeordneter  harmo- 
nischer,Pole  von  einander 
von  Null  bis  ins  Unendliche 
oder  von  der  Grösse  der 
idealen  Sehne  bis  ins^  Du* 
endliche  wachsen,  je  nach- 
dem die  betreffonde  Gerade 
den  Kegelschnitt  schneidet 
oder  nicht. 


Ganz  ungesucht  bieten  sich  nunmehr  folgende  Fragen  dar: 

1)  Gibt  es  in  der  Ebene  eines  beliebigen  Kegel- 
schnittes zwei  oder  mehrere  Involutionen  zugeordne- 
ter harmonischer  Pole  oder  Polaren,  welche  bezüglich 
den  Mittelpunkt  oder  eine  Achse  gemein   haben? 

2)  Welche.  Bigenschaften  haben  die  einzelnen  Paare 
derjenigen  Involution  zugeordneter  harmonischer  Po- 
laren oder  Pole  gemein,  welche  einem  solchen  Mittel- 
punkte oder  einer  solchen  Achse  angehören? 

3^  Gibt  es  in  der  Ebene  eines  beliebigen  Kegel- 
schnittes ungleichliegend  involutorisch-gleiche  Strahl- 
büschel, und  involutorisch*gleiche  Gerade,  welche  von 
zugeordneten  harmonischen  Polaren  oder  Polep  gebil- 
det werden? 
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4)  Gibt  es  in  derselben  Jovolutionen  der  rechten 
Winkel,  deren  Schenkel  lugeordnete  btirmonisclie  Po- 
laren sind? 

1)  Denkt  man  sieb  in  der  Ebene  eines  Ke^elscbnittes  eine 
Gerade  in  beliebiger  Richtung  ins  Unendliche  hinausgerückt,  so 
sind  alle  Gerade,  welche  durch  ihren  hlirmonischen  Pol  gehen,  die 
harmonischen  Polaren  von  Punkten,  welche  in  den  terschiedeuen 
Richtungen  der  Ebene  unendlich  -  entfernt  liegen,  also  mnss  eine 
jede  derselben  sämmtliche  nach  dem  entsprechenden  unendlich- ent- 
fernten Punkte  gerichteten  parallelen  Geraden  in  den  IMittelpunkten 
der  ihnen  angebörigen  Involutionen  zugeordneter  harmonischer  Pole 
und  insbesondere  zwei  parallele  Tangenten  in  den  Berührungs- 
punkten  treffen.  Demnach  ist  der  harmonische  Pol  dieser  unend- 
lich-entfernten Geraden  Mittelpunkt  sämmtlicher  Inrolutio.nen  zuge* 
ordneter  harmonischer  Pole,  welche  den  unzähligen  durch  ihn  gehen- 
den Geraden  angehören,  und  somit  auch  der  lUittelpunkt  sämmt- 
licher reellen  oder  idealen  Sehnen  des  Kegelschnittes,  welche  auf 
diesen  Geraden  liegen.'  Er  wird  deshalb  der  Mittelpunkl;  des 
Kege*l Schnittes  genannt,  und  zwar  besitzt  jeder  Kegelschnitt 
nur  einen  solchen  Punkt,  weil  eine  Involution  von  Punkten  nicht 
zwei  Mittelpunkte  enthalten  kann,  und  daher  gibt  es  in  seiner 
Ebene  auch  nur  eine  unen<flich-entfernte  Gerade. 

Da  die  letztere  mit  der  Hyperbel  zwei,  mit  der  Ellipse 
keinen  und  mit  der  Parabel  nur  einen  Punkt,  nämlich  den  Be- 
rührungspunkt^ gemein  hat,  so  liegt  der  Mittelpunkt  der  ersten 
ausserhalb,  der  zweiten  innerhalb,  der  dritten  unendlich-ent- 
fernt aiit'dem  Umfonge  der  Curve. 

Jede  reelle  oder  ideale  Sehne  eines  Kegelschnittes,  die  durch  - 
seinen  Mittelpunkt  geht,  heisst  sowohl  derftichtung  als  der  Grösse 
nach  ein  Durchmesser  desselben.  Die  üjperbel  hat  also  reelle 
und  ideale,  die  Ellipse  und  die  Parabel  nur  reelle,  und  zwar  die 
letztere  lauter  parallele  Durchmesser.  Je  zwei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes 
gehen,  heissen  zwei  zugeordni'te  Durchmesser^  die  Achsen 
der  Involution  dieser  letzteren  heissen  die  Achsen  des  Kegel- 
schnittes, und  die  Bauptstrahlen  derselben  die  Asymptoten  der 
Hyperbel.  —  Bei  dieser  ist  jedem  idealen  Durchmesser  ein  reeller 
zugeordnet,  und  umgekehrt.  Bei  der  Ellipse  kann  man  den  Win- 
kel, welchen  die  gegen  jede  Achse  gleichgeneigt^n  zugeordneten 
Durchmesser  bilden,  und  welcher  der  kleinste  unter  allen  ist,  den 
idealen  Asymptotenwinkel  nennen. 

Betrachtet  man  irgend  einen  Punkt  einer  Achse  des  Kegel- 
schnittes als  Mittelpunkt  einer  Involution  zugeordneter  harmonischer 
Polaren,  so  läuft  der  der  Achse  zugeordnete  Strahl  mit  der  ande- 
ren Achse  des  Kegelschnittes  parallel,  steht  also  auf  der  ersteren 
senkrecht.  Jede  dieser  beiden  Achsen  ist  also  die  gemein- 
schaftliche Achse  aller  dieser  Involutionen,  und^hat 
ai^aloge  Eigenschaften  als  der  Mittelpunkt  des  Kegel* 
Schnittes.  Je  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole,  welche  auf 
einer  Achse  des  Kegelschnittes  liegen,  sollen  zwei  zugeordnete 
Achsenpunkte,  und  die  reellen  oder  idealen  Tangentenwinkel, 
deren  Scheitel  sie  sind,  -zwei  zugeordnete  Achsenpunktwin- 
kel  heissen.  Von  diesen  Punkten  und  Winkeln  ist^  meines  Wis- 
sens,  noch  tiirgends  wo  gehandelt  worden.     Endlich  heissen  die 
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Hauptpunkte  der  von  den  lu^eordneten  AchsenpOnkten  gebildeten  -- 
lovolation  oder,  in  ihrer  Ermangelnng,  die  beideif  Ton  Mittelpankte 
des  Kegelschnittes  gleich  weit  entfernten  zugeordneten  Achsen- 
-punkte  die  Scheitel  des  Kegelschnittes.  Die  Hyperbel  hat 
Bwel  reelle  und  swei  ideak,  die  Ellipse  zwei  Paar  reelle,  die  Pa- 
rabel cwei  reelle  aber  einen  unendlich  -  entfernten  Scheitel. 

2)  Ich  übergehe  mehrere  längst  bekannte  Sätze,  welche  fast 
nur  Wiederholungen  der  allgemeineren  1),  3)  und  4)  sein  würden, 
nm  s&fort  einige  metrische  Relationen  zu  entwickeln,  deren  Inter- 
esse besonders  darin  besteht,  dass  in  ihnen  daji  Princip  der  Duali* 
tat  sich  erhält. 

Es  sei  M  der  Mittelpunkt  einer  Ellipse  oder  Hyperbel»  m  ein 
reeller  Scheitel  derselben  und  A  die  Tanffente  in  m,  welche,  mit 
der  anderen  Achse  parallel*  und  daher  auf  ffim  senkrecht  sein  muss« 
Es  seien  «,  a^  zwei  beliebige  zugeordnete  Durchmesser,  welche  die 
A  in.a,  a,  und  zwei  mit'ir,,  a  parallele  Linien,  die  durch  m  ge- 
hen, in  a,  tt,  schneiden.  Dies  Torausgesetzt,  so  sind  sowohl  a>  a 
als  Ai,  tti  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole,  indem  s.B.  die  har- 
monische Polare  von  a  sowohl  durch  m  als  den  harmonischen  Pol 
von  a  gehens,  also  mit  n,  parallel  sein  moss;  folglich  sind  die 
Rechtecke  M9L,Ma^  Ma^^Ma^  den  Quadraten  der  halben  Durch- 
messerlängen 0r,  «1  gleich.    Nun  ist  aber 

Mcii  ilfa=aa,  :mai 
und 

Ma^  \Ma^  z=,aa^  :ma, 
also 

üfa.JI#a  =  üft».52i;  Ufa,  .üfa,=^il#a,*,5i 

und  nach  dem  pythagorischen  Satze  ist 
also 

ttOi  Ml 

=üfm».  !!!£l±«!!«  ± mo .  mo, .  2Jii^5? = ;Vro»± ma :  ma., 
«01  aai 

wo  die  oberen  Zeichen  fUr  die  Ellipse,  die  unteren  für  die  Hyper- 
bel selten,  weil  dort  die  Involution  der  zugeordneten  Durchmesser 
Pleicliliegende,  hier  nngleichliegende  Gebilde  enthält,  also  dort  die 
unkte  a,  a,  auf  verschiedenen,  hier  auf  einerlei  Seite  von  m  lie- 
gen müssen,  und  zwar  gehört  hier  dem  idealen  Durohmesser  der 
grössere  xadf^  von  beiden  Abschnitten  ma,  m'ai  an. 

Aber  m  ist  der  Mittelpunkt  einer  Involution  von  Punkten,  welche 
auf  A  durch  den  zugeordneten  Durchmesser  bestimmt  werden;  also 
ist  das  Rechteck  ma.mai,  folglich  auch  die  Summe  oder  Diffsrenz 
MtL .  Ma  db  Md ,  .  Ma^^  CQustant. 

Zu  demselhen  Resultate  gelangt  man  auch  auf  folgende  Weise: 
Es  seien  0,  0,  die  Endpunkte  eines  beliebigen  reellen  Dorch- 
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.oiesseni,  m»  Uli  ^i®  Endpunkte  einer  reellen  Acbsei  durch  O  sei 
eine  Tangente  gelegt,  welche  diese  Achse  in  tti  schneide,  an4  von 
O  eine  Senkrechte  Ua  auf  die  Achse  gefällt,  deren  Fusspnnkt  a  sei; 
ausserdem  seien  die  Geraden  0m ,  ^i,  ^^itn  und  durch  J/ eine 
Parallele  mit  6^a,,  d.  h.  der  dem  00 ^  sngeordnete  Durchmesser 
gezogen,  welcher  tou  0m  in  c,  von  0,01  in  Ci,  van  0mi  in  b 
geschnitten  werde.  Endlich  werde  die  andere  Achse  von  0m  in  b, 
von  0hl,  in  6,  geschnitten. 

Da  die  Seite  00,  des  Dreiecks  00, m  durch  den  harmonischen 
Pol  der  Geraden  ilfc,  und  die  Seite  mm,  des  Dreiecks  0mmi  durch 
den  harmonischen  Pol  der  Geraden  Mh  geht,  so  siud  (nach  2)  links) 
sowohl  c,  C,  als  6,  6,  zug.  härm.  Pole,  also  das  Rechteck  McMt^ 
dem  Quadrate  des  halben  Durchmessers,  der  dem  00,  zugeordnet 
ist,  und  das  Rechteck  Mb.Mi^  dem  Quadrate  der  halben  anderen 
Achse  ffleich.  Es  sei  diese  halbe  Achse  =i?,  ^o  wie  jlfm  =  itfmi 
=  ^;  ferner  J!/0  =  >il,,  ^c.^C,  =-Ä,». 

Der  Punkt  a,  ist  der  harmonische  Pol  der  Senkrechten  0a, 
also  Jlfa.i^a,=iKfm'=^*;  und  aus  den  Proportionen 


jUb :  0a,  =  ifm,  :  a,m, ; 
Mti  0a,  =-Äfm:a,m; 

ergibt  sich 

m.Mi  oder3fc.Arc,  =  iff,*  = 
0a, «.^» 
aim.a,m,* 


0a 


0a:J!lb,=am,  iMm^\ 
OaiMbzr^cmiMxa 


m      ^b..yb,  «am »am,  ^__^ 


-jj .  am .  omi« 


Aber 


0(x,*  =  Oci}  +  aa^*  und  JliO*=ui,*=  Oa^  +  m^; 


am •  am,  :=  (^  —  Ufa)  (A  +  Ma) 
=  ^»-i!fa»  =  üft.^a,— i»fa» 
x=Jfa.oa,. 


a,m.a,m,=(A/a,-T-ui)(Jfa,+^) 

=^a,»-^»=üfc,*— ifa.Äa, 


Demnach  ist 

^,»=5^/.am.am.+J»/a»  =  Ä».;^^-HJI/a* 

i?».att,H-^a».ilfai B^.aa^  +J*.dfa 


^  a,m.a,m. 


aiU  «aim. 


also 


Digitized  by 


Google 


271 

iDdem  bei  der  EUi^e^  wo  e  Bwiachen  ibf  und  ai  fäUt,  die  oberen,  bei 
der  Hyperbel»  "Wo  a,  zwiseheii  M  and  a  fällt»  die  ustereo  Zeieben 
zu  nebme;i  dind.  >  . 

Geheo  wir  jetit  zur  Figar  des  ersten  Beweises  zurück,  so  ist 

^. » .  Ä. » =  Ufa» .  Jlft. '  HiiMi  =  Ä«. .  iift, . .  j|l, 
weil  dort  ,  '^ 

war;  also  ist 

B  ^ 

A^  ,B\  =äia,Jlfag . — ,  oder  Aj  .Ä, : Ma.Müi  =iff:tta,. 

Ist  aber  P  der  Inhalt  des  Parallelogramms,  welches  durch  die  End« 
punkte  zweier  reellen  oder  idealen  zugeordneten  Durchmesser  be- 
stimmt wird,  so  yerhält  sich: 

P:4ilfaai  =^i . /^i  liKfa.ifa,,  also,   d.a  ilfaa,  =4ilfm.aa.  ist, 
P:%d.aa,  =  ß/.aa,,  folglich  Pz=%A.B. 

Nennen  wir  u  den  von  ^|,  B^  emgeschlossenen  Winkel,  so 
ist /•=2^,  .iff,.sina  =  2jf.Ä,  also  (^,  +  Ä,)»  =^»  + /?» 
^2AJB    ^^   £2*^  ^.^  Ellipse  ist  A^  +  B^,  und  für  die  Ellipse 

sina  ^  .   . 

und  Hyperbel  ist  ^^  .  ^,  ein  Hazimum  oder  Minimum,  je  nachdem 
a  ein  Minimum  oder  Maximum  ist;  und  da  für  eratere 

für  die  letztere 

so  ist  för  beule  A^^ B\  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  ' 
Ay  +  B^  ein  Minimum  oder  Maximum  ist. 

Seien  andererseits  a,  a,  zwei  beliebige  zugeordn.  Achsen- 
punkte^  welobe  0)  entweder  einer  von  zwei  reellen,  oder  ^)  einer  . 
idealen  Achse  angehören;  durch  a^  den  äusseren  Punkt  in  beiden 
Fällen,  seien  zwei  Tangenten  gezogen,  und  ausserdem  die  beiden 
Tangenten  in  den  Scheiteln  m,  nti  der  anderen  Achse,  deren  eine 
von  jenen  beiden  in  n,  q,  die  andere  in  n,,  q^  geschnitten  werde* 
Die  Tangente  nn,  berühre  den  Kegelschnitt  in  r  uud  schneide  die 
andere  Achse  in  f.  Man  ziehe  noch  die  Geraden  nq,^  n,qi,  ra^ 
welche  auf  aa,  senkreeht  stehen  i|nd  dieselbe  in  b»  6|,  a  schneiden. 

Da  die  harmonische  Polare  des  Punktes  a  durch  die  Ecke  a, 
des  dem  Kegelschnitte  umschriebenen  Dreiecks  ainq  geht,  so  sind 
(nach  2)  rechts)  die  Geraden  an,  aq  zwei  zugeordnete  harmoBische 
Polaren.  Ist^  also  Winkel  nüi b  =  a,  und  tng .  nab .  tng .  qab,  = 
tng'.a,  so  sin^  a,  a^  die  Hälften  zweier  zugeordneten  Aehsen- 
punktwinkel. 

Da  die  Punkte  f,  tl,  r^  n,  harmoaiach  sind,   so  sind  eg  »nch 
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aber 


die  PoQkte  M  (der  Mktelpankt  dea  Kegelachnitta),  6>  a,  6, ;  a 
a,6  =  a,b«,  also  auch  a,ilf. ata  =  a,b*=:a,(i'.    Dennacb  ist 

f„„.«  _  ob»  Mm*  A* 


'a|b*        axM.aa^       aiM^aa^' 

®  ab     ab,         ab.  ab/ 

aber 

ab.  ab,  =(a,b— aa,)(a,b,  +  aa,)  =  a,b»-*-aa,»  =  a,Af.a«,— aa,» 

=  üdg .  a^9 
also 

®  aitf.aa,  "^  ^     ^       Mi      aiM.aJH 

Im- Fall  einer   idealen  Acbse  ist  ai^+aAf=aa,9    und  im  Fall 
zweier  reellen  ist  a^M — aM  =  aai'j  und  da  J/a .  ^a,  =  dem  Qua- 
drate dieser  balben  Achse  =  :ff*,  so  ist  tng>a±tng'a,  ='^. 
Ferner  ist 


also 


tng'a.tog'a,  =-=^^  .  — ^ —  =  f '  '  ^\, 

*         »     '      aM.aa,     a,ilf,aa,        ß^.aa,*^ 


tng«.taga.  =  -2p^* 


aüi 


Endlich  im  Falle  d)^  wenn  a,  a,  auf  der  reellen  Acbse  einer 
Hyperbel  liegen,  seien  m,  m,  die  Scheitel  dieser  Acbse,  ^,  ^, 
die  Tangenten  in  m,  m,>  und  von  dem  äusseren  Punkte  a  seien 
zwei  Tangenten  gezogen,  welche  den  Kegelschnitt  in  r,  €  beruh- 
ren  und  die  ,^,  Jf,  in  n,  (|;  n,,  a,  schneiden.  Zieht  man  jetzt 
die  GTeraden  a',n;  a,q,  so  müssen  aieselben  (nach  2)  rechts)  ^ug. 
harmonische  Polaren  sein,  und  eben  deshalb  muss  a,ll  durch  q, 
und  a^Ci  durch  n,  gehen.  Die  Winkel  na<|  =  2a  und  na,q  =  2a, 
sind  zugeordnete  Achsenpunktwinkel  und  man  hat 

tng»«=52.aLEi,    tng'a.  =  JIL.HiH.. 
an     am,         "^  a|W    aiU, 

Aber 

am .  am,  =  (iftn  —  wa)(üfei  +  Jft)  s=i^»  —  Jüa* 

a,m.a,m,  =(^a,  —  iftn)(*a,  H-ÄttJÄÜftk*  — ^» 

=  Jfa,»  — ^a.i/a,  =i/a,  .aa|. 

Also  ist 

tiiir*a  — tnir»a    —  ""'"»"i     ^tti— itfa_  nm.n,», 
eng  a       (Dg  »I  —   j^f^^j^^  .         ^^^         —         ^, 

Die  Tangenten  ^,  ^i  werden  von  allen  fibrigen  projektivisch  ge- 
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echnitteo,  irnd  ihr  Durchscbnitt,  dem  die  wecüiielseitigen  BerSbrangs- 
ponkte  entsprechen,  ist  liier  nneod1ich\ entfernt;  also  sind  m>  m, 
ihre  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen,  und  es  ist  folglich  das 
Rechteck  nm.n,mi  constant  (Einleit.  11/^).  Das  nämTiehe  gilt 
also  auch  yon  der  Differenz  tng'a  —  tng*a,,  nnd  da,  wenn  a  niit 
M  zusammenfällt  und  zur  idealen  Achse  gerechnet  wird,  die  Tan- 

geate  des  Komplementes  von  a  =  -T^,  also  tng  a=--j,  weil  a^=0, 

so  ist  nm.n,m,  oder  das  Quadrat  des  halben  Segraei^tes,  das  die 
Asymptoten   anf  jeder  Scheiteltiangente  abschneiden,   =^',   und 

tng'a— tng»a,  =  ^. 

Im  Falle  der  Parabel  ist  amssaiin,  also  tnga  =  tngaj. 


5.  in  jeder  KIlipse  ist  die 
Summe  der  Quadrate  zweier 
beliebigen  zugeordneten 
Durchmesser  der  Summe  der 
Quadrate  beider  Achsen^ 
und  in  jeder  Hyperbel  ist 
der  Unterschied  der  Qua- 
drate eines  beliebigen  reel- 
len ttnd  des  ihm  zugeordne- 
ten idealen  Durchmessers 
dem  Unterschiede  der  Qua- 
drate der  reellen  nnd  der 
idealen  Achse  gleich. 


6.  in  jeder  Ellipse  oder 
Hyperbel  verbalten  sichdie 
Rechtecke  unter  je  zwei  zu- 
geordneten Durchmessern 
umgekehrt  wie  die  Sinus 
der  von  ihnen^  eingeschlos- 
senen Winkel. 


5.  in  jedem  i^egelscbnitte 
ist  die  Summe  (fder  Diffe- 
renz der  zweiten  Potenzen 
der  Tangenten  zweier  zu- 
geordneten halben  Achsen- 
punktwinkel  der  zweiten 
Potenz  der  Tangente  des 
entsprechenden  reellen  oder^ 
Asymptotenwinkels  gleich, 
und  zwar  die  Summ^,  wenn 
die  Acbsenpunkte  einer 
idealen  Achse^  die  Diffe- 
renz, wenn  sie  einer  reel- 
len Achse  angehören,  und 
es  ist  in  diesem  letzteren 
Falte  bei  der  Ellipse  der 
ideale,  bei  der  Hyperbel 
der  reelle  Aclisenpunktwin- 
keFder  grössere  von  beiden. 

6.  In  jedem  Kegelschnitte 
verhalten  sich  die  Producte 
der  Tangenten  je  zweier 
zugeordneten  halben  Ach-; 
senpunktwinkel  umgekehrt 
wie  die  Abstände  ihrerScbei- 
tel  von  einander. 


7.  In  jeder  Ellipse  oder  Hyperbel  sind  alle  durch  die 
Endpunkte  oder  Richtungen  der  zugeordneten  Durch- 
messer bestimmten  eingeschriebenen  oder  umschriebe- 
ne n  Parallelogramme  einander  und  den  durch  die  Achsen 
bestimmten  Parallelogrammen  gleich. 


8.  In  jeder  Ellipse  ist  die 
Summe  zweier  zugeordne- 
ter Durchmesser  umso  grös- 
ser, und  ihr  Unterschied  um 
so  kleiner,  je  kleiner  der 
Winkel  ist,  den  sie  ein- 
IIV.' 


8.  Die  Summe  zweier  zu- 
geordneten Achsenpunkt- 
winkel,  deren  Scheitel  auf 
der  idealen  Achse  einer  Hy- 
perbel liegen,,  ist  uib  so 
grösser,  und  ihr  Unter- 
IS 
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BcblieBBen;  daher  bilden  die 
idealen  Asymptoteo  die 
grösate  Summe  und  sind  ein- 
ander gcleich,  und  die  bei- 
den Achsen  bilden  die  klein- 
ste Sammle,  und  die  eine  ist 
der  grösBle,  die  andere  der 
kleinste  aller  Durchmesser. 


schied  nm  so  kleiner,  je 
kleiner  der  Abstand  ihrer 
Scheitel«  von  einander  ist; 
daher  bilden  diejeaigen,  de« 
reu  Scheitel  die  ideales^ 
Scheitel  des  Kegelschnit* 
tes  sind,  die  gfössteSumme 
und  sind  einandef  gleich, 
und  der  entsprechende 
Asymptotenwinkel,  welcher 
der  grösste  unter  allen  ist^ 
bildet  mit  dem  ihmzugeord- 
neten  Achsei^punktwinkel, 
welcher  gleich  Null  ist,  die 
kleinste  Summe, 

3)  Gehen  wir  noch  einmal  xur  Figur  des  ersten  Beweises  dex 
vorigen  Sätie  (links)  xurück;  doch  sei  jetzt  iVitt  ein  Durchmesseri 
dessen  zugeordneter  den«  Nebenwinl^el  ?on  aa^  hälftet,  ao  ist  JUa 
=  3iai  und  Ma^z=zma;=zaaf  also 

Ma.  MaztzMaj^ .  3fa|  =  i/a.  Jfad=^a.aa  =  ifa(J/adbaa) 

Wiederholt  man  diese  Betrachtung  in  Ansehung  der  übrigen 
drei,  von  0,  0,  gebildeten  Winkel,  'o  erhält  man  eiti  dem  KegeU 
schnitte  umschriebenes  Rechteck^  dessen  Diagonalen  die  c^nstante 
Grösse  2Moi  haben;  also  darf  man  scbliessen: 

9.  Die  Scheitel  aller  rechten  Winkel,  welche  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel  umschrieben  sind,  liegen  auf  dem 
Umfange  eines  mit  dem  Kegelschnitte  concentrischen 
Kreises,  und  je  zwei  Sehnen  dieses  Kreises,  welche 
durch  die  Schenkel  dieser  rechten  Winkel  bestimmt 
werden,  haben  die  Länge  zweier  zugeordneten  Durch- 
messer der  Ellipse. 

Da  nun  zwei  involutoriscbe  Strablbiischel  ungleichliegend  in. 
volutorisch- gleich  sind,  wenn  ihre  Bauptstrahlen  rechte  Winkel 
bilden,  und  da  zwei  inyolutorische  Gerade  involutorisch-gleich  sind, 
wenn  einer  ihrer  Hauptpunkte  unendlich  -  entfernt  ist,  so  folgt: 


r  Je- 
den Ellipse  oder  Hyperbel 
liegen  die  Mittelpunkte  al- 
ler ungleichliegend  involu- 
torisch-gleichen  .  Strablbii- 
schel, weiche  von  zugeord- 
neten harmonischen  Pola- 
req  gebildet  werden,  auf 
dem  Umfange  eines  mit  dem 
Kegelschnitte  concentri- 
schen  Kreises,  dessen  Durch- 
messer die  Diagonale  des 
von  den  Achsen  gebildeten 
Rechtecks  ist 


10.  Die  Ellipse  besitzt  in 
ihrer  ganzen  Ebene  keine 
Gerade,  deren  zugeordnete 
harmonische  Pole  invelnto* 
risch-gleiche  Gerade  bil- 
den$  dagegen  hat  in  der 
Ebene  der  Hyperbel  jede  mit 
den  Asymptoten  parallele 
Geriide,  und  in  der  Ebene 
der  Parabel  jeder  Darch« 
messer  diese  Eigenschaft   - 
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Bei  der  gleiehsM^gen  Hvperbei»  welche  recIitwiDHlig^  Asjrm* . 
ptoten  hat^  schwindet   der  Kreis  (links)   in    deq  Mittelpunkt  der 
Curve  zusQmmen«   und  bei  der  Parabel»   wie  aas  dem  Folgenden 
hervorgebeo  wird»  artet  er  in  eine  Gerade  aus. 

4)  Wenn  es  einen  Punkt  Zugibt,  dessen  Strahlen,  als  zuge* 
ordnete  harmonische  Polaren  in  Being  auf  einen  Kegelschnitt,  eine 
Involution  der  rechten  Winkel  bilden,  so  mass  derselbe,  du  eine 
solche  Involution  gleichliegende  Gebilde  enthält»  innerhalb  des 
Regelschnittes  liegen;  und  er  muss  zu  einer  Achse  gehören,  weil 
sonst  eine  mit  der  Achse  parallele  Gerade  auf  der  ihr  zugeordneten 
harmonischen  Polare  nicht  senkrecht  stehen  könnte. 

a)  Man  denke  ^sich  von  dem  fraglichen  Punkte  F  nach  den 
Berubrangspunkten  zweier  beliebigen  Tangenten  die  Straten  p,^, 
nach  dem  Durchschnitte  beider  Tangenten  den  Strahl  0  und  aus* 
serdem  die  dem  a  zugeordnete,  auf  ihm  senkrechte  harmonische 
^  Polare  n,  gezogen ,  so  geht  die  Berühruogssehne  dieser  Tangen* 
ten,  als  harmonische  Polare  eines  auf  a  liegenden  Punktes^  durch 
den  auf  «r^  liegenden  barhionischen  Pol  von  «,  schneidet  also  die 
vier  Strahlen  <y,  fx,  0,,  ^  in  vier  harmonischen  Punkten,  und  da 
nun  diese  Strahlen  selber  harmonisch  sind  und  a  zu  a^  rechtwinklig 
\Bt,  so  hftlften  die  Strahlen  «r,  «^  die  von  p^  q  eingeschlos- 
senen Winkel  und  Nebenwinkel. 

V)  Es  seien  sofort  Ay  A^  zwei  feste,  nnd  A^  eine  beliebige 
dritte  Tangente,  aus  F  seien  nach  ihren  Berührungspunkten  die 
Strahlen  ;>,  ^^  r,  und  nach  den  Durchschnitten  von  A\^  mit  A^  A^ 
die  Strahlen  o,  a^  gezogen,  so  ist 

SB.  ir;»  =  ®.  ar 
SS.  4y,9r=SB.  4v,r;  also 


SB.  Ä/idbffl.  a,y:=ffi.  ar=fc2B.  a,r=:3B.  ää,, 

wo  die  oberen  oder  nntei:en  Zeichen  zn  nehmen  sind,  je  nachdem' 
r  zwischen   oder   ausserhalb   p^   q   liegt.     Es  ist  aber  SB.  pq'=' 
SB.  ««,'  +  SB.  ir;eidbSB.  0,9^=2  !ß.  aa^\   also  ist  9B.  aa^^  von 
unveränderlicher  Grösse. 

e)  Insbesondere  seien  jetzt  A^  A^  die  Tangenten  in  den  Schei- 
teln einer  reellen  Achse,  welche  den  Punkt  /^enthalten  würde  — 
denn  auf  einer  idealen,  deren  sämmtliche  Punkte  ausserhalb  des 
Kegelschnittes  liegen,  kann  F  nicht  sein  —  so  ist  jetzt  der  so  eben 
»it  fHf  bezeichnete  Winkel  =2/2,  also  der  Winkel  aa^  für  eine 
beliebige  dritte  Tangente  A^  =  ü.  Beschreibt  man  also  8ber  dem 
.v#n  A^  .^i.intercepCirteA  Segmente  fler  A^,  als  Durchmesser,  einen 
Kreis yse  schneidet  er.  wo  mliglicb,  die  Achse  ia  «wei  Punkten, 
deren  jeder  ein  solcher  Punkt  F*  ibL  • 

In  der  That,  da  die  harmonische  Polare  des  Punktes  F  nach 
dem  unendlich  entfernten  Durchschnitte  von  A^  A^  gehen  muss, 
welche  mit  A^  ein  dem  l^egelschnitte  umschriebenes  Dreieek  bilden, 
so  sind  die.  rechtwinkligen  Strählen  a,  a,,  welche  F  mit  den  bei? 
den  anderen  Ecken  dieses  Dreiecks  verbinden,  zuffeordnete  harmo- 
nische Polaren;  und  da  bereits  die  Achse  and  der  in  F  auf  ihr« 
senkrechte  SUrabI  ein  anderes  Paar  dieser  Art  bilden,  so  müssen 
(nach  f..  2,  c.)   alle   Paare   zugeordneter  harmonischer  Polaren, 

18* 
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welche  darcb  diesen  so  bestimmten  Ponkt  P  g^heo,  zn  einander* 
rechtirinklig  sein. 

Sind  m,  nii  die  Beriibrangspunkte  von  A^  A^  nnd  a^di^  Ihre 
Durchschnitte  mit  ^^,,  so  sind  die  Dreiecke  /Mia  und  ^m,ai  ähn- 
lich, also  /W:nia  =  m,a,  :/^i  und  /ta,/\n,  =  ma.ma,,  aber 
ma.ma,  ist  constant  und  dem  Quadrate  der  halben  anderen  Achse 

fleich,  als»  findet  man  auch  die  beiden  Punkte  Fi  Fx^  wenn  man 
ei  der  Ellipse  die  eine  Achse  selber,  bei  der  Hyperbel  deren  Ver- 
längerungen so  theilt,  dass  jene  Bedingung  erfüllt  wird.  Zugleich 
folgt  hieraus,  dass  nur  die  grosse  Achse  der  Kllipse  solche  Punkte 
JP,  Fx  enthält. 

Für  die  Parabel  findet ~man  den  Punkt  F,  indem  man,  wenn 

'  A  die  vorhandene  S^beiteltangente  ist,  in  a  auf  A^  eine  Senkrechte 

errichtet,  welche  die  Achse  in  F  schneidet.    Denn  die  dieser  Senk- 

fechten  zugeordnete  harmonische  Polare  fiir  F  ist  mit  A^  parallel 

u.  s.  w« 

d}  Noch  einfacher  und  direkt  überzeugt  man  sich  .von  der 
Existenz  des  Ponktea  F  mittels  des  ihm  zugeordneten  Acbsenpunk- 

tes.  Denn  setzt  man  in  der  Relation  tng'a  —  tng*a|  =  —  den  Win- 
kel afur  die  Ellipse  und  a^  für  die  Hyperbel  :sz^Ry  to  ist  bezüg- 
lich tang*a,  = — ^ —  und  tng»a  = ^= — ,  nnd  für  die  Para- 
bel a=zax  =i/^.  Also  ist  der  Punkt  JP  allemal  aut  einer  reellen 
Achse  vorhanden,  welche  grösser  als  die  andere  ist;  und  man  er- 
hält hiermit  zugleich  eine  neue  Construction.von  Fy  welche  darauf 
hinausläuft i  an  den  Kegelschnitt  eine  Tangente  von  gegebener 
Richtung  zu  legen. 

Jeder  Punkl  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes,  des-, 
sen  sämmtliche  Paare  zugeordneter  harmonischer  Pola- 
ren zu  einander  rechtwinklig  sind,  heisst  ein  Brenn- 
riunkt  des  Kegelschnittes,  jeder  Strahl  desselben  eine  Zug- 
in le  und  jeder  Winkel,  dessen  Scheitel  er  ist  und  deasen  Schen- 
kel nach  den  Durchschnitten  zweier  Tangenten  A^  A^  mit  einer 
beliebigen  dritten  gehen^  der  tu^A^A^  gehörige  Zugwinkel  die- 
ses Brennpunktes. 

11.  Ein  jeder  Kegelschnitt  hat  zwei  Brennpunkte, 
welche  bei  der  Ellipse  auf  der  grossen  Achse^  und  bei 
der  Hyperbel  auf  den  Verlängerungen  der  reellen  Achse 
liegen  und  dieselbe  in  je  zwei  Segmente  theilen,  deren 
Rechteck  dem  Quadrate  der  halben  kleinen  oder  idealen 
Achse  gleich  ist 

12.  Gehen  von  einen  Brennpunkte  nach  den  Beruh- 
rvngspunkten  irgend  zweier  Tangenten  zwei  Strahlen, 
8^  wird'  der  von  ihnen  eingeschfossene  Winkel  durch 
den  nach  dem  Durchschnitie  der  Tangenten  gehenden 
Strahl  gehälftet. 

13.  Der  zu  zwei  festen  Tancfenten  gehörige  Zngi^in^ 
kel  ist  von  unveränderlicher  Grösse  und  zwar  dem  hal- 
ben Winkel  gleich,  welchen  die  nach  den  Beruhrungtl 

*punkten  gehenden  Znglinien  einscblieasen. 

14.  Der  zu  zwei  Tangenten  {rehörige  Zngwinkel, 
deren   Berührungssehne    eine  Znglinie    ist    oder   deren 
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DurchBcbnitt  aaf  der  barmoDiBchen  Polare  des  Brenn- 
panktet  H®g^»  i>t  «in  rechter. 

Gebt  in  Falle  der  Para)»el  die  veränderlicbe  Tangente  ^^  in 
die  unendlich  entfernte  Tangente  über,  so  werden  die  Zuglinien 
I'CL^  Füi  den  Tangenten  A^  A^  parallel,  so  dass  SEB*  ^Fa^  dem 
Ton  A,  A^  gebildeten  und  zwar  von  der  Parabel  abgewendeten 
Winkel,  gleich  wird: 

15.  Die  Dnrcbscbnittspunkte  dreier  beliebiger  Tan-« 
ffenten  einer  Parabel  liegen  auf  dem^  Umfange  eines 
Kreises,  welcher  durch  den  Brennpunkt  gebt. 

Ist  JSf  der  Durchschnitt  der  Tangenten  A^  A^  einer  Parabel, 
so  ist  kraft  des  vorigen  Satzes  auch  noch  9B.  aOiFs®.  aSF\ 
variirt  man  also  die  Tangenten  A  und  A^^  so  folgt: 

i6.  Die  Fusspunkte  aller  Znglinieb,  welche  mit  den 
verschiedenen  Tangenten  einer  Parabel  einerlei  Win- 
kel bilden,  liefen  auf  einer  und  derselben  Tauffente, 
und  zwar  auf  der  Tangente  im  Scheitel,  wenn  dieser 
Winkel  ein  rechter  ist. 

Es  sei  jetzt  m  der  Berübron^spunkt  einer  beliebigen  Tangente 
eines  Kegelschnittes,  und  a,  h  seien  die  Durchschnitte  derselben  mif 
der  ffrossen  oder  reellen  Achse^  welche  die  b^ideit  Brennpunkte 
F,  F^i  enthält,  und  mit  der  Tangente  in  dem  einen  ihrer  Scbeitel; 
man  ziehe  die  Zuglinien  /\n,  Fb,  F^m,  /"ib;  so  ist  (nach  12) 
sowohl  S.  mf1>  =  SB.  aFby  als  SB.  inF,6  =  SS.  aF,b,  also  bat 
man  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  die  Proportionen: 

Fm : Fa  =  6m :  6a;  F,m : F,a  =  6m :  6a, 

folglich  ist  /^:Fa  =  -F,m:-F,0,  woraus  durch  Umkebruog  des 
gedachten  Satzes  sich  ergiebt,  dass  der  SEB.  FmF,  bei  der  Hjper. 
bei,  und  sein  Nebenwinkel  bei  der  Ellipse  durch  die  Tangente  in 
m  gehälftet  wird. 

17.  Geben  nach  eineifa  Punkte  auf  dem  Umfange  eines 
Kegelschnittes  von  beiden  Brennpunkten  desselben  zwei 
Zuglinien,  so  wird  der  von  ihnen  eingescblossenr  Win- 
kel oder  Nebenwinkel  durch  die  Tangente  in  jenem 
Punkte  gebälftet. 

Sind  th,  n  die  Berührungspunkte  zweier  beliebigen  Tangenten 
eines  Kegelschnittes  und  r  ihr  Durchschnitt,  und  zieht  man  die 
Zuglinien  Fm,  Fn,  Fr,  F,m,  F,n,  F,r,  und  sind  <,  <j  zwei  be- 
liebige Punkte  auf  den  Verlängerungen  von  rm,  cn,  so  hat  man 
folgende  Winkelbeziehungen: 

mFir  =  «mF— erF 
mF,  r  =  5mF,  —  grF, ;  also 
«)  für  die  Ellipse: 

mFr  rf-  mF,  r = {mF  -f-  mFi )  —  (tM:F+  «rF, ) 
und  eben  so 

nFr-+.nF,r  =  (<inF+«,iiF,)— («,rF-t-<.rF.). 
Aber  nach  17.  ist 

,    «mF-f-«mF,=2Ä  =  «,nF+«,nF„ 
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and*«ogleieb  ist 

6rF+  «rF,  =  FtF^  +  2 .  UF, 
"  €,tF-^^,tF,^=:FvF,  -t-2.g,ti^,;  also  bat  man 

mFr  +  m/',  r  =  2/?  —  ( A'F, -h  2 .  ecf'), 
n/^r  +  nF.r  =  2/1  —  (FrF,  +2 .  <,rF,). 

^)  Für  die  Hyperbel  ist 

aber 

fi^F=mF^^i^nFz=z^^tiFt    . 
und 

^rF—  ivF,  =  /V/',  —  2 .  «r/; 
^ifF— ^,rF,  s=;#>#^^  >--2.<,rF,;  also  bat  nao 
mFv  —  mF,r  =  Fr/",  —  2 .  evF, 
n/'r  —  ti/",  r  =  Fr/',  —  2 .  <,  r/*, . 

tf)  Eodlkh  Ut  (nacb  12)  für  di^  Ellipse 

mFt=znFcy  mF^t  =  nF,v\ 
und  für  die  Iljperbel 

m/^  =  2/l  — nFr,  mF^v=2Il'-nF,t\ 
also  zunächst  für  beide 

ivF=^ß,tF, 
■nd  deshalb  für  die  Ellipse 

mPt  4-  mF,  r  =  imFh  4-  ^mF,  n  =5=  2Ä  —  mrn, 
fiir  die  Hyperbel  , 

mFr  —  mF,r  =  ^mFn  —  imFifl  =  mrn. 

18.  Die  Zaglinien,  welche  den  Darchschnitt  sweier 
Tangenten  mit  den  beiden  Brennpunkten  verbinden,  bi'K 
den  mit  diesen  Tangenten  gleiche  Winkel. 

19.  In  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  bezüglich  die 
Summe  oder  Differenz  der  zu  rwei  festen  Tungenten 
gehörigen  Zngwinkel  beider  Brennpunkte  dem  einen 
von. diesen  Tangenten  eingeschlossenen  Winke)  gleich. 

Ich  schliesse  diesen  §.  mit  der  Rntwickeinng  einiger  Eigen- 
schaften der  Brennpunkte,  von  denen  die  sogenannte  Geometrie  der 
Grosse  oft  die  übri^rt^n  Ei|j:euschaften  der  kegelscbnitfe  überhaupt 
herleitet,  und  um  dt^rcntwillen,  wie  es  scheint,  Herr  Poncelet  zur 
Theorie  der  doppelten  Berührung  seine  Zuflucht  ^nimmt. 

Eine  beliebige  Tangente  berühre  einen  Kegelschnitt  in  q  und 
schneide  eine  Uoupt-Scbeiteltangente  in  a;  von  a  sei  auf  die  Zug- 
linie Fc^  oder  F^q  eine  Senkrechte  anii  gefällt,  deren  Fusspunkt 
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nii^  und  es  sei  m  der  Scheitel  des  Kegelschnittes,  von  dem  get^* 
de^  wird:  so  ist  (nach  12) 

also  .  *  . 

20.  2fieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Tan- 
gente im  Scheitel  der  grossen  oder  reellen  Achse  eineA 
Kegelschnittes  die  zwei<te  Tanffente  an  denselben^  ind 
fällt  auf  die  Zuglinie,  welche  den  Berührungspunkt  der 
leta^teren  mit  einem  BrennpunliLte  verhindet^  too  jenem 
Punkte  eine  Senkrechte,,  so  liegen  die  Fnsspunkte  al» 
1er  dieser  Senkrechten  auf  dem  Umfange  eines  Kreises, 
der  jenen  Brennpunkt  sum  JUittelnunkt  und  die  Entfer- 
nung desselben  von  jenem  Scheitel  zum  Halbmesser  hat, 
und  zwar  gibt  es  vier  solche,  paarweise  concentrrsche 
Kreise. 

Aehnliche  Satze  gelteu  unter  Modificationen  von  den  beiden 
anderen  Scheiteltangenten,  ja  von  vier  beliebigen  festen  Tangenten. 

Es  werde  in  der  vor^en  Figur  die  Tangente  a<|  von  der  har- 
monischen Polare  des  Breonfiunktes  JP  in  Z  geschnitten ;  von  q,  a 
seien  auf  dieselbe  Polzüre  die  Senkrechten  q^,  a»  gefällt,  deren 
Fnsspunkte  ^,  a  sind,  und  Z  mit  F  verbunden,  so  verhält  sich 

,  <l7:a«=Zq:  Za  =  /\|:  J\ni, 

indem  F^  und  FZ  zugeordnete  harmonisdie  Polaren,  also  recht- 
winklig zu  einander  sind;  und  da  nun  q7:/\|  =  a0:/\n,,  aber. 
at9  und  Fmi  constant  sind,  so  ist  auch  das  Vcrbältniss  ^^'-F^  für 
alle  Punkte  q  coostant.  Bei  der  Parabel  ist  atf  =  /^m,  also  q7  = 
/\|,  und  im  allgemeinen  Falle,  weon  n  der  Gegenscheitel  von  m, 
und  wenn  f  der  zugeordnete  Achsenpuokt  von  F  ist,  hat  man: 

0« :  /'m  =  fm :  Fm  =  f n :  /^  =  f n  —  f m :  -Fn  —  /'m  =  mn :  FF^ , 

d.h.  dem  Verhältniss  der  grossen  oder  reellen  Achse  zur  Ezoen- 
tricität  gleich. 

2i.  Das  Verhältniss  de.i:.  Abstände  eines  beliebigen 
Punktes  auf  dem  Umfange  eines  Kegelschnittes  von  ei- 
nem seiner  Brennpunkte  und  von  der  harmonischen  Po- 
lare des  letzteren  ist  constant,  >  und  zwar  im  Falle  der 
Ellipse  und  Hjperbel  dem  der  lüxcentricität  zur  grossen 
oder  reellen  Achse,  und  im  Falle  der  Parabel  dem  der 
Einheit  gleich. 

Verlängert  man  die  mit  tnn  Parallde  q^  über  q  hinaus,  bis  sie 
die  harmonische  Polare  des  zweiten  Brennpunktes  i^,  in  f  i  schnei- 
det, und  ist  f,  der  zugeordnete  Achsenpunkt  von  i^i,  ilf  der  Mit- 
telpunkt des  Kegelschnittes,  so  ist  für  die  ülllipse 

W  +  <iy  1  =  97i  =  f  f  I  =  ^^ft 
und  für  die  Hyperbel 

<I7—  Wi  =r  W«  =  ffi  —  ^^f> 


Digitized  by  VjOOQIC' 


280 

und  für  beid«  .     . 

also  aQcb  für  die  erstere 

jPq  +  F,Ci :  ^q  +  Vi<\  =  F(\  +  F^q  :  2irf  =  FF, :  rotir 
und  für  die  letztere 

/\|  — /'.q  :yq  —  ^,q  =  Fq  — /".q  :2iWf=  FFj :  mn. 

Aber  es  ist  Mm*  =  II/F.3il  also  MmiMizszMFilUm  oder  mn:2i^ 
=  FFi  :mn.     Folglich  ist  bezäglicb  /\)dbF,q=:mn. 

22.  1d  jeder  Blli|i8e  ist  die  Summe  und  in  jeder  Hy- 
perbel ist  der  Unterscbied  der  Abstände  der  beiden 
Brennpunkte  von  einem  beliebisren  Punkte  des  Umfan*- 
ges  bezüglich  der  grossen  oder  der  reellen-Achse  gleich 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  übrigens  sebr  leicbt  auch  aus  dem 
17ten  Satze. 

Verlängert  man  F,q  über  q  hinaus  und  fallt  von  F  auf  die 
Tangente  in  q  eine  Senkrechte,  weiche  sie  in  a  und  die  F,q  in  f 
schneidet,  so  ist  SS.  Fqa  =^  SB.  fqo  (17),  alsoFa  =  fa,  und  da  auch 
ßiF=:AiFi,  so  ist  die  Gerade  Ma  parallel  F^i,  also  FF,  ;  FM 
=  FJ:Ätt=2:l,  und  da  F,f  =  F,q±Fq  =  ttin,  so  ist  Ma 
=pJlfm. 

23.  Die  Fusspunkte  aller  Senkrechten,  welche  aus 
den  Brennpunkten  auf  die  Tangenten  einer  Ellipse  oder 
Hyperbel  gefällt  werden,  liegen  auf  dem  Umfange  eines 
Kreises,  dessen  Durchmesser  die  grosse  oder  reelle 
Achse  des  Kegelschnittes  ist. 

(Wird  fortgesetzt.) 
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XXXI. 

lieber  die  Transformatioii  der  Figuren  in  an- 
dere derselben  Gattung.  ^ 

VOD 

f 

Herrn  Professor  G.  T.  Anger 

zu  Danzig. 


Die  ailgemeiDste  Lösung  deh  Problems:  Figuren  ib  andere  der- 
selben Gattung  zn  transformiren ,  wird,  wie  es  scheint,  durch  die 
Perspective,  und  zwar,  wo  es  sich  um  die  «Transformation  körper- 
licher Gebilde  bandelt,  durch  die  Basrelief« Perspective  geboten, 
ja  wir  werden  uns  sogar  überzfeugen,  dass  diese  >  auf  fpewisse 
Weise  speciaUsirt,  auch  geeignet  ist,  für  ebene  Pigurea  eine  all- 

Semeine  Trans/ormation  darzubieten.  Wir  beginnen  mit  einer  hier« 
er  gehörigen  Aufgabe,  welche  Newton  im  ersten  JBucbe  der  Prin-. 
eipia,  Lemma  XXII,  vorträgt,  von  der  «ich  zeigeii  läset,  dass  816 
ein  besonderer  Fall  der  Perspective  ist.  Da  eine  genaue  Einsieht 
in*  das  Wesen  der  N^wtonechen  Methode  wiinschenswerth  ist^  so 
mag  eine  Uebersetiung  jener  Auflösung  der  folgenden  Betrachtung 
hier  vorangehen; 

Figuren  in    andere   Figuren    derselben  Gattung 
umzuwandeln. 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  1.)  irgend  eine  Figur  IfO/  umzuwandeln. , 
Man  ziehe  beliebig  die  beiden  parallelen  Geraden  ^0,  BI0,  welche 
irgend  eine  dritte,  ihrer  Lage  nach  gegebene  u^B  in  Jl  und  B 
schneiden,  und  von  irgend  einem  Punkte  O  der. Figur  nach  der 
Geraden  JIB  eine  Gerade  OD  parallel  mit  OJl.  Ferner  ziehe 
man  von  einem  beliebigen  in  der  Linie  Ou^  gegebenen  Punkte  0 
nach  dem  Punkte  JD  die  Gerade  ODy  welche  die  BL  in  d  trifft, 
und  vom  Burchschnittspunkte  die  Gerade  4r,  welche  einen  belie- 
bigen gegebenen  Winkel  mit  der  Geraden  BL  bildet,  und  zu  Od 
dasselbe  Verbältniss  hat,  wie  JDO  zu  OJD;  dann  wird  g^  in  der 
neuen  Figur  dari  ein  Punkt  sein,  welcher  dem  Punkte  O  entspricht. 
Auf  dieselbe  Weise  werden  die  einzelnen  Punkte  der  ersten  Figur 
eben  so  viele  Punkte  der  neuen  Figur  gehen.  Nimmt  man  daher 
an,  dass  der  Punkt  O  mit  stetiger  Bewegung  alle  Punkte  der  er- 
sten Figur  durchlaufe,  so  wird  der  Punkt  g  mit  ebenfalls  stetiger 
Bewegung  alle  Punkte  der  neuen  Figur  durchlaufen,  uiid  diepdbe 
beschreiben.  Der  Unterscheidung  wegen  beisse  DO  die  erste  und 
dg  die  neue  Ordinate;  jiD  die  erste  und  0d  die  neue  Absoiasei 
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O  der  Pol,  OD  der  Schneidestrahl  (radint  abscinden^)«  OA  der 
erste  OrdinateoBtrahi  und  Oa  (durch  welche  .das  Parallelogramm 
OABa  vollendet  wird)  der  neue  Ordinatenstrahl. 

Ich  behaupte  nun,  dass  wenn  den  Punkt  O  eine  ihrer  Lage 
nach  gegebene  Gerade  trifft,  auch  der  Punkt  ft  durch  eine  ihrer 
Lage  nach  gegebene  Gerade  getroffen  wird.  Wenn  der  Pnnkt  Q 
AsaA  einen  Kegel8<*hniit  ^etr^ff^nwirdi  80  findet  .dasselbe  aiysh  im 
Punkte  g  Statt.  Der  Kreis  wird  hier  den  Kegelschnitten  zugezählt 
Wenn  ferner  den  Pnnkt  O  eine  Linie  der  dritten  Ordnung  trifft, 
so  ist  dasselbe  auch  im  Punkte  g  der  Fall,  und  eben  so  bei  den 
Linien  der  höhern  Ordnungen.  Die  beiden  Linien,  welche  die 
Punkte  Q  und  g  treffen,  werden  immer  von  einer  nnd  derselben 
Ordnung  sein.  Wie  sich  ^  nämlich  ai/ zu  0^  verhilt,  fio  verhält 
sich  Od  zu  OD^  dg  zu  DO  und  AB  zu  AD\  demnach  ist  AD 

gleich  ^^^^  und  DO  gleich  ^^^^.    Wenn  nun  den  Punkt  O 

eine  Gerade  trifft,  und  daher  in  irgend  einer  Gleichung,  welche 
die  Relation  zwischen  der  Abscisse  AD  und  der  Ordinate  DG  aus- 
drückt, jene  Unbestimmten  AD  nnd  DG  nur  bis  zu  einer  Dimension 

OA  X  AS 

aufsteigen,  so  wird,  indem  man  in  dieser  Gleichung  ^ —  für 

AD  und       ^  ^  für  DG  schreibt,  eine  neue  Gleichung  entstellen, 

in  welcher  die  neue  Abscisse  ud  und  die  neue  Ordinate  dg  nur 
eine  Dimension  erreichen,  also  eine  Gleichung,  welche  eine  gerade 
Linie  ausdrückt.  Wenn  aber  AD  un4  DG  (oder  eine  von  beiden) 
in  der  ersten  Gleichung  auf  die  zweite  Dimension  steigen,  so  wer«« 
den  auch  ad  und  dg"\^  der  neuen  Gleichung  dieselbe  Dimension 
erreichen.  Dasselbe  gilt  von  drei  und  mehrern  Dimensionen.  Die 
Unbestimmten  anhand  dg  in  der  zweiten  Gleiehqng,  und  AD  nnd 
DO  in  der  ersten,  erreichen  immer  dieselbe  Anzahl  von  Dimen» 
sionen^  weshalb  auch  die  Linien,  welche  durch  die  Punkte  G  und 
g  gehen,  von  einer  und  derselben  Ordnung  sind. 

Ich  behaupte  femer,  dass  wenn  irgend  eine  Gerade  die  krnmme 
Linie  in  der  ersten  Figur  berührt,  diese  Gerade,  auf  dieselbe  Weise 
mit  der  krummen  Linie  in  die  neue  Figur  übertragen,  jene  krumme 
Linie  in  der  neu«*«  Figur  berühren  wird,  und  umgekehrt  Wenn 
nttmlich  zwei  Punkte  einer  krummen  Linie  sich  gesrenseitlg  nähern^ 
und  in  der  ersten  Figur  mit  .einander  sosammenfiinen ,  so  werden 
auch  dieselben  Punkte,  wenn  sie  übertragen  sind,  sich  einander 
nilherh,  und  in  der  neuen  Figur  zusammenfallen)  weshalb  denn 
auch  die  Geraden,  welche  diese  Punkte  verbinden,  zugleich  Tan- 
genten der  krummen  Linieb  in  beiden  Figuren  sein  werden.  Ks 
liessen  sieh  für  diese  Behnuptungen  auch  Beweise  mehr  nach  geo- 
metrischer Art  geben,  ich  will  mich  aber  kurz  ansdrücken. 

Wenn  also  eine  geradlinige  Figur  in  eine  andere  umzuwandeln 
ist,  so  reicht  es  hin,  die  Durcbschnittspunkte  der  Geraden,  durch 
welche  sie  gebildet  wird,  zu  übertragen,  und  dieselbe  in  der  nennen 
Figur  durch  Gerade  zu  verbinden.  Wenn  aber  eine  krummlinige. 
Figur  umgewandelt  werden  soll,  so  sind  die  Punkte,  Tangenten 
und  andere  gerade  Linien,  durch  welche  die  krumme  Linie  he* 
stimmt  wird,  zu  ttbertragen.  Dieses  Lemma  dient  zur  Auflösung 
sehr  schwieriger  Aufgaben,  indem  man  dadoreh  gegebene  Figuren 
in  einfachere  umwandelt.    Denn  irgend  welche  «usammentretfbnde 
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Gerade  werden  ia  parallele  Gerade  amgewafadelt ,  indem  man  für 
den  ersten  Ordinatenstrabl  eine  beliebige,  durcb  den  Dnrchsehnitts- 
punkt  der  beiden  Geraden  gebende  GeradjB  annimmt:  und  zwardea- 
nalb,  weil  jenes  Zusammentreffen  unter  dieser  Annahme  ins  Unend- 
liche fällt,  Linien  aber»  welche  nach  einem  unendlich  entfernten 
Punkte  ihre  Richtung  haben,  mit  einander  paracet  isind.  Die  Auf- 
gabe wird  alsdann  in  d^r  neuen  Fignr  gelöst,  wenn  man  dnrch 
die  umgekehrten  Operationen  diese  Figur  in  die  erste  umwandelt. 

Dieses  Lemma  ist  auch  nOtzPicb  bei  der  Auflösung  körperlicher 
Aufgaben.  So  oft  nämlich  zwei  Kegelschnitte  vorkommen,  durcb 
deren  Durchschnitt  die  Aufgabe  gelöst  werden  kann ,  so  lässt  sich 
eine  von  ihnen,  sie  sei  nun  Hyperbel  oder  Parabel,  iti  eine  Ellipse, 
und  darauf  ^iese  Ellipse  leicht  in  einen  Kreis  umwandeltr.  Eben  so 
lassen  sich  eine  Gerade  und  ein  Kegelschnitt,  bei  Aufgaben  der 
ebenen  Geometrie,  in  eine  Gerade  und  einen  Kreis  umwandeln. 


Diese  Methode  Newton's  für  die  ümwandelung  von  Figuren 
in  andere  derselben  Gattung  ist  eine  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Perspective.  Denkt  man  sich  nSmlicb  die  ebene  Figur  NGI  um 
j^I  als  Achse  gedreht,  so  dass  ihre  Ebene  mit  der  des  Papiers 
einen  gewissen  Winkel  bildet,  so  kommt  auch  B£f  ans  der  Ebene 
des  Papiers  heraus  und  tritt  in  den  Raum  ein.  Nimmt  man  nun 
die  Ebene,  in  welcher  ^/ und  J9^ alsdann  liegen,  als  Bildfläche 
fProjeclionsebene),  den  Punkt  0  aber  als  das  Auge  an,  so  ist  klar, 
dass,  da  die  Geraden  BI  und  Ba  mit  dem  Punkte  O  in  einer 
Ebene  Neffen,  die  perspectiviscben  Projectiouen  oller  Punkte, der 
Geraden  Bf  in  die  Linie  Ba  fallen  müssen,  also  z.  B.^  d  die  per* 
spectiviscbe  Projection  von  B  ist.  Es  sind  aber  alle  Geraden  wie 
Cr/1,  welche  mit  Ba  parallel  in  der  Ebene  des  Papfers  liegen,  nacii 
erfolgter  Drehung,  noch  parallel  mit  der  als  Bildfiäche  an^nom» 
menen  Ebene,  und  müssen  daher  in  der  perspectiviscben  Projection 
ebenfalls  als  parallele  Gerade  erscheinen,  auch  muss  weffen  Aebn- 
lichkeit  der  Dreiecke  sich  DO  zu  ihrer  perspectiviscben  Projection 
wie  DO  TM  dO  verbalten.  Der  Winkel^  welchen  di^  perspectivi- 
sehe  Projection  von  GD  mit  da  bildet,  ist  endlich  offenbar  gleich 
dem  Constanten  Winkel,  um  welchen  OD  gedreht  wurde,  nämlich 
gleich  dem  Winkel,  welchen' das  GD  in  der  Ebene  des  Papiers 
und  das  GD  im  Räume  mit  einander  bilden.  Denkt  man  sieb  nun 
die  Bildfläche  um  Ba  gedreht,  bis  sie  in  die  Ebene  des  Papiers 
füllt I  so  erhält  man  die  Newton'sche  Figur,  mittelst  vr^lcher  die 
im  Räume  anzustellenden  Operationen  in  der  Ebene  ansgefnbrt  wer* 
den^  —  Was  die  Kigenschaften  eines  perspectiviscben  Bijdes  in 
Beziebung  auf  die  projicirte  Figur  betrifft,  so  Ihssen  sich  diese  im 
Allgemeinen  am  einfachsten  erkennen,  wenn  man  die  geometrische 
0(»eration  analj^tisch  auffasst.  Bezeichnet  man  nämlich  die  recht- 
winkligen  Coordinaten  eines  zu  projicirenden  Punktes  durch  ^,  y 
und  »,  die  des  Auges  durch  X,  F,  Z,  und  nimmt  man,  d^r  Bio- 
fachbeit  wegen,  die  Bildfläche  der  Coordinaten -Ebene  der  x%  pa- 
tallel  an,  so  dass  ihre  Gleidiung  y=:a  wird,  durcb  welche  An- 
nahme die  mathematische  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt  wird, 
80  erhält  mau,  wenn  je',  yf^  %'  die  Coordinaten  dea  perspectivitcheB 
Bildes  bedeuten: 
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welcbe  Ausdrucke  in  Beziebnoff  aaf  or,  y  und  m  nur  von  der  eraten 
Dimension  sind.  Daraus  geht  aoer  benror,  dass  die  Projeclion  einer 
Car?e  von  keinem  böberen  Grade  als  diese  selbst  sein  kann,  anck 
ergiebt  sieb  aus  diesen  Ausdrücken,  dass,  wenn  irgend  eine  Gerade 
die  zu  projicirende  Curve' berührt,  auch  in. der  Projection  eine  Be- 
rührung Statt  findet  u.  s.  w. 

Chasles  sagt  von  der  obigen  Methode  Newton^s  in  seiner 
Geichichte  der  Geometrie  unter  dem  Artikel  Newton:*)  »^Dieser 
ausgezeichnete  Geometer  gab  eine  sehr  einfache  eeometrische  Con- 
struction  und  einen  eben  so  einfachen  analytischen  Ausdruck  für 
die  transformirten  Figuren^  ohne  jedoch  den  Weg  erkennen  zu 
lassen  9  auf  welchem  er  ^u  dieser  Transformationsart  der  Figuren 
gelbommen  war,  und  in  diesem  Umstände  liegt  vielleicht  auch  der 
firund 9  weshalb  sie  seit  jener  Zeit  wenig  bearbeitet  ist;  denn  der 
Geist  bat  immer  einige  Bedenklichkeit  und  einigen  Widerwillen 
gesen  das,  was  zwar  die  augenscheinliche  Gewissneit  für  sich  hat» 
wobei  man  aber  Nichts  findet,  wodurch  das  eijgentlicbe  Verhältniss 
der  Sache  erklärt  und  dargethan  wird.  Wir  haben  uns  sorgfältig 
bemüht,  diese  Methode  mit  der  des  De  La  Hire  zu  vergleichen, 
um  die  Unterschiede  aufzusuchen,  welche  sie  cBaracterisiren  und 
vielleicht  der  einen  vor  der  andern  einen  Vorzug  geben  könnten, 
indem  wir  dadurch  den  Faden  aufzufinden  hofften,  an  welchem  New* 
ton  geleitet  wurde;  und  wir  haben  dabei  erkannt,  dass  seine  Fi- 
guren keine  andern  als  die  des  De  La  Hire  waren,  nur  in  einer 
andern  gegeoseitigen  Lage»  und  dass  mau  sie  auch  durch  die  Per- 
spective erTangen  kann,  wenn  man  sie  hernach  in  eine  und  dieselbe 
Ebene  legt,  nur  in  anderer  Weise,  als  es  De  La  Hire  gethan  hat. 
Diese  Art  ist  es  wahrscheinlich,  auf  welche  Newton  seine  Methode 
erdacht  hat.*^  Chasles  deutet  darauf  in  Note  XIX.  die  Ableitung 
«n.  Wenn  der  berühmte  Geometer  in  dem  Umstände,  dass  New- 
ton für  seine  Transformation  der  Figuren  keinen  Beweis  gegeben^ 
hat,  den  Grund  zu  finden  fflaubt,  weshalb  sie  wenig  bearbeitet  wor- 
den sei,  so  erregt  dies  Befremden.  Wie  viele  mathematische  Wahr- 
beiten  sind  und  werden  nicht  noch  heute  bloss  als  Sätze  hinge- 
stellt, deren  Beweis  dem  Leser  überlassen  bleibt!  —  Nicht  Wider- 
wille gegen  solche  Sätze  stellt  sich  ein,  sondern  diese  Form  der 
Hitthetlung  ist  für  den  Leser  gerade  anregend,  indem  er  genöthigt 
wird,  in  das  Wesen  der  Sache  selbstständi^  einzudringen.  Ungleich 
wahrscheinlicher  ist  ^  wohl  der  Grund  einer  Nichtbeachtung  der 
Newton'schen  Transformation  der,  dass  diejenigen  Mathematiker, 
welche  sich  mit  solchen  geometrischen  Betrachtungen  beschäftigten, 
In  jenem,  der  mathematischen  Physik  gewidmeten  Werke  des  un- 
sterblichen Newton  dergleichen  nicht  suchten. 

Was  die  Methode  des  De  La  Hire  für  die  Transformation  der^ 
Figuren  betrifft,  so  werde  ich  zeigen,  dass  sie  als  ein  ganz  spe- 

*)  Sohnoke's  Uebersetznng  S.  132. 
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cieller  Fall  der Basrelief-PertpeeCive  sn.beCracbton  inU  welche  lets- 
tere  in^  der  TKat  die  allg^emeinate  Quelle  Terscbiedener  in  der  neoem 
Geometrie  gebräuchlielien  Methoden  zu  sein  scheint  Da  die  ge- 
wöhnliche Perspective,  welche  in  diesem  Theile  der  Geometrie  mit 
so  glücklichem  Erfolge  angewandt  wird,  nur  ein  besonderer  Theii 
oder  vielmehr  ein  specieller  Fall  der  Basrelief •  Perspective  ist,  so 
ffeht  schon  daraus  die  grosse  Allgemeinheit  dieser  hervor.    Ich  habe 

'.  im  Jahre  1834  eine  kleine  Schrift  unter  dem  Titel:  ,,  Analytische 
Darstellung  der  Basrelief-Perspective'*  herausgegeben,  in 
welcher  ich  die  von  Brejsig  in  seinem  ,, Versuch  einer  Er» 
läuteruug  der  Reliefsperspective,  Magdebuk'g  bei  Keil. 
1798*'  zur  Construction  aer  Basreliefs  gegebenen  Segeln  in  die 
analytische  Sprache  übertragen  und  darauf  rarnere  Untersuchungen 
gegründet  habe.  Dieses  Werk  von  Breysig  war  mir  langst  bekannt, 
als  ich  Herrn  Poncelet*8„Trait^  des  propriet^s  projeetives 
des  figures,  Paris  1822'*  kennen  lernte.   Ich  überzeugte  mich 
bald,  dass  die  Methode  zur  Construction  der  Basreliefs,  welche  der 
berühmte  Verfasser  in  dem  Supplement  jenes  classischen  Werkes  mit* 
theilt,  mit  den  von  Br.eysig  gegebenen  Vorschriften,  wenn  gleich 
nur  im  Wesentlichen,  vollkommen  übereinstimmt,  während,  die 
Darstellung,  wie  sich  erwarten   lässt,  verschieden  iit     Ich  nahm 
darauf  Gelegenheit,  Herrn  Professor  CG.  J.  Jacohi  die  Mitthei-  . 
lung  zu  machen,  dass  die  Methode  des  Herrn  Poncelet  schon 
früher  von  Breysig  erfunden  sei,  und  derselbe,  hatte  die  grosse 
Güte,  bei  seiner  ersten  Anwesenheit  in  Paris,  1829,  Herrn  Pon- 
celet  davon  mündlich  in  Kenntniss  zu  setzen,   welcher  letztere 
denn  auch  im  Jahre  1832  die  Priorität  der  Erfindung  Breysig's 
öffentlich  anerkannte,  indem  er  in  seiner  Abhandlung:  „Analyse 
des  tiansversales**,  welche  im  Crellescheu  Journal,  Band  VHI^ 
enthalten  ist,  S.  397  jiich  wörtlich  wie  folgt  darüber  ausspricht: 
„Je  profiterai  en  mdme  tems  de  cette  occasion,  pour  pr^venir  qu'en 
r^digeant  la  matiere  des  No.  584  et  suivans  dn  suppUment  do 
mdme  onvrage,  concernant  la  perspective  des  bas-reliefs,  j'igno- 
rait  compl^tement  qu'il   exist^t  en  Allemagne,   sur   cei   objet,    un  . 
^crit  tres  bien  fuit  ayant  pour  titre:    Essai  d'nne  th^orie  de 
la  perspective  des  reliefs,  dispos^e  de  mani^re  k  servif 
en,  mdme  tems  aox  peintres,  par  J.  A.  Breysig,  professenr 
des  beauz  arts  a  T^cole  royale  et  provinciale  de  Maffdebursr,  im- 
prim^  dans  cette  m^me  ville,  chez  Georff  Christian  Keil  (ann^e  1798).*< 
„Ce    petit  ouvrage  qui    m^riterait    d^dtre   traduit   dans   notre 
langue,    forme    nn   vol.  in,  8vo   de   134   pages,    accompagn^    de 
11  planches,   et  qui  contient,  sur  le  trac^  des  bas^ reliefs,  des  pr^ 
ceptes  qui,  pour  le  fond,  se  trouvent  d'accord  avec  ceux  que  j'ai 
moi  mdme  ^tablis  a  Tendroit  cit^.     Je  dois  la  connaissance  de  ce 
livre  a  Tamiti^  du  c^lebre  Docteur  Jacohi  de  Roenigsherg,  qni, 
lors   de   son    voyage   en  France   dans  Pann^  1829,    m'en  toncha 
quelques  mots,  et  daigna  m'en  adresser  un  exemplaire  an  common* 
cement  de  Pann^  suivante,   ce   dont  je   le  prie  de  voulpir  bien 
agr^er  ici  Pexpression  de  ma  vive  et  sinc^re  reconnoissance.*^ 

Mit  dieser  Erklärung  steht  eine,    ungefähr  11  Jahre  spätere 

Erklärung  des  berühmten  französischen  Geometers,  welche  sich  im 
Compte  rendu  des  seances  de  Pacademie  des  sciences,  vom  8.  Mai 
1843,  S.  952  befindet,  im  V^iderspruche ;  sie  lautet  wörtlich  so: 
„Voyez  les  endroits  d^jä  cit^i  du  Supplteent  dn  Tratte*  den 
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propri^iis  pjrojectives,  notamaieiit  oeux  qui  concernentlaj^ef- 
spective  DU  projectioD  centrale  des  reuefs,  que  nous  avons 
g^D^raleipeDt  namm^e  homologie  des  £^ures.  Je  saisirai  cette 
occasuiD  pour  pr^enter,  au  sujet  de  la  th^orie  de  la  perspective 
des  reiiefs  doon^e  daus  ce  mdme  eudroit,  une  remarque  coucerDant 
la  pr^eoduß  coDformit^  qui  existerait  eutre  cette  tli^orie  et  les  m^-^ 
thodet  prutiques  expos^es  dans  la  Perspectiyc  des  reiiefs  pu- 
blice k  Mag^debourg,  ea  1798,  par  J.  A*  Brejsig^  cooforniit^  que  je 
ine  suis  trop  .enpress^  de  reconaaitre  dans  une  Note  ins^r^e  ä  la 
page  397  du  Tome  VIII  du  Journal  matb^matique  de  M.  Grelle 
(loäS^).  JJne  traductioo  exacte  de  cet  ouyraffe  diffus,  entreprise  k 
ma  recommandation,  par  M.  Polke,  sous  la  direction  de  M.  Bardki, 
anci>en  professeur  aux  £coles  d'artillerie,  a  convaincu  cet  estimable 

absolument  que 
i'avoir  conmis  a  mon 
eproduit  daus  TApergu 
bistorique  sur  Torigine  des  niättiodes  en  G^om^trie,  pu- 
blik par  H.  Chaales«  lequel,  je  dois  ie  reconnaitre»  se  trouvait,  moins 
que  moi,  a  mSme  d^en  constater  Pexistence/' 

Wir  können  nur  bedauern,  dass  die  Herren  Polke  und  Bardin 
nicbt  tief  genug  iiu  die  beiden  Metboden  von  Brejsig  und  Pon- 
celet  eingedrungen  sind,  uoi^^sicb  ^u  überzeugen,  dass  dieselben 
in  der  That  identiscb  sind.  Die  analjjrtisebe  Auffassung  der  Brey* 
sigscben  Construction  lässt  dies  leicbt  genug  erkennen.  Herr 
Ppncelet  bat  sieb  nicht  im  Irrtbüme  beninden,  als  er  im  Jabre 
1832  die  Ceberein Stimmung  beider  Metboden  aoerkannte.  —  Da 
nieipe  im  Jahre  1834  «rscbienene  analjiiscbe  Darstellung  nur  in 
einer  ,  kleinen  Auflage  Torbanden  war,  und  wabrscbeinlich  kein 
grosses  Publicum  ffeuindea  hat,  so  erlaube  ich  mir  eine  Stelle  dar- 
aus bier  mituitbeiten. 

Der  Raum,  in  welchem  das  Bild  (das  Basrelief)  dargestellt  wer- 
den soll,  ist  zwar  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnt,  jedoch  nach 
einer  bin  beschränkt;  wir  wollen  ihn  daher  ansehen,  als  zwischen 
zwei  parallelen  unbegrenzten  Ebenen  enthalten.  Ferner  wird  an* 
genommen,  dass  man  das  Relief  far  ^inen  bestimmten  Gesichts- 
punkt, dessen  rechtwinklige  Coordinaten  X,  Y,  Z  sein  mögen, 
cqnstrairen  will.  Diejenige  von  jenen  beiden  parallelen  Ebenen, 
welche  dem  Auge  .am  nächsten  liegt,  wollen  wir  die  Bildflächei 
die  apderfi^  aus  einem  sich  später  ergebenden  Grunde,  die  Ver- 
scbwindnngsf lache  nennen;  der  Kürze  wegen  seien  diese  Rhe- 
nen einer  Coordinaten  -  Ebene  parallel. 

Alle  in  der  Bildfläehe  befindliche  abzubildende  Punkte  erleiden 
dtfrcb  die  Projection  keine  Ortsyeränderung,  indem  bier  Gegenstand 
lind  Bild  zusammenfallen. 

Der  Kaum  in  welchem  das  Basrelief  dargestellt  werden  soll, 
ist  .durch  die  Bildfläehe  und  die  Verschwindungsfläche  begrenzt, 
demnach  werden  alle  in  uuendlicher  Entfernung  von  der  Bildfläehe 
befindliche  Punkte  in  der  Verschwindungsfläche  abzubilden  sein; 
die  Bilder  aller  endlich  entfernten  Punkte  fallen  in  den  zwischen 
jenen  beiden  Ebenen  enthaltenen.  Raum. 

Das  basrelief-perspectiviscbe  Bild  liegt  in  der  geraden  Linie,^ 
welche  das  Auge  mit  dem  abzubildenden  Punkte  verbindet. 

Bezeichnet  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  zu  proji- 
cirenden  Punktes  durch  ^,  y,  «,  seiner  basrelief •  perspectivisch^n 
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ProjeetioB  derch  ^,  ff^  %\  und  Bimat  man, die  Bildläcke  und  di« 
VerscbwiDdaiigsBäcbe  der  CoordinateD- Ebene  der  a»  i^traUol  an« 
so  bat  man,  wenn  y=a,  y^ß  respective  die  Gleichungen  jener- 
Flächen  sipd,'   fiir   die  Coordinat^n    des  gesuchte»  BasreliefB  fol- 
gende Ausdrucke: 


und  umgekehrt: 


(^— «— .jr)y'-Hgr 


y— s— ::? » 


*—  . '    ,  « 

Setst  man  a  nnendlicb  gross,  so  ergiebt  sieb;    ^ 

*'  =  *! 

d.h.  das  basrelief-perspectivischeBild  hört  in  diesem  Falle  anf,  ein 
solches  zu  sein,  und  wird  mit  dem  absnbildenden  Gegenstande 
identisch. 

Aus  jenen  Gleichungen  habe  .  ich  in  der  angefahrten  Schrift 
nnter  andern  folgende  Sätze  abgeleitet: 

„Die  basrelief.perspectr?ischen  Bilder  aller  paral- 
lelen Linien  treffen  in  der  Verschwindnngsfläche  in 
einem  Punkte  zusammen,  und  zwar  da,  wo  eine  ans  dem 
Auge  mit  jener  Lini«  parallel  gezogene  die  Verschwin* 
dungsfläche  trifft.^* 

„Bin  jedes  System  von  geraden  Linien  im  Ranme, 
welche  einen  gemeinschaftlichen  Dnrcbschnittspankt 
haben,  kann  als  die  basrelief-perspectiTische  Projec* 
tion  eben  so  yieler  unter  einander  parmii^ler  Linien 
betrachtet  werden.'* 

„Die  Form  derGleiebnng  lässt  ohne  Weiteres  erkennen:  dass 
die  ba«relief-perspectivische  Projeetion  einer  Ebene 
wieder  eine  Ebene  ist,  und  überhaupt,  dass  die  basre- 
lief*perspoctivische  Projeetion  einer  Oberfläche  der 
mten  Ordnung  eine  Oberfläche  derselben  Ordnung  ist, 
nnd  dass,  wenn  zwei  Linien  oder  Oberflächen  einander 
beHihren,  auch  ihre  basrelief  -  perspectiTiaehe  Pro» 
jectionen  einander  berühren  mfissen/' 

9iDie  Projectionen  allef  parallelen  Ebenen  haben  in- 
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der  Versehwiiidnngsfläclie  eine  geneinscliaftHoheDnreb« 
Bcbnittslinie.*' 

„Bin  jedes  System  vooEbeDeD,  welche  eine  ffemein- 
schaftlicne  Durchschnittslinie  haben,  kann  als  die  bas- 
relief-perspectivische  Projeclion' eben  so  vieler  anter 
einander  parallelen  Ebenen  betrachtet  werden.'^ 

,,Die  Kugel  ist  fS'r  das  Basrelief  dasselbe,. was  der 
Kreis  für  das  gewöhnliche  perspectiviscbeBild  auf  einer 
Ebene  ist.  So  wie  oämlicli  die  perspecthviscke  Projec- 
tion  einenKreises  im  Allgemeinen  eine  Linie  der  swei* 
ten  Ordnung  ist,  so  ist  die  basrelief-perspectivische  Pro» 
jection  einer  J5r4ii^tf/ eine  Oberfläche  der  iweiten  Ord- 
nung u.  8.  w.    » 

Von  diesem  letzten  Satze  habe  ich  sowohl  in  der  anffefiihrten, 
als  in  einer  spätem,  im  Jahre  1836  erschienenen  Schrin,  welche 
den  Titel:  „Beiträge  zur  analytischen  Basrelief-Perspec- 
tive^*  führt,  auf  die  Oberflächen  der  zweiten  Ordnung  verschiedene 
Anwendungen  gemacht. 

Was  die  geometrische  Constmction  des  Basreliefs  betrifft,  ans 
welcher  jene  analytischen  Ausdrücke  abgeleitet  sind ,  so  ist  sie  in 
der  Form  vorgetraffen^  dass  der  Küustler,  welcher  ein  solches  Werk 
anszuführen  beabsichtigen  solllie,  dazu  vollständige  Anleitunj^  er- 
hält, nämlich  nach  der  id  der  beschreibenden  Geometrie  (mittelst 
des  sogenannten  Grund-  und  Aufrisses)  üblichen  Methode.  Sie 
wird  ans  dem  Folgenden  deutlich  hervorgehen: 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  2.)  im  Grundrisse  A  der  zu  proiicirende 
Punkt,  0  dos  Ause,  im  Aufrisse  -A'  und  ^;  TQ,  der  Grundriss 
der  Bildfläche,  7!P  deren  Aufriss  und  US  und  ÜR  seien  dasselbe 
für  die  Verscliwindungsfläche. 

um  den  Grundriss  des  gesuchten  basrelief-perspectivischen  Bil- 
des zu  finden,  ziehe  man  OA^  in  welcher  er  liegen  mtiss,  alsdann 
iiB  beliebig,  ^C  mit  ihr  parallel,  und  BC^  so  ist  der  Punkt  a, 
in  welchem  AO  und  ^C  einander  schneiden,  der  gesuchte  Grund- 
riss. JPür  den  Aufriss  könnte  man  den  Punkt  a\  wie  die  Figur 
z^igt,  auf  dieselbe  Weise  bestimmen,  es  ist  aber  einfacher,  ihn  aus 
dem  Grundrisse  auf  die  in  der  bescbreibenden  Geometrie  gewöhn- 
liche Weise  zu  übertragen,  da  man  weiss,  dass  er  in  der  Linie  A'(J^ 
vorkommen  muss.  Für  die  Praxis  ist  es  einfacher  u^^  senkrecht 
9uf  TQ  lu  ziehen. 

Nach  dieser  Abschweifung  kommen  wir  auf  die  Methode  für  die 
Brz^igung  der  Regelschnitte  in  der  Ebene  durch  den  Kreis  zuriiok, 
welche  De  La  Uire  in  seiner  Schrift:  „Nouvelles  methode  en 
Gdom^trie,  ponr  les  sections  des  superficies  coniqnes  et 
oylindriques,  ld73,'<  und  ewar  im  zweiten  Tkeile,  welcher  den 
Titel  fuhrt:  „Planiconiques^S  angegeben  hat.  Es  ist  mir  nicht 
gelungen,  dieses  Werk  hier  am  Orte  aufzutreiben,  obgleich  das 
grössere  desselben  Verfassers,  die  Sectiones  conicae,  16S5,  in 
zwei  Exemplaren  hier  vorhanden  ist;  ich  beziehe  mich  daher  auf 
die  betreifenden  Mittheilungen  von  Cbasies  in  seiner  Geschichte 
der  nenern  Geometrie.         ^ 

Man  denke  sich  in  einer  Eb^ne  (Taf.  V.  Fig.  3.)  iwei  parallele 
Gerade  R8,  PQ  an4  einen  Punkt  4K     Dnrch   einen   beliebigen 
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Pnnkt  a  einer  gegfebeneii  zu  transfermiraiiden  Corye  ziehe  maii  die 
Gerade  Oa  und  eine  beliebige  Gerade  BCy  welche  dfe  PQ  in  B 
und  die  AS  in  C  schneidet.  Danmf  ziehe  man  C^O  ond  durch  jB 
mit  dieser  eine  Parallele,  welche  die  Oa  in  Jt  schneidet,  so  ist  J[ 
der  Funkt,  welcher  durch  den  Punkt  a  gebildet  wird, '4.  b«  der, 
dem  Punkte  a  in  der  ersten  C^urve  entsprechende  der  neuen.  Die 
Curyen  selbst  in  der  Pigpr  zu  ziehen,  schien  überflussig.  De  La 
Hire  nennt  die  Gerade  BJS  die  Directrix  und  PQ  die  Pormatriz.  - 

Um  die  Uebereinstimmnnff  dieser  Construction  mit  einem  ganz 
apeciellen  Palle  der  Basrelief-Perspective  einzusehen»  überlege  man» 
dass  wenn  ein  Kreis  basrelief-perspectiyisch  gezeichnet  werden  soll, 
dessen  Ebene  durch  das  Auge  geht,  die  basrelief - pers^ectiyische  • 
Projection  desselben  auch  in  diesem  Palle  ein  Kegelschnitt  werden 
nüsee.  Die  Geraden,  in  welchen  jene  verlängerte  Ebene  des  Krei- 
ses die  beiden  Ebenen,  welche  wir  Bildfli&che  und  Verschwindnn^^  • 
fläche  nennen,  schneidet,  sind  keine  andern,  als  die  Directrix  AS 
und  die  Pormatriz  PQ,  während  bei  De  |ja  Hire  das  Basrelief  a 
als  gegeben,  und  der  zn  projicirende  Pnnkt  ^  als^der  zu  suchende 
Punkt  erseheint,  wodurch  im  Wesentlichen  nichts  geändert  wird. 

Die  analytischen  Ausdrucke ,  welche  ich  in  meiner  Schrift: 
„Beiträge  zur  analytischen  Basreliefperspective.  1836^^ 
für  die  Aufgabe:  diejenige  Kugel  zu  finden^  yon  welcher 
eine^ffegenene  Oberfläche  der  zweiten  Ordnung  d-ie  bas- 
relief-perspectivische  Projection  ist,  führen  unmittel- 
bar zur  Auflösung  der  Aufgabe:  denjenigen  Kreis  zn 
fiiiden,  von  welchem  eine  gegebene  Linie,  der  zweiten 
Ordnung  die  basrelief -  perspectiyische  Projection  ist, 
indem  man  nur  dort  eine  Coordinate,  das  » ,  gleich  Null  zu  setzen 
hat.  Setzt  man  nämlich  das  Auge  in  den  Anningspunkt  der  Coor- 
dinaten,  und  zieht  mit  der  Aze  der  or  zwei  parallele  Gerade,  yon 
denen  die  eine  um  a  yon  jener  Axe  entfernt  ist,  und  welche 
yon  einander  um  ö  abstehen,  und  ist  die  Gleichung . des  gesuchten 
'  Kreises 

so  handelt  es  sich  nur  um  eine  solche  Bestimmunjip  der  Grössen  a, 
6,  Uy  ß  und  r,  dass  die  gegebene  Linie  der  zweiten   Ordnung  als 
basrelieft-perspectivisehe  Projection  jenes  Kreises  erscheine. 
Wenn  nun  erstens  eine  Ellipse  durch  die  Gleichung: 

ffeeeben  ist^   wo  gr  die  halbe  grosse  und  ßt  die  halBe  kleine  Aze 
bedeuten,    so   findet   sich   (Taf.  V.  Pig.  ,4.)  6=::Jk=  UT\  a  = 

-^  =  OT,u=0,ß=^L±JS^)=OM,^ 

Ist  zweitens  eine  Byperliel  durch  die  Gleichung: 

gegeben,  so  findet  sich  (Taf.  V.  Fig.  5.)  6=Jb=  UT\  «=,  .  ^  .= 
TImUIV.  19 
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wo  das  neratiTe  Zeicken  tod  ß  leicht  seine  Erklätang  findet. 

Ist  endliob  drittens  die  gegebene  Linie  eine  Parabel,  deren 
Glelcbnng 

so  kann  (Tai  V.  Fig.  6.)  Asa  ÜT  wtllkäbrlidi  angenommen  wer- 
den, nnd  ^an  erhält  <i=:  —  pxx:.OT\  a  =  0;  /^=:  —  ^=  0Jf; 

Man  sieht  demnu^k,  wie  die  Enengun^  der  Kegelnohnitto  in 
der  Bbene,  mittelst  eines  Kreises,  als  eine  spedelle  Aufgabe  4or 
Basrelief-Perspeetiv^e  benForgebt 

Bei  dem  ^rosaen  Beiebtbiim  der  neuem  Ceometrie  acbtint  es 
iddit  überflüssig,  verwaiidle  |felbaden  nnter  einen  Gesichtspinltt  an 
bringen,  welcher  einen  mdgliebst  grossen  UeberbUek  ^ewftbrt 
Ml^olite  dieser  Au&ats  als  ein,  wenn  anck  nnr  kloinoff,  Beitrag  an 
jener  Aiffgabe  betraebtet  werde«  dürfbn! 


0  xxxn. 

In  integr&tionem  aequationis  Derivataram  par- 

tialium  superfteiei,  cujns  in  pnneto  unoqaoqne 

principales  ambo  radii  curvedinis  aeqnales 

sunt  si^oque  eontrario. 

Dr.  E.  G.^jorling, 

1^  A«ad.  CpsalienSi  Dooens  mathesees« 


r  o  o  e  m  i  tt 


Inennte  yix  anno:4842  praecedente  opi|s0ulnm  qnoddam  ,,Cal- 
enli  Variationnm  Inteffralinm  dupHcinm  exercitationes^ 
intitelatnm  tjpia  DosaliensiDas  «zscribendum  cnrareraa^  in  quo  pro- 
positnm  (inter  aliaj  mihi  fuerat  aequationem  (formae  finitae)  sn* 
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irteffieiei  nitinae  l»li  qaidon  wii  cöMef|iii,  «C  arbitrariM  qua* 
aecum  fert  FuoctioBea  ^leterihinari  ampiam  licerat.    Soilicet,  at  een- 
stat,  Integrale  aequationis  derivatarum  partialium  tvperfiefei  illius  -* 
a  Cel.  MoQge  jirimo  (et  quidem  duobus  aiodis)  *)  ii«c  bod  a  Cel.  - 
Legepdre^*)  loventHoi  •— arbitrariaa  eontiDet  doaa  fiincti&nes  aia- 

falarom  fiuaatitatum  (bi  via)  indetanaiDatafun ,  qaas  determinatia 
dum  fieri  potest)  formis  fuDctionum  elimioari  ex  aystemate  triam 
Integralis  aeqoationum  oportebit,  quo  optata  proyeuiat  relatio  eoor- 
dinataruoi  ^,  y  et  a.  At  io  eo  ipso  cardo  rei  vertitor,  iit  invenia- 
tur  modus  quidam  determinandi  functiones  arbitrarias.  Quem  qui- 
dem antea  aoa  fuisse  iayentum,  ins  caussd  (nt  mihi  yidetur)  ipsae 
sunt  metbodi  Integralis  deducendi  adbibitae.  —  Contigit  mihi  ex 
sentevtia  rem  gerere,  ita  ut  postbaee  liceat  arbitrarias  illaa  Ainctio- 
ues  in  casu  admddum  generali  determinari. 

At  praeterquam  quod  rem  in  genere,  qnae  circa  inyeniendum 
aptiori  quÄdam  yiA  integrale  höcce  yersatur,  'tractare  conatus  fue- 
ram,  singnlaria  aliquot  genera  „anparficierum  minimamm^^  exami- 
näre  adjB^ressus  reapoasum  tnli  quaasfioni,  qnaenam  aint  in  nnmero 
superficierum  reyolutionis  earnmqne,  quae  rectft  ad  pla- 
num quoddam  parallele  motk  generaatnr,  eae  quibus  contin- 
^at  idioma  supernciei  minimae;  quam  quidem  rem  comparatd  aequa- 
tionelUÄ,  deriyatarnm  partialium  auperficlei  minimae  successiye  cum 
aeqnatianibiis  superficiarqm  modo  commemorataram  perduxi. 

Nnper  admodurm  ex  ephemeride  illä  „Tlnstitut^S  eddem  fere 
de  re  in  Societate  illa  Parisiensi  „Soci^t^  Philomatique*' <et 
quidem  non  solum  priori  sed  hoc  etlam  ipso  anno)  agi  coeptum 
fuisse,  cognov».  SciKcet,  ut  ex  yerbis  infra  citatis***^)  a^paret, 
M.  Gatalan  et  M«  Wantzel  suä  uterqne  vii  (alter  priori  alter 
boc  Ipso  anno)  responsum  quaestioni,  qnaenam  sit  superficierum 
itf  genere  rectä  generatarum  ea  ctli  contingat  idioma  super- 
ficiei  minimae,  dederunt, 

Quae  cum  ita  sint,  temporl  me  ut  par  est  cedere  duxi,  si  ex 
opere  in  primis  line?s  hujus  prooemii  citato  ea^  quae  prbblema  iliud 


*)  Monge,  Appl.  de  l'Anal.  a  la  Geom.  (Paris,  1S09),  pag.  192;  La- 
croiz,  Tratte  du  Calc.  Dr£f.  et  du  Calc  Int.  2.  edit.  T.  n.4)ag.  627. 

**)  Hist.  de  TAcad.  Roy.  des  Sciences  (Paris,  1789),  pag.  SU. 
'**)  L'Institut,  No.  448 (an.  1842).  —  Verba  formalia  haec  sunt:  „HL  Ca- 
„talan  communique  le  resultat  d'une  recbercbe  qu'il  Tient  de  faire 
„svr  Ics.surfaces  minimnm«" » • . •  „Le  r^snltat  de  son  travail  peut 
„s'inoneer  ainsi:  De  toutes  les  snrfäees  regUes  rh^ti^oide 
.„a.  plan  directeur  est  la  saul»  qni  seit  nne  surface  mini- 
„mum.*' 

'  L'Institut,  No.  479  (an.  1843).-^  ,.ll  est  d^nn4 ' commnnieation 
„d'une  note  de  Mr.  Wantzel  sur  la  gormoe  dont  l'aira  est  un  mini- 
„mpm  pour  certains  cas  particuliers.  Mr.  Catalan  a  chercb6  la  sur- 
„face  dont  Taire  est  un  miniinum  potfr  le'eas  ob  cette  surface  devrait 
„kre  reglee."....  „Dans  le  cas  traue  nar  Catalan  on  combine 
„cette  6quation  differentielle"  (seil,  aequationum  deriYatarum  partia- 
lium aoaer6ciei  minimae)  ,^ayec  les  ^quations  de  la  droUe  variable  qua 
„U  sumce  doit'renfermer.  On  retrouTe  ainisi  preaque  immidiatement 
„la  surface  beli^oidale  qu'if  (Mr.  Catalan)  a  obtenue  par  un  caicul  ' 
„  asses  long.*' ....  „  Pour  les  surfaces  de  revolntion  on  combine  Tequ. 
„  aux  diff.  partielles  ije  ces  sarfacea  avec  celle  de  la  surface  en  question, 
„et  le  calcal  s'aeheye  sans  diffiouUe«'^ 
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superficiei  minimae  apectent,  czcerpta  eadefli4|lie  ratractata  paollo- 
lum  atque  aucta  prodire  jam  in  celebritatem  boatinUDi  Mathaseos 
stadiis  eruditorHm  corarem. 

Koruia,  quae  ia  seqneatiboB  ex  calculo  VariatioDun  (et  qaidem 
Don  nisl  io  aotulis)  citavi,  deatonstrationen -^  si  placet — ex  opere 
snpra  alfato  „Calculi  VariationHia  IntegraliuM  etc.***)  re* 
cognoBcere  licet. 

Upsaliae,  Mense  Jal.  1843. 

1.  Cti  omDibus  constat  —  p  et  ^  deactantibus  partiales  ipsiiia 
%  dematas  1*  ordinis  resp.  ad  ^  et  y  (eoordinataa  iadepeadentea) 
atque  r,  #  et  ^  derivata«  2<  ordinis  —  aeqaatilo,  de  quA  qaaeri- 
tnr,  est: 

(l-l-;i')*-^^#-H(l-f-^*)r  =  0 ....  (1) 

Nee  miDOs  conbtat^*)  siniplicissinani ,  quam  integrali  illios  (a  Gel. 
Monge  primnm  invento)  reddi  lieeat^  (onaaM  esse 

Ia:=sai  +  ^9 
y=9(»)-HK*)»    , 

quo  ex  systemate,  determinatis  demum  9  et  x*  elinioando  indeter* 
minatas  0  et  ^  habebitur  relatio  ipsarum  %y  x  et  y.  *''*) 

Attamen  non  tnnti  refert  formam  utiqne  simplicissimam  integra^ 
lis  expetere,  quanti  eandem  —  si  fieri  possit  —  tali  quiUlam  viA 
conseqniy  qua  arbitrarias  illas  funetiones  determinari  nnquam  liceat 
f'orsitan  ea,  qnae  sequuntur,  ad  bunc  finem  apta  qaodaoiaiodo  dijo* 
dicabuntur. 

2.  Loco*  TariabiliuDi  oi;  et  y  aliae  diiae  u  et  v  iadepeadentea 
inferantur,  nimirum 


*)  Paucorum,  quae  nedio  anno  priori  bibliopolae  cuidam  Lipsiae  tra- 
denda  curabam^  exemplarium  fortasaa  aliquot  usque  aopersunt. 
^*)  Lacroix»  Trait^  du  Calc.  Diff.  et  du  Calc.  Int.    2.  ^iL  Paris.  18U. 

T.  n.  pag.  aso. 

^^)  In  opere  „Appl.  de  l'AnaL  i  la  660m."  (Paris,  180»),  p.  192,  Uio 
formuli  idem  exhibuit  integrale: 

|ar==  — 9'(«)-l-^W» 

quam  utique  eandem  aiii  sull  vU  CeLLegendre  in  M^m.  snr  Tin- 
tegn  de  quelques  ^qu.  aux  diff^  partielles  (Hist.  de  l'Aead. 
Roy.  des  scienoes.    An«  1787.  Paria.  1789.  p.  SIS.)  inTenit. 
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Solitb  ex  formnlis  *)  ^rtiales  AinetioniB  «  deriyatSB  nsp.  «d 
X  t/t  y  tmuforaandi  in  derivatas  resp.  ad  w  et  v  beie  ernnt: 


*)  Quas  Urneii,  ut  in  promtu  sint,  breriter  heic  attulisse  JuTabit.  ScUicet 
posids 

dv  satfix '■hVi^fyy 


ent 


ideoqae 


ToBo  poaitia 

difssst/'da:  +  tfiify, 
d^^^t/^dx^t/*dy\ 

erit  düferentiatione  prioris  (a) 

i«  e«  —  quoniam  aquationi  huic  (0)  convenient^r 

coDsimilique  ratione 
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r  — ^-*.2i^+^ 

r^ dhi^  __  Q  <^s  j_  d^ 

du*  dudv'^  dv^' 

^  du*      dv*' 

QuibuB  impositis  aeqoatio  illa  (1)  abit  io 

rdz.*d*x,.^dxd%.d*x        fd%.*d*x_^ 
^dv'  du*      ^  ^  du  dt/dudv  "*"  ^dJ  dv*  ~   '     . 

seu  brcviter  ... 

«,  V,  -(l  +  2;i,^.)#.  -^p.H,  =0 (4) 

Si  beic  p^  et  ^,  ipsae  esaeot  variabiles  indep^VideDtes,  — ^iiuoBiaiii 
tODc   ista  aequatio  formae  eaiet' co|pitae    lini^ria  /lf^+iät+7)P 

+  J^  +  Q^  +  A^x  =z:  J#,   denotantibus.  R,  S^ J#  functioaea 

aolarum  yanabiliom  independentiuni  — ;  traosfornari  eaol  llcei^t  in 
aliam  formae  illius 

&,+5(J+»|  +  C.=^a> (5)' 

(2( S)  denot.  functiones  solarum  a  et^),  cujus  in  iDtegrali 

tormae  finitae  (siquidem  inyeniri  tale  liceat)  functioBOoi  arytfaria- 
rum  altera  o  solaoi  altera  ß  solam,  earumque  autem  modo  alter» 

utram  sub  signo   A    conti oeret.  *)      Et  quidem  tnnc  vii,  quam  in 

disAertatione  infra  citat4  munivit  Laplace,  functiones  istas  arbi- 
trarias  determinari  in  casu  admodnm  generali  liceret 


.  *)  Sufficit  beic  verba  attulisse'Illustr.  La  place  aub  finem  (pag.  395)  dis- 
sectationis  Recherches  sur  le  Calc.  Int.  aux  Diff.  partielles 
(Hiau  de  l'Acad.  Roy.  des  Scieocea,  An,  i77S.  Paris,  1777)  sequentia: 
„;..•.  on  doit  en  concture  g^niralement,  qua  toutea  les  fois  que  l'in- 
„tegrale  complete  de  Tequ."  Ar-f-i9#-f-etc.  (vid,  supra)  „est  possible 

„en  termes  finis,  eile  est  n^cessairement  debarraSsee  da  signe   /  par 

„rapport  a  Tune  oii  a  Pautre  des  fonctions  arbitr.  f(a)  et  ^f{$)i  et 
'  ^„dans  ce  cas  od  peut  toujotirs  obtenir  cette  integrale  par  la  metbode 

„de  i'art.  VIL"   «^    tranaformatione  aequatiolis  in  larmam  ^^  + 

dx  ^^ 

9^-f-*tc«  tini  integracioue  bujus  secnndnm  methodum  in  art  illo  VlI 

praeoed.  expositam  — ;  „on  voit  ainsi  que  cette  metbode  donne  gen^ 
^„ralement  les  integrales  compl^tes  des  equatiotts  Unfaires  anx  düf.  par- 
„tielles,  lorsqu'elles  sont  possibles  en  termes  finis;  ajant  une  fois  ces 
„int^rales»  il  ne  peut  rester  de  difißeulte  que  dans  la  determination 
'  „des  fonctions  arbicraires ;  of  la  methode  de  VaTt.  VII  a  eneore  l'ayan- 
„Uf^e  de  douner  un  moyen  tres  simple  pour  cet  objet,  dans  un  caa 
„tres-g4o6ral,  qt  qui  paralt  kre  celui  de  presque  loas  Jes  proUemes 
„  pbysico  -  matbemätiqnes.^ 
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3.  Qoae  CMi  ite  mot,  priiM  tfanaforMeior  aeqtt*  (4),  tx  me- 
tbodo  CeL  Legendre*!»  in  aliam  cpjus  variabiles  independenlaa 
ipsae  «int  p^  Bt  ^^.    Scilicet  est 

==  PjM*|.  ^,r  —  «r, (6) 

aeu 

dw  diB  i'«'! 

(idaoqne  cognita  erit  «,  ai  modo  «^  innotuerit» 

Secundum  locum  cit.  babebitur  tranaformata  baecce: 

,,.^  +  „H-w.>;^+r..ä^=»....  W 

Qao  faeto  Jam  ittaai,  nt  modo  -monilimiia,  traasformari  deoet  in 
aliam  forniae  (5)  et  quidom  formolia  aub  No,  %  allatiaX^lf  (^)>'(^)* 
Poiioiido  in  Ua 

w^  Pi  et  q^  loco  X,  jp  et  Pf 

a  et  ß  loco  f»  et  r» 

«',  «„  a^,  a',,  o„  loco  ••i  «„V,  •/»,  «5,,, 

/^i  /*!#  /^'i  /^it  A/  löCo  t^,  fr,,  r*',  »',,  r^, 

p«l.  <  .„  <^,  «'..  «,,  d«.t.|L.  ^.  ^,  ^.  ^,  '-■ 

Latqne  /S*,  ß,  etc.  denot.  4^,  ^  etc.  J 

•eqnatio  (8)  primo  ahit  in 


*)  Yid.  LacroiXy  in  optre  cit.  T.  II.  p.  622;  conf.  Legendre,  Mim. 
sur  l'intign  de  quelques  ^qnationt  aux  diff*  parlieiles» 
sab  Mo.  1.  cTt. 
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Janque  ce  et  ^  santii  talibas  nt  Mtufiat  qaalitercaaqne  eenditio- 
nibuB 


aequationi.  transformatae  optata  continget  foroia:   id  quod  Cet  po- 
neodo 


ß=: 


^-^^i-^^Pi^i    \         (iij 


DU 


Ooibos  in  aequ.  (9)   adhibitis   ista'  conparatnr  loco  aeqnatio- 
(o)  transformata  "^'^ : 

1       ä^w 2p,  ' '    dw 

•)  Seil  positis  a'sssfntti) 

>  satisnet  aequationibns  (10)  satisfadead«  huio 

unde  X 

l"h2p>y,dbKl^4;>,y,  _       (l=fcV^l  +  4y,y,)« 

^  2Pi»  """  ^^^.^^ 

Ideoque  aequadonibua  (10)  fiet  satis  sumendo  a  et  ß  tales  tit  fiafsatis 
qnalitercomque  hiace: 

quod  (ut  JMii  fecile  est  probata)  fit  positione  illft  (11). 
**)  Seilieet  habentur  ex  (11): 


'    V^H-4p,7.(i+V^i-H;».y.)*'  '    ^i-NPw.  .(i-»/i+«;».y.)»' 
„  _     *P.'(i+»^^i+<P.y.)     ..  _    -<p..(i-<\xi+^,y,) 
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^V^T+WT.+^Al  - 1/1  + V.y.)^ 


\dw 


•    -2y.(l  +  Kl  +  V.,.)5=0, 


i.  e.  —  qaoaiaai  seeimd.  (II) 

4.    Et  quidem  foTmae  finitae  integrale   hajns  aeqna- 
tionls  secandom  raethodoM   111.  Laplace   inireDire  licet, 
ut  jam  erit  probandom : 
Eteaim  positA 


—^to  =  m^,...  (14) 


(13)  redigitar  in 

qoae  ipsam  w  .dabit  eogDitft  modo  Wi.  —  At  smatis  ex  noTiMiaa 
Taloribos,  wv  ter  et  ^  tum  •ubstilntiB  fn  (14),  iitta  abit  in  no- 
Tarn  banc: 

s^-a^^'d^-ä^^'d^^t;^^  ^^^^ 

Jamqae  poriti 

w„  tandem  quaeri  licebit  ex  bac  1*  ordibis  aequatione  linear! : 
Ex  bac  coDcluditur  (V^'"  denot.  fancfioneiii  arbitr.) 

|±|,r,,  =  ^'"(/J);....(19) 
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tum  McoDdiUB  (17) 

(20)  ... .  (a«  - /?•)».  =*5<«)-|-y(a-. /»)'*"(»*. 
(conat  arbitr.  in  jp(a)  incInsA],  atqae  «eeondiui  (15)  trade»  ' 
(21)  ....  (a  +  ß)to  =  y(«)  -»-y*  (»  -  « W)«* 

qnod  igitnr  qnaeflitnra  est  iDteg^e   aequationis  (8)   datu  a  9t  ß 
ex  (11). 

Haie,  si  placet,  sinpliciorem  reddi  li^et  formam  integrando  p.  p. 

teminoB  signo  /^affectoa.    Seilicet  posltig 

habebitur 
(23)  ... .  («+/»),^=9(«)  +  2^jJ)-.IL=J(^(«)_8^(/J)j. 

5.  Determinatis  in  singulari  aaodatt  problemaCa  functionibna  9) 
et  ^,  ex  aequatione  (21)  aut  (23)  epe  äeqoationiiai  (6)  et  (7)  ex- 
primi  licebit  ipsas  tr,  tr  et  «  fnactionibiis  ipBarum  p^  ^t  o^  (yel 
etiam,  ai  ita  conveuiet,  ipaaroai  a  et  ß).  Tan  ^1  et  f^  (rel  eüan 
a  et  ^)  elivioatia  ex  bisee  —  don  fieri  poteit  -^  relatU  proTeniet 
ipsarnm  «,  r  et  «;  ac  deniqae  %  exprimetur  fanctioDe-ipBaram  or  et 
y  ope  aeqaationuM  (3)  sea 

y^>—  |2y  =  (r— .)l/:=T 

6«  Aateqaam  viam,  ^uA  in  genere  ad  determinationeia  fitnctio« 
Dum  arbitrariarun  peryeniri  liceat^  indicamns;  juvabit  —  ono.aecn- 
ratiua  de  bac  re  qaodammodo  sit  disputatom  —  sjratema  illad  finale 
iDtegraliB  (ti,  er,  «)  sea  iw^  y^  «)  dedaxisie  et.quidem  ex  formniis 
(23),  («),  (7)  et  (24). 

Est  qoidem 

i/fl0f        dw  da  ^^dw  dß       2(a+^)    ,  %dw      p^  dw^ 
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•t  Mcandua  (23)  -  > 

<«  ■♦■  ^)*  ^  =*  -  (y -•- *1^)  +  «V + W+ («•  — /»»)f"5 
nndeconelmUtiir  integrale  boeee; 

r = -  2(j»  +  2^)  H-  «(ajp' + 2ßi(/)  —  («»y'  -1-  2^»y), 

■ea,  seeandnm  (24):' 

12a!  ss^*-  2(9H^  2^)  ^  8(cy  j4-  2/J^ 
;      .  rHJl,-^4a»)sp'^+(l_4^)2v»t, 
2yl/in  =r  2(y  +  2^)  -  2(05.' +  2^^») 
+i|  1  +  4a»)y"+ (1  +  4/»»)2^|, 
,    2*4:-(y  +  2^)+V4.2/»^.         ' 

De  cfieter*  lioere  (si  piteel)  tuie  svitam^ti  £i»mam  reddi  Mm> 
plicem  illim  ^2),  perfaeili,eqaidem.aeg«tio  patent:         -..  , 
NiBirnm  poBifis'    '  .       :^    "  -. 


tum  poiitis' 


babebitur:  ar=^ii-f>6; 


1 29  -  2a9'  -+.  i(l  +  4a»)y"  =  20(») .  V/^TI, 


habebitar :  y  s  0(a)  +  «^(«); 
porro  ex  (26)  sequitar' 

2<&  =  a.9"'.iÄ»H-2p.Vr'^.i^; 
at  differentiando  {/)  habetur. 

atque  lUiEBraitiaDdo  f^): 

■     t 


4(1  +  4a»)9r .  da  x=2l/—  1 .  ©'«fo, 
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nnde 

atqae  habebitnr 


Denique  8]fflteDiate  (26)  aatisfieri  propositae  (1)»  focili  aüpie  ne- 
''teum  o*,  Oj,  /f,  /Jj  deiMiti 
resp.  ad  ar  et  y^  tertia  sji 


Denique  sj^teraate  (20)  aatisneri  propositae  (l),  nicili  aüpie  ne- 
^tio  licet  probari.  -—  Bteum  o',  ax%  f,  /^^  denatantibiis  partialea 
ipsaram  a  tt  ß  demataa  reap.  ad  ar  et  jf,  tertia  ajatematia  aequatio 
praeatat 


■t  priores  ambae 

0=  (l-4a»)a,9r-l-  (l-4/»')/»..2f«', 

nnde 


•»> 


^  —         l-h^^  ^_  H-4a» 

atqae  (4)  abeunt  in 

tarn  hanui  diflforentiatione  «dhibitisqne  (0  conparantiir 
«,_      (I  -t-  to*)» . »"  -  (1  -H  4^»)» .  a»"» 

9±—       (t - <«')  V -  (1  -  V*)»  . 2»"* 
*•  —  i9-yr(a*  -  /»»)  (« -t-  Ä'       ' 

*^  ~  Ji^-v-rc«»  _  ^»)  («  ^  /»)» 

per  quM  aequtuwi  (1)  fieri  satis,  CMUlÜBwa  «st  prabatu. 


(<) 
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7.  Id  determinationem  functionnm  arbitrariarun. 
Deterninentur    istae    ex    eo    quod    traiiseat  superficies 

per  curvam  j^^yYM»    p«'  ambitum   cujus  sit   super- 

ficiei  ps=/^{jfY 

Conditiones  istas  in  «  et  v  transfoniiari  lieet  lecnnduM  (M), 
tintque 

•=f(r),  ) 

«s=f.(r),}..  («  7) 

Patet  eqnidem^^"  (fi)  determinari  licere  ex  (19),  «i  modo  cogni- 
tnm  lit,  u  laperficiei  quaenan  sit  functio  ipsim  ß  io  ambitn  cnnrae 
(27)  nee  non  «v^. 

Priaa  qaaeratar.    Est  qnidem 

«— ^v        ) 

l  +  Vl  +  4;,.,.      ^^^^^  ^jj^ 

\ 

Pi  et  fTi  denot  7-  et  ^ Quaerantur^^i  et^,  in  ambitn  (27). 

Qnoniam  snperficiei  d%  =:  p^du  '^  ^1^9  at  in  ambitn 
i^r%%  \  5  «"*  «P*»™"  ^i  «*  ^i  .nperficiei  in  ambitn  al- 
tera baeoce  relatio: 

f'i(«')=Pi-fV)-f-yi- 

Tum  quoniara  snperficiei /»  =  ^tf'  +  ^t^=:;9i +$^t.Mcund.  (3), 
altera  erit 

ex  qnibns  seqnitnr  esse  in  ambitn  (27) 

Jam  a  et  ß  in  ambitn  exprimi  licet  in  v  ope  aeqnat.  (11)  vel  (12), 
diminatAqne  p  habcbitnr  ibidem 

(29)  ;...a=/'(/?). 

Porro  w,,  snperficiei  quaenam  sit  functio  ipsins  p  in 
ambitn  quaeratnr.  —  Est  qnidem  sec.  (17)  et  (14)  snpferficiei 

(80)....  «-,,  =  -_.  3^  +  ^, 
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ideoque  w,f  in  anthitb  cogpifa  erit  in  /f,  si  modo  -^  atqiie  -^  ibir 
dem  iDDotueriDt 

At  ^  facihe   invenietur  cognitA  modo  w  fn  ambitu.     Kst  au- 
teia  saeuod«  (ft)  saperfieMi 

cojus  membri  posteriorid  ootoes  terrnjoi,  ^ales  soift  in  ambito  cnr- 
vae,  cognitae  sunt  in  /?  ex  antec^dentibus;  sitque  in  ambitu 

(3l)....«r=/',09). 

Jam  qiioniam  auperficiei  ^/tt^  =  ^  lAx  +  ^  .e/jS,  at  in  ainbttn 
a![f=ß^  {S)&\  »  *"'  ibidem  uoa  rclatio  ipsaram  —  et   ^»ta: 

ff*  «»««:.^  Ae^   .  dw  da     ^   duf  dß  ' 

Et  qu.n,.«  j^  wu  »  =  j-j^  +  _^, 

alteram   haec   dat  relationem  ipsarum  ^  et'^  in'ambittt;   unde 
concinditur 

g  et  ^  in  ambitu  ras  cognitii  innct.  ß..  .  .  .  (.32) 

Restat  g?,  -  Estantem  auperficiei  d(^)  =  ^da  +  ^ äß; 
ideoque  cognita  erit  -y^  in  ambitu  secund.  (29)  et  (3*2),  si  ipodo 

^:  quam  vero  dat.  (13) 

Itaque  jam  i^^,  in  ambitu  cognita  est  in  p;  i^eo^ue  etiam  con- 
stitutio  functionis  ^'"(/}). 

Qua  deinde   s^bstitütd   in  (30)   tum  {lerfectä  integratioue  illa 

f  {ot,-^ ß)^^*'(ß)dßy  perfacili  negotio  determinari  ^(a)  Licebit. 

S.    Qiiibus  peractis  babebitur  (modo^  quem  jin  No.  5.  iDdicavi-. 
mns)  superficierum,  quarum  in  puncto  unoquoque  princi- 
pales  ambo  radii  curvediaia  ttequalet  aint  sigiioque  con- 
trario, ea  quae  per  datam  curvam  dataque  p  transeat*). 


/)  Haec  quoque  —  ut  ex Caiculo  illo  Variationum  innotescit  —  eat  om- 
nium,  quaa  per  datam  curvam  perimetruui  i\xc\  liceat,  su- 
perficierum  aa  cui  minin^a  &\i  a'rea  iAterclusa  perimecro 
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Licehit  etiam  (at  facile  putet)  fnnctioiie»  •rhitrarias 
ex  ea  determiDari  qaadammo40y  ut  in  ambita  inter- 
sectionis  auperficiei  qnacflitae  atqae  cyliii4ri  y;s^^) 
sint  / 

qaae  quidea  conditionesj  eÜMiinatiB  «  0t  y,  »bciiot  ii 

(33)....  ];»  =  £», 

Scilicet,  ut  supra»  primo  quaeratar  a  quaenani  ait  fanctio 
ipaius  ß  in  anbito  intmeetieQi«.    Quottiam  aoperficiei 


ernnt  in  ambitn 


ideoqae 


f^i-'.+'J». 


-     l2y.=f.+f,.v/irr; 


ex  qnibnSy  ut  in  casu  praecedenij,  a  Ucet  exprini  in  /9.  ' 

Tum  w  in  ambitn  cogni^a  erit  in  ß  secund.  (6),  si  modo  % 
superficiei  ibidem  innetuerk.  Bst  aufem  d$^Pidm  +  fi(iv; 
ideoque  secund.  (34)  et  (33)  erit  per  totum  ambitum 

w  =  E,{ß)^e, 
manente  e  const  arbitrariA. 


datH  aliique  in  eadem  superficie  dueti,  perimetris  eerte 
qnarum  in  ^yplano  pre|eetionum  altera  altftri  ait  circum- 
scripta: acilicet  lis  solis  in  comparationesaTecatia  «aperficiebus,  quarum 

arcam  pertmetrirbiacc  definium  formulll  '^J   F dxd^X  -^p^  +^* 

(commimibus  integrationis  iimitibas)  ezpriaii  Itecat« 
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Caetera  seqnontnr,  ut  in  casa  praecedenti;  attamen,  nti 
—  justum,  arbitraria  heic  remaaebit  coDstaos  e^  nisi  praeterea 
editum  sit  puDctum  per  quod  transire  superficiem  lubeat 

Porco  ex  eo  determioari  licebit  functiooes  arbU 
trarias,  Qt  id  ambitu  intersectionis  supcirficiet  quae* 
sitae  cum  anperficie  %^:=^/{a:^  y)  sint 

et  y=/,(ar,y). 
Scilicet  tunc  erit  in  ambitu 

qnae  tnnc  aeqiiatio   est   diflferentialis   ambitüs,  cni  igitnr  licet 
oonclndi 

(denot.  e  const  arbitr.).  —  Caetera  patent 

Jamqne  ut  (corroborandi  quodammodo  calcnli  cansA)  paucomm^  in 
quibus  calculnm  ad  finem  usque  sine  maximis  tricis  perduci  liceat, 
unicum  offeratur  exemplum  et  quidem  (nti  videtur)  admodum  siin- 
plex;  postuletui^  ut  in  ambitu  perimetri  sint 

«  =  1,        \ 

{A  et  B  const.  reales), 
feülminatis  ap  ei  y  habetur  definitio  ista  perimetri: 

;,=  Ä. (€.  +  £.). 

Erunt  igitnr  in  ambitu  secnndum  (28) 

Pi  =  ^«'^    i 


atque  aequationes  (11)  dant 


^"^  -(breyiter)gtr, 


Bv  B 


2S^- 
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Ideoifae  erit  io  ambita 

•  D 

er__.ft 

da.  2i^         ' 

Ao A*B{C—D  •) 

«-// =  ^  (C- /»  -  2CIC+ Z>J), 


Unde 


atqn« 


^^>^^-,^'-    •    (-) 


(log  denot  logarithm.  nataralem); 
nnde  (20)  abit  in 

(«»  -/?»)...  =  9,(Ä)-  J^ (21=^-1. 2« log«, 


ex  qna  jam  gp(a)  est  determinaDda. 
lo  ambita  est 


"S 


*)  QiiQnUiin  ex  {lositis 

2Äps  1 -- V/lH^Q^S»" seqaiter  C-H i>  ==  1. 
Tbdl  IV.  20 
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atqne  secnnd.  (14) 

unde 

(«)....  y(«)  =  - 2a  (1  - ^logl«). 
Quae  quam  ita  sint,  integrale  (21)  aUt  in 

Ben,  repositis  jam  valoribus  (11)  ipsanim  a  tt  ß. 
Ex  quo  consequuntur 


I«: 


C-D-         y.        ^ 


ex  qua^  poyissimä  elimiDari' licet  4;7,7,  ope   daarum  praecedentiamy 
quae  qnidem  daot  multiplicando 

^'^'~  (C'-Dy.uV'-ikA^B*  ^  (1  -I-  4^»/r«) .  tfv  —  \Ä^B^* 
Ideoque  quoDiam  dudc 

sen  repositis  valoribus  zcJy  C  et  /^, 

e-^^—^'^»^    i-v^nFpsg^  ,i/_Uj,i/_j_  . ,).. 
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cui  qnidem  superficiei  revoIntioDis  circa  x-axim  Meridianns  est 
Catenaria,  cujus  vdrtex  (punctum  azi  revol.  proximun),  iu  acy  - 
piano  Situs,  ab  axi  distat  unitate  long'itudinis. 

.  9.     Bx  eo  tandem  dcterminari  licet  functiones  illas  arbitrarias, 

quod    transeat   superficies   per   curvam   p'^y^f^'J   datÄ 

insuper  relatione  qnftdam  ipsarum  p  et  9  snperficiei,  in 
genere  ^ 

(36)  . . .  . /,(ar,  y,  Ä,>,  y)  =  0. 

Qud  quidem,  ut  p^tet,  perfecta  determinatlone  responsum  erit  ad 
quaestiönem,  an  per  dalam  ourvam  ilnci  liceat  supernciein  quamdam 
illius  generis,  quod  in  aequatione  (36)  derivatamm  1'  ordinis  par- 
'  tialium  comprebenditur,  eandemque  talem  cujus  in  puncto  unoquoque 
principales  ambo  etc.  *) 

Scilicet  loco  conditionum  (27)  beic  postnlatur,  ut  per  ambitnm 
curvae  sit 

In  determinationem  ipsarum  p^  et  ^,  superficiei  in  ambitu  babetar, 
ut  in  casu  priori,  altera  haecce  relatio: 

f.(r)=;,..f'(r)-l-^.. 
Et  quoniam'  superficiei 

babebitur,  •conjunctd  bis  quidem  relatione  lila 

altera  relatio  ipsarum  p^i  9i  ^^  ^' 

Quo  facto  comparabitur  in  genere,  ut  in  casu  priori^ 

Caetera,  ut  in  casu  priori,  sequuntur. 


*)  Ideoque  etiam  hoc  modo  responsum  erit  ad' quaestiönem,  an  per  da- 
tam  cjirvam  duci  liceat  superficiem  generis  (M),  cui  con- 
tingat  esse  omnium,  quas  per  data'm  curvam  duci  liceat,  sn- 
perficierum  eam  cui  minima  sit  area  interclusa  perimetro 
datÄ  aliaque  in  eadem  snperficie  ductä,  perimetris  certe 
quarum  in  zyplano  projectionam  altera  alteri  sit  circom« 
scripta;  —  aabibitä  equidem  reservatione  in  notula  sub  No*  8.  iu- 
dicata. 
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At  quaestio,  ^uonam  demum  modo  liceat  arbitrarias  illas  funfitior 
nes  ex  eo  determiDari,  ^uöd  per  datasduas  curFas  transeat 
superficies,  —  quaestio  (inqnan)  quae  fere  omuium  prima  ip  sn- 
perficiebus  tractandis,  qnarnm  natura  aeqaatione  derivatarum  2*  or- 
diDis  partialium  definita  e^t,  sub  seosum  cadere  solet  —  hucusque 
•o  medio  est  relicta.  Nee  iu  sequeotibus  responsum  illi  coDciüare 
conabimur.  Scilicet  per.se  patet,  quaevis  olim  in  genere  methodus 
haJDsce  ^ei  explicaudae  forsau  fuerit  inventa,  perraro  tameu  fora 
ut  re?erä  nsni  sit  ista  methodus:  et  quidem  eam  ipsam  ob  canssam 
quod  tantum  abest  ut  per  datas  duas  curvas  quaseumque  duci 
liceat  supe/ficiem  generis  heic  considerati,  ut  maxima  saue  opus  sit 
circumspectione,  quo  iDVCDiantur  umquam  duae  curvae,  auarum  et 
naturae  et  positfioni  iuter  se  conveoiat  hocce  idioma.  —  ^uae  cum 
ita  sint,  re  istä  in  praeaeoti  relictä  unam  vel  alteram  quaestionem 
latius  patentem  ma^isque  delectabilem  propositaeque  nobis  materfei 
intime  conjunctam  in  sequentibus  pagelJis  tractabimus. 

10.  Qnaeratur,  an  et  quaenam  sint  superficies  revolutio- 
nistaies,  quarum  in  puncto  unoquoque  prineipales  ambo  radii  cur- 
vedinis  etc. 

Taii  soperficiei  (si  exsistat)  erit 

aequatio  (1), 

de^ptantibus  tunc  (si  axis  revol.  sjimatur  s-axis)  py  g^  r,  #;  t 
partiales  ipsius  %  derivatas  eas,  quae  aeqnationi  superGcierum  revo- 
lutionis  circa  %  -  axim  contingunt.     Quae  autem,  cum  sit 

ideoque  commonstret  %  puncti  superficiei  band  pendere  ab  0  (an- 
gulo  radii  vectoris  puncti  ejusdem,  in  xy- piano  projecti,  cum  ipso 
^-axi);  transformetur  hac  supposkione  aequatio  (1)  secundum 
formulas  notissimas 

^=:^  cos 0^  y  ==  ^  sin  9. 
Qnoniam  %  beic  functio  soiius  q  putetur,  ideoque 
--s;!  cos^  +  ^sin®, 
^  =  0  =  y^  cos  0  —  ;i^  sin  0; 


erunt 


(t)  ....;f  =  ^coB0,  7  =  ^sin0. 


Tum  quoniam 


!^:5:rcos0  +  ^sin0,  ^=:;«^cos0  — r^  sin0, 
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ideoqae 

cront  secund.  (t)i 

dq*  dq      Q 

*=^  Bin  ©coa®- ^£iL?i21». 
dq^  dQ  Q         ^ 


'eodemque  modo  babebitur 


.  dQ*  dQ        Q 


Qnibus  impositis  (1)  abit  in 


^+i|(»+g^=« ^^> 


ieu,  i  deaotante  breviter  ipsam  -p, 

dq 


node  iDtegrale 

seu 

^       -4-        ^       .              f3 

^     ^v/^.-.«« ^^ 

deDotante  igitur  coDst.  arbitr.  0  ipsum  q  punctorum,  in  qaibus  pla* 
nüm  tangens  superficiei  (seu  linea  tangeas  Meridiani  ipsius)  nor- 
male Bit  ad  planum  projectionis  (ae  =  0);  tum 

.  «  =  aIogÄ(^±»/^*— «»), 

seu»  quod  idem  yalet, 

«  =  g+alog(?=*=*^?'^^')  ...,  (39) 

denotantibus  heic  «r  et  c  in  genere  ^Q  et  %  punctorum  modo  com. 
memoratorum. 

Est  quidem  Catenariae  —  y-axj  horizontali  atque  per 
punctum  curvae  infimum  dueto »  :v  •  w  poaitivo  sursum  verticale  — 
aequatio  notissima 

dy ^  m 

ide.oque,  positA  origine  alicnbt  in  rectä  (^=s— «9)  aeo  mutatA  op 
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dx  Vx^  — «»' 

atqoe 


,ar±V/^5»-«i\ 


«  et  M  denotaiitibas  ipsM  ^  et  or  pnncti  ordinatae  or  nittimae. 

Itaque  collatis  ex  ae^uationibas  (39)  et  (tr)  faciHimo  nti^ae 
iiegotio  perBpicitur  proposiiae  quaestioni,  an  superficiem  revolutio- 
nia  (circa  datam  axin)  talem,  cujus  in  puncto  unoquoque  prin- 
cipales  ambo^eitc«»  du^i  ii#eat  per  data  duo  pvncta  aeu  .(qu^^d  beic 
idem  valet)  per  datos  duog  circulos 


<«>-(::^(::s) 


(azi  revoL  Bumto  «  -  azi),  hoc  modo  esse  respondendun :*  Quo 
ducatur  meri^iajius  illius,  Catenariam  construi  oportet, 
cvjua  eonstautiboB  a  eC  c^ —  i.  e.  ^  et  «,  pnnctorüm  azi 
revoh  proximorvm  —  fiat  Batis  conditonibos    * 


(41) 


.  A  s=  r  +  •  1  Ag  ( ) 


^  =  c  +  alog(^ ^ )i 


Qttod  fli  quando  fieri  nedueat;  ex  eo  indicatnr,  nullnm 
per  datos  illos  circutös  duci  Heere  hujüsce  generis  su- 
perficiem  revoIntijDnis  circa  datum  azim.*) 
Si  ex.  gr.  perimebi  datae  forent 


/,  =  0.       ,  =  1 


aeqaatiottam  (41)  prior  darei 


0  =  c-4-«Iog(i+»^^)") 


*)  In  dlhctrina  illa^mazimoram  minimorunque  ideni  Tbeoreina  hoc 
I  fere  modo  exprimi  decet:  Quo  ducatnr  ineridianus  superf.iciei 
reToI.  circa  datuui  kixim,quae  in  omnihus  [necsolis— *uti  antea 
fuic  pronuntiatum  hoc  Tfaeorema —  superüciebus  revol.],  quas  per 
datas  duas  perimetroa  (40)  duci  liceat,  superficiebu-a  mi^i- 
mam  habeat  aream  bisce  limitibus  definitank;  Catenariam 
conscrui  oportet  ete.  (ut  aupra).  Quod  ai  quando  fieri  ne« 
queat;  ex  eo  indicatur,  minimam  quam  per  datas  perime- 
troa duci  lioeat  superficiem  non  esse  revoiutionis  circa 
datum  axim.  —  Seil,  apponatur  praeterea  uecesse  est  reaerratio  in 
notula  aub  No«  8.  exposita«  —  / 

**)  Scilicety  ut  patet,  solo  aigno  superiori  hoc  loco  opus  erit. 
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vnde  aeqnstio  (39)  snperficiei  abit  in 

determinandA  a  ex 

Tui  com  fiat  satis  agsumendo  a  =  1 ,  coocludi  licet  condidoni »  de 
qi^a  heic  quaeritnry  satisfieri  superficie  illA 


^. 


!  =  ^5 M 


tfuod  eqtiidem  exemplo  eodem  aliter  tractaodo  ia  Nr.  8*  supia  fait 
inventnm*). 

De  cactero  ex  antecedeiitibns  patet,  in  saperficiebos  revo- 
lutioniB  10  geaere  uaicaai,  cajus  in  pliocto  nnoqnoqn« 
priücipales  ambo   radii  curvediais  aeqnales  aint  signo* 


*)  Quam  sie  necessaria  reservatio  illa  in  notulis  praecedentibus  indieata^ 
Tel  ex  boc  solo  exemplo  (si  placeft)  satis  liquet.  Scilicet  si  superra- 
canea  esset;  pronuntian  liceret  exgr.  aream  superficiei  (k^)  periiaeCris 

Xssl  «=s— 1  ' 

detenninatam  minorem  0pse  areA  convexl  cylindri  recti,  cujus 
axis  (et  qua  situm  et  qua  longitudinem)  est  recu  per  centra  circulo- 
rum  modo  commemoratorum  ducu  atque  radius  baseos  r  pars  quae- 
libet  radii  ^,  additis  areis  annulorum  circularioram  extra 
bases  cylindri  ambas  restaatium;  quod  quidem  evidenter  ab- 
surdum. 

Altera  equidem  est 

altera  autem  est 

quae  ut  ex.  gr.  quantitate  »(i ^)  minor  sit  priori,  sufiicit  somi 

r^0,2  circiter. 
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que  contrario,  eam  esse  qua  fiat  satis  aequationi  {39% 
ad  azim  revol.  ut^x  -  azim  relatae*)« 

11«  Quaeratur  denique,  an  et  qnaenam  suit  superficies,  quae 
recti  ad  planum  quoddam  parallele  raota  generantur, 
tales  quarum  in  pnncto  unoquoque  principales  ambo  etc.  ^  Tali  su- 
perficiei  (si  existat)  erit 

aequatio  (1)^ 

denotantibus  —7  si  planum  dirigens  snmatttr  a:y  plaAum  — p, 
^,  r,  #,  t  partiales  ipsius  %  derivatas  eas,  quae  in  aequ^atione  bujus 
generis  superficierum  generali  occnrrunt.    Quae  autem  cum  slt**) 

yV  —^7« 4-/1»/=: 0;  ....  (42) 

erit,  eliminatä  ^,  aequatio  quaesitae  superficiei  isla: 

seu  (posit&  ff  const.) 

2pfd^^{^^-p*)dp  =  0, 

cujus  equidem  bomogeneae  aeqnationis  integrale  boc  est: 

p*^^*=p.ip{y) (43) 

At  perfecte  non  est  arbitraria  ista  tp.  Eliminatä  enim  r  ex  (44) 
et  (1)  quaesitae  erit  superficiei 

2;^y«  +  (^»-/i  )t  =  0, 

seu  (positä  a:  const.)«- 

2p^dp  +  {^*-p^)df  =  0, 

cujus  integrale 

/>'-«- y*  =  7- 9P(^) W 

Quaer  jam  (43)  et  (44),  quoniam  eandem  repraesentabunt  su- 
perficiem,  combinatae  dant  ilU 


*)  Et  quidem  manifeatam  est,  ai  -^  Taloribus.  ex  arbitrio  datis  ipais  a  et 
.  e  —  construcca  fuerit  «uperficies  (S9)»  banc  esse  omni  um,  qiias  per  " 
duas  in  eadem  ex  arbitrio  ductas  periiuetros  duci  Jlceat,  superficierum 
'  eam  cui  minima  sit  area  bisce  perim'etris  determinata,  —  perimetris 
certe,  quarum  in  piano  ad  axim  revol.  normali  projectionum  altek-a  al-. 
teri  sit  eircumscripu:  — -  debita  ratione  habita  reserrationis  jam  plu- 
ries  commemoratae. 

••)  Vid.  ex.  gr.  Lee.  du  Calc.  Diff.  p.  Moigno  p.  446;  conf.  Monge 
appl.  de  l'Anal.  a  la  Geom.  (1809)  pag.  64.  — 
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ideoque,  ut  sit  -^  =  ^,  erit 

quae  tarnen,  iiallä  exsiütente  relatione  ipsarum  ac  et  y^  kis  Jndefioi- 
tis  aliter  obtineri  neqait,,  nisi  %\t 

^  =  coDBt.  arbitr.  —  =  — UL. 

Integrando  habebitur 


9'  =  Jt^'^  =  P^5 


unde  superGciei 


■j^  _  tf(y  —  g)<fcg — g(^  —  ^)</y 
atqoe  integrando,  quoniam 

habetur 

*-rf=«. Arc(Tang=^);  ....  (45) 

.quae  qnidem,  ut  liquet,  soperficiem  denotat  generin  beic  conside* 
rati,  quippe  cujus  aequationem  generalem  (ut  constat)  ita  licet 
describi 

ar  =  y5p(Ä)  +  V'(*); 
nostra  Tero  dat 

^=(y-^)Tang(?LZ^)-^Ä (46) 

Ex  aequ,  novissioia,  quoiilam  qnattupr  eoatinet  constantes  ar- 
bitrarias,  patet  in  genere  inyeniri  licere  superficiem  generis  beic 
considerati,  ^quae  per  data  auattuor  puncta  transeat.  —  Cujus  ut 
breviter  InTestigetar  natura,  baec  #ere  aotentur. 

Comparatis  inter  se  ibtersectioinibni  superficiei  cum  jcy  piano 
atque  piano  (y=2r),  ntmirum 

X  —  «/s:  a .  Are  (Tang  SS  ^:=:f )  ) 

«  —  rf=5s  w .  Are  (T«njf  =  i^)  V 
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loyeDitur  esse  %  alterins,  pro  of  quatumqoe  £,  aaqi^alem  ipsi  % 
lUterius  pro  a:=:1Uf  —  $.  £ji|sdem  i^itur  sunt  naturae  hae 
intersectiooeB  at  (at  ita  dicam)  directioois  reciprocae. 
Itaqne  invento  — '  determiaaliB  in  problemate  quodam  siDgulari 
pnoctis,  per  qaae  transire  Inbeat  supmctem  -*-  yalore  constaatium 

«,  i,  €y  ä  mUfne  eöoatractd  io  ap%  piano  eunra  ilil  Heliee *)  T    .     J $ 

cnrvam  (      /     )  io  piano  {yr=z2c)  facillimo  negötio  constrni  lice- 

bit;  quo  facto  superficies  geuerabitur  moti  generatrici  super  has 
ambas,  ita  ut  aasidue  ad  jpy  planufli  parallela  maneat:  atque  habe- 
bitur  superficies  illa  „Heli^oide  (gauche)  a  plan  direc- 
teor*^^):  qaae  igi^ur  su^erficierum ,  .rect4  ad  planum  quoddam 
parallele  motÄ  ^ieratarttn,  oniea  est  cvi  contiagant  io  puncto 
nno(|uoque  principales  ambo  radii  curvedinis  aequales  signoaue  con- 
trario ***).  —  Observes  tandem,  si  quando  «  =  0,  aupernciem  in 
planum  ix  =  d)  abire. 

At  —  o'umne  ista  in  omnibus  superficiebus  rectä  ge- 
neratis  (sorfaces  regl^es)  sola  isst,  cui  in  puncto  unoquo- 
que  contingant  aequales  siffnique  contrarii  principales 
ambo  radii  curvedinis?  —  Nr.  Catalan  primus  et  deinue  Mr. 
Wantzel  (ut  in  prooemio  ex  Epbemerida  illa  „l'lnstitut^'  cita- 
yimus)  wxk  uterque  vift  responsum  buic  quaestioni  dederunt:  qnod  ut 
quamprimum  promulgatum  facere  iis  placeat,  est  quod  vebementer 
optamus. 


*)  Vid,  ex.  gr,  Moigno  Calc  DilT»  pag.  294« 
**)  Vid«  ex,  gr.  Mcrigno  ibid.,  Leroy   Geom.  descript.  No.  616  etc.  — 

Patet,  axem  directricis  l»-;!.:.)  ®s&6    I^säP  ^^^'*  intersectiooem 

superficiei  cum  piano  {y^ssc)  aut  piano  (x^sb). 

^  Atque  sumtis  ita  4  punctis,  ut  per  ea  duci  liceat  superfi- 
ciem  hujusce  generis;  pars  illius  quaelibet  perimetro  cir* 
cumscrLpta  omniuui  per  «andern  perimetrum  transeuntium 
superficierum  minimam  ista  praebebit  ai^eam,  nimirum 


ff^^Vy 


limidbus  a  perimetro  modo  dicta  datis:  —  (debita  ratione  resermtio- 
nia  noatrae  aabiti)«  —  Denique  superficierum  geoeria  nunc  conaiderati 
aliam  neu  esse,  cui  condngat  esse  „superficiem  minimam/'  patet. 


Djgitized  by 


Google 


Sl« 


XXXffl. 

Üeber  die  Zeriegung  der  bestimmteii  lotegrale 

in  andere  von  Ideineren  Integrations- 

intervalien. 

Von 
'Herrn  Doctor  O.  Schlömilch  ' 

zu  Woimar, 


♦.  1. 

Es  seien  a  und  b  die  Grenzen  eines  bestimmten  Integrales, 
^>  /^)  /)  •  •  •  ^>  /^  ®'B®  Reilie  von  Grössen,  welche  sammtlich  zwischen 
a  und  b  liegen  und  von  denen  jede  folgende  grösser  als  die 'vor- 
hergehende ist,  dann  hat  man 

Von  der  Richtigkeit  dieses  sehr  bekannten  Satzes  überzeugt  man 
sich  sogleich  (^uicb  die  Bemerkung»  dass  ein  bestimmtes  Integral, 
wie 

nichts  anderes  ist,  als  die  Fläche,  welche  von  den  zn  den  Abscissen 
ar  =  «r,  ar  =  ^  gehörenden  rechtwinkligen  Ordinaten^  dem  Stücke 
6 — a  der  Abscissenacbse  nnd  der  Curve,  deren  Gleichung  y^=:/(a:) 
ist,  begränst  wird. 

Der  oben  ausgesprochene  Satz  kann  oft  dazu  benatzt  werden, 
die  Werthe  bestimmter  Integrale  aufzuGnden,  sobald  die  Mittelgrös- 
sen  a,  /9,  / .  . .  /li  auf  eine  zweckmässige,  der  Natur  der  Function 
/(ob)  entsprechende  Weise  gewählt  werden.  Einige  selhr  gefügige 
Integrale  dieser  Art  mögen  dies  darthnn. 

Es  sei  folgendes  Integral  gegeben: 


j:^^ 


op)  Arctan  op  .  — . 
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Tbeilen  wir  das  Iniervall  0'  bis  oo  in  sWei  andere  von  0  bis  1 
und  von  du  bis  oo,  so  ist  iinser  Integral  aaeh 

1 

Setzen  wir  im  ersten  Integrale  ^  =  x,  im  zweiten  ^  =  ---,  so  an- 

dert  jenes  seinen  Wertb  nicbt,    für  dieses   aber  wird— = — t-, 

"und  wenn  a;  die  Wertbe  1  und  oe  angenommen  bat,  ist  «  =  1  und 

X  =  0  geworden  ( weil  aus  ^  =  —  folgt  %  =  -^).     Wollen   wir 

aber  die  Gränzen  1  und  0  vertauscben,  also  1  zur.  oberen  Grause 
machen,  so  haben  wir  dem  Integral  das  entgegengesetzte  Zeichen 
zu  geben,  wodurch  es  wieder  positiv  wird.    Es  ist  also: 


Arctun  x  , 
r da; 


l 


/*}.ef  \  Arctan  x  ,     ,     /*^^/  1  \  Arctan  %    - 

Beide  Integrale  auf  der  rechten  Seite  können  jetzt  wegen  der  glei- 
chen Gränzen  in  eines  zusammengezogen  werden,  und  dies  gäbe 

^  eine  sehr  gute  fteductioo,  wenn  noch /'(-—)=/(«)  wäre,  weil  man 

dann  /'(x)^  ^^^  gemeinschaftlichen  Factor  der  beiden  Kreisbogen 
absondern  könnte. 

Der  Bedingung /(---}=  >^(«)   kann   aber    sehr    leicht   genügt 

werden,  wenn  man  /'(x)  =  9)(«  +  -— )  setzt,  wo  g>  eine  beliebige 

Function  bedeutet; '  es  ist  dann  durch  Vereinigung  der  beiden  In- 
tegrale 

y'*    /       .     1  \  Arctan  a:   , 
==y ^  [Arctan  »  +  Arctan  — ]  f{%  +  — )  -5^. 
Nnn  gilt  aber  für  jedes  %  die  Formel : 

Arctan  %  -h  Arctan  —  =  Arctan  00  =  -^^ 

Dadurch  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in  die  folgende,  in 
welcher  wieder  or  für  «  gesetzt  worden  ist: 

/;-Arct.Ba..,(*  +  l)$  =f/>(*  +  i)f  ....(1) 
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Durch   eine   ganz   analoge  Betrachtnng  wird  man   auch  folgende 
Gleichung  finden:         * 

d.  h. 

weil  Ai  +  ^=sO  ist. 

X 

Jede  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  kiinn  zur  Auffindung 
bestimmter  Intejrrale  von  angebbaren  Werthen  dienen,  die  erste, 
wenn  man  die  Function  g>  so  wählt,  dass  sich  die  Integration  anf 
der  rechten  Seite  durch  die  gewöhnlichen  Mittel  bewerkstelligen 
lasst,  die  zweite  dadurch,  dass  man  in  ihr  eine  neue  Veränderliche 
für  a:  einfuhrt. 

f3.         . 
Nimmt  man  fiir  die  Anwendung  der  Formel  (1) 


X 


so  wird 


wobei  das.  Integral  ein    rein    hlgebraisches  fdr  jedes  rationale  f» 
ausführbares  ist.    Z.  B.  fdr  /ia  =:  1,  fA=z  2: 

/**  Arctan  o?    ,  n*        ,.^. 

/'*a:Arctanar    ,  n        t^^ 

0    (1  +  ^»)' '^=¥—^^) 

Setzt  man 


l^ar»^> 


so  ergiebt  sich 

wobei  es  ebenfalls  nicht  schwer  ist,  den  Werth  des  Integrales  rechts 
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naeli'deii  gewöhnlichen  Regeln  au  bestimncn.     Man   findet  z.B. 
fär  die  Falte  /t»  =  4^  und  /u^=i: 

Nehmen  wir  für  die  Anwendung  dea  Theorem^s  (2) 
f      .    1  ^      /      I      \*^ 


80  ist  wieder 


/  0    a?  ^1-1- a:*' 


Von  diesem  Integrale  können  wir  uns  zu  einem  allgemeineren  von 
ahnliehelr  Pof ii  erheben ,  wenn  wir  fiir  'ae  eine  neue.  Veränderliche 

—  einfuhren«  wodurch  sich  die  Gränzen  dicht  ändern ;  es  muss  dann 


aneh  sein: 


,/4 


/  0    X  *«*-4-ir»' 


0    X  ^«*-i-ir» 

oder,  wenn  wir  den  Factor  o^-^i  weglassen  nnd  /^  —  ia  für  /^ 

a 

schreiben» 

Es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Ausfuhmng_^des  Integrales  auf«  ^ 
der  rechten  Seite.    Es  wird  aber  fiir  :r  =  a  \/% 

und  unter  dieser  Form  kann  man  den  Werth  des  Integrales  nachv 
der  bekaniiten  Formel: 

/**    xPr^dx     r(p)  r(y) 
0  (l-f.x);>+7         rip-^q)' 

f&r  pz=:^t=siiif*^\  leicht  bestimmen.     Führt  man  dicNien  in  die  ^ 
CUeicbnng  (9),  ein^  so  ergiebt  sieb:    . 

Digitized  by  VjOOQ  IC 


820- 

EId  Pftar  bemerkaiswertlie  spezielle  Fälle  dteMr  Formel  lieÜBrii 
die  AnDabmen  fk  =s  n  —  \-  and  fizrzMj  wobei  n  eine  positive  ganze 
Zahl  bedeutet.    Vermöge  der  Gleichungen 

r(iw)=l. 2.3.. ..(«  —  !), 

welche  für  jedes  ganze  positive  m  gelten,  erhält  man  nämlich 

kc  r     X     \^  j    1 . 2 .  S . . . .  (« —  1)         fa         {\\\ 

0  Ic^a^-^x*^  f»(fi-i-l)....(2fi  — 1)*  2«2«*"^**^ 


/. 


•/o 


^Ix  .aCjP^^.    i.3.5  ....(2»~1)'       Tritt  r,ox 


0     ar^a'-HX*'  2. 4. 6. ...(2»)       '  2«2»M-1 

För  f»  =  0  erhält  man  unmittelbar  aus  (10) 

1 —  ;  -r rflte=—  .  — ....(13) 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  Formeln  (10)  bU  (13)  bloss  für 
positive  ce,  welche  weder  =0  noch  unendlich  jrross  genommen 
werden  dürfen,  Gültigkeit  besitzen.  Denn  die  Uerleitung  dieser 
Integrale  beruht  auf  der  Voraussetzung,  dass  die  Gränzen  des  frü- 
her betrachteten  Integrales 

f  ^    X  ^X-^-x^' 
sich  nicht  ändern,  wenn  man ^ für  o?  setzt     Dies  würde  aber  der 

OL 

Fall  sein,  wenn  «  =  0,  oo  oder  negativ  genommen  würde. 


«.4. 

Bevor  wir  weiter  gehen,  mögen  noch  ein  Paar  Anwendungen 
der  Formeln  (12)  und  (13)  Platz  finden. 

Man  setze  in  (12)  «  =  0,  1,  2,  3  etc.,  multipUcire  die  eütste-. 
henden  Glieder  mit  ^  -t/J',  f^'  etc.  und  addire  Alles,  so  kommt: 


/. 


Bevor  von  einer  Summirung  dieser  Reihen  die  Rede  sein  kann,, 
müssen  wir  wissen,  in  welchen  Fällen  dieselben  convergiren.  Dies 
ist  auf  der  rechten  Seite  der  Fall,  wenn  der  absolute  fVerth  des 

Quotienten  ^  die  Einheit  nicht  übersteigt,  oder  wenn  2a^/9  ist. 
In  diesem. Falle  ist  die  Summe  der  Reihe  =  Aresin  ^r**     Ferner 
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hftlMii  wir  fnt  jedes  a  und  ^,  o*+a?*>2a*,  uretl  a* — 2a^-f-^», 
als  Quadrat  von  a  —  ^,  immer  eioe  positive  Grösse  sein  muss.  Da 
wir  nun  schon  die  Bedingung  2a^ß  gefunden   haben,  so  ist  um 

so  mehr  a*  +  o?*  >»  ßjTy  folglich  •  ^  ^  ^  ein  ächter  Bruch»  für  je- 
den beliebigen  Werth  von  jc.  In  diesem  Falle  convergfirt  die  Reihe 
unter  dem  Integralzetchen  für  alle  Werthe,  welche  2r  innerhalb 
des  Intervalles  0  bis  oo  annehmen  kann,  und  liat  zur  Summe  den 
Ausdruck 


ßa: 


•  ßx 


1 


ßa: 


«»-f-Ä» 


a»H-j:*  —ßx 


Fähren  wir  diese  Summe  nebst  der  vorhergehenden  in' die  Gleichung 
(14)  ein,  so  ergiebt  sich: 


rj£.  /f!i+^±*!  *r =2^&.  Amin  f,  2«>/?. 

Setzen  wir  noch  %ß  fär  ßy  wo  nun  a^/l?  sein  muss,  so  ist  auch 

r"i£/?^«^^dir  =  Wo.Arct.ni.,«>|J.    (15) 
ß  ^    X      «*  —  *lßx  J^x^        ^  a  '     =  r      ^     / 

Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich  aus  Formel  (13)  auf  folgende 
Weise.  Man  nehme  a  veränderlich  =«,  multiplicire  beiderseits 
mit  ^du  und  int^rire  zwischen  den  Gränzen  uz=iby  «  =  «9 
so  ist 

Hier  kann  man  auf  der  linken  Seite  die  Ordnung  der  Integrationen 
umkehren  und  zuerst  nach  u  integriren,  wodurch  man  erhält: 


-Ä» 


Auf  der  rechten  Seite  von  (16)  ist 
folglich 


/ 


Führen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (16)  ein^  so  erscheint 
das  Resultat: 


f. 


la;.l^A^,^  =  ^iä-l')  +  ^i^.    (17) 


m*-i-i 


TMI  IT. 
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Die  GröMeD  m  ood  b  sind  nur  in  so  weit  beliebige  'ak  sie  weder 
=  0,  00  noch  negativ  genonmen  werden  dürfen.  Denn  a  und  b 
waren  die  Gränzwerthe  für  «,  d.  h.  für  das  frühere  a\  daher  gelten 
die  Determinationen  für  a  auch  für  a  und  b. 


$.  5. 

Die  Zerlegung  eines  bestimmten  Integrals  in  andere  von  klei- 
neren Intervallen  ist  auch  mit  grossem  Vortheil  auf  Integrale  von 
der  Form 


fi^xna:.  co8;r) —  . 
0  '  a: 


anwendbar.  Man  denke  sieb  nämlich  die  obere  Gräoae  als  ein  nn* 
endlich  hohes  Vielfache  von  ;k,  und  zerlege  demgemäss  das  Inte- 
gral in  eine  unendliche  R^ihe  anderer,  welche  sammtlich  nach  dem 

Intervall-^  fortschreiten.     Es  wird  dann , /(sin o:.  coso?)  knrz.ait 

/(ai)  bezeichnet^ 


Ein  Paar  auf  einander  folgende  Glieder   dieser  Reihe  mit  dem  all- 
gemeinen index  r  würden  sein: 

Im  ersten  setze  man  ap^=.m  —  x,  im  zweiten  ^  =  r;r  +  x,  so  wer- 
den dieselben  ' 

n 

Will  man  im  ersten   dieser  Integrale  die  Gränzen  vertauschen,   so^ 
hat  man  demselben  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu  geben;  da* 
durch  wird  es  wieder  positiv  und  stellt  sich  mit  dem  zweiten  unter 
die  gemeinschaftliche  Form 


Wenden  wir  diese  Transformation  auf  die  Gleichung  (18)  an,  indem 
wir  r  der  Reihe  nach  =  1,  2,  3,  u.s.  w.  nehmen  und  im  ersten  Inte« 
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grale  s$  fär.  4r  setzen ,  so  erbsUeo  sämmtliche  lotegnle  anf  der 
recliteu  Sehe  die  gleicbeo  Gränzeo  0  bis  ^  und  können  daber  in 
ein  einsiges  zosanmengezogen  werden,  nämlich  in  das  folgende: 

m 


/ 


■/<-)# 


=y:e' 


n 

%  71—«      ■      Ti-f.»      ■       27r— x  ' 


Es  kommt  jetzt  auf  die  besondere  Bescbaffenbeit  der  Funktion 
fi^c)  an,  wenn  die  nnter  den  Integralzeicben  eingeklammerte  Reibe 
summirbar  sein  soll.  Dass  faierbei  d|e  Funktion  immer  nocb  ziem- 
lieb  allgemein  bleiben  kann,  wird  man  sogleicb  seben. 


§.6. 

Man  oebme  erstlich  /(ar)  =  sin^.9P(sin*4r,  cos'^),  wobei  y 
eine  neue  beliebige  Funktion  bedeutet.  Da  dieselbe  nur  die  Qua- 
dratf  von  sin.  und  cos.  enthält,  so  ändert  sie  ihren  Werth  nichts 
wejin  man  TT  — »,  ttH-x,  2;r-+-«  u. s.w.  für  o?  setzt.  Die  Zeichen- 
folge in  der  Reihe  (löl  hängt  jetzt  bloss  noch  von  sinor  ab,  und 
da  dieser  positiv  von  0  bis  tt,  negativ  von  sr  bis  27r  und  so  ab- 
wechselnd ist,  so  wird  das  erste  ^aar  Glieder  jener  Reihe  positiv, 
das  zweite  Paar  negativ,  und  so  paarweis  weiter.  Wir  haben 
daher 


/: 


sin^«)(sin*ar,  cos'o?) — 
0  ^  a: 

n 
^,1,1  1  1 


Die  Summe  der  eingeklammerten  Reibe  ist  aber  nach  einem  be- 
konnten Satze  =-: — ,  folglich  wird 

sin  %        ^ 


ysin  a: .  9>(sin'^,  cos*a:)  —  =  /^gp(sin'»,  coa*»)dx.    (20) 
0  ^         tX  0 

Da  das  Integral  anf  der  rechten  Seite  viel  einfacher  als  jenes  auf 
der  linken  ist,  so  wird  es  leicht  sein,   die  Funktion  9  so  zu  wäh- 
len, dass  man  den  Werth  des  Integrales  rechts  angeben  kann. 
Es  sei  s.  B.    - 

9>(8in*ar9  cos'o:)  ==  (sin*ar)«.  (cos*^)», 

so  ist  die  rechte  Seite 


/r 


n 
sin*«»»  •  coa^x  ä». 


21* 
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Für  Bin  %^=:jc  geht  dieses  Integral  id  dos  folgende  übers 


tX  0 


0 

und  dieses  verwandelt  sich  für  ar*i=:.^  in 

2m--t  211—1 


*yiV  '^    (l-y)  '  dy, 


0' 

dessen  Wertb  sieb  nacb  der  bekannten  Formel 

leicbt  angeben  iässt,    wenn    man  ;i  =  m  +  |,  ^=:i9  +  -^  nimmt. 
Wi/  baben  daber 

n  -  .  . 

/%in2«;«  .  cos««*  dz~i. ^(i»  +  i)n^-H4) 

-nnd 

F6r  gai|ze  positive  m  und  n  erbält  man  bieraus 

«/o  «iT  2.4.6^..(20i+2Ji)  2      ^     ^ 

Für  IS  =^  0  scbeint  die  Formel   unbraucbbar  zu  sein.     Man  erbält 
fdr  diesen  Fall  unmittelbar  aus  (21): 

/•".in«-+«^.^=H4:^::i^^.^.    (23) 

^0  ^  2.4.6....(2i»)        2        ^     -^ 

Man  darf  die  Formel  (21)  ancb  für  gebrocbene  m  und  n  benutzen, 
sobald  die  Nenner  dieser  Brüche  ungerade  Zablen  sind.    Denn  wäre  . 

im  Gegeutbeil  z.B.  «s  =  ^,  n=^,^  so  würde 

9p(sin'a?,  cos •^j  =  sin 7^.  cos /.r 

sein,  and  bliese  Funktion  bat  im  Allgemeinen  nicht  mebr  die  Eigen- 
schaft, ihren  Werth  zu  behalten,  wenn  man  rirztix  für  je  setzt, 
wie  dies  zur  Aufstellung  d^s  Theoremes  (20)  nöthig  war. 

Ein  anderes  bemerk^ens  werth  es  Beispiel  für  die  Anwendung  des 
Satzes  (20)  liefert  die  Annahme: 

y(sin«ar,  cos'^)^  ^^  ^^j,_^^^.^  .^  =  ,^-——1^-—^. 
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Auf  der  rechtes  Seile  steht  dann  das  lategral 

n 

0  l+2^cos2s-Hi&*  ' 
welches  fiir  «  =  -^  in  das  folgende  übergebt: 


^t/o   i-i-at 


da: 


0    1-h2^co8^+-^' ' 
dessen  Werth  nach  der  bekannten  Formel 

gefunden  werden  kann.     Für  jedes  beliebige  /r  ist  hier  1  -|-  Jh* 
>2^,^folglich  a>Ä,  ferner  l/a»— ^»  =  Kl— 2Xf»-4-Xr*,    wofür 
man  1 — Xr'  oder  /r*  —  1  setzen  wird,  jenachdem /r  <<  oder^l  ist. 
Wir  erhalten  zuletzt 

y«'"  ^               rfr ,^_w  1  ^. 

0   lH-2|;co82a:-f.^*'   ^ 2  '   1  — ifc«       ^     ^ 

wobei  das  obere  Zeichen  fiir  den  Fall  ^  <<  l  und  das  uateve  für 
den  Fall  i&>l  gilt. 

f.  7. 

In  dem  allgemeinen  Tfaeorem  (19)  nehmen  wir  jetzt 

,  /X^  =  tan;r.9(sin*a?>  cos'o:). 

Die  Zeichenfolge  in  der  dortigen  Reibe  richtet  sich  jetzt  nach 
der  tan.,  und  da  diese  in  jedem  Quadranten  ibr  Vorzeichen  wech- 
selfy  so  ergiebt  sieb: 

/    tan^.9)(8in'^,  cos'o:)— 

=y?J7-;rb+4:i-är^+ lte.«.g>(sin.,.co.«,)Ä. 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe   ist  aber  =cot«  = , 

folglich  haben  wir: 

2L 
/^  tan  jc .  9(sin'^,  cos^o?)  —  =  /^9p(sin**,  cos'«)  dM.    (25) 

Vergleichen  wir  dies  mit  dem  früher  gewonnenen  Resultate  (20), 
so  ergieht  sich: 

/^  tano: .  g^sin^or,  cos»«»)  — =r/^sin^,5P(sin»Är,  cos*^)  —    (20)  . 
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80  dass  man  also  in  den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphes,  okae, 
sie  zu  stören,  den  Faktor  tan^  für  nna:  substituiren  darf.    Z.B. 
aas  (22):  ^ 

y^  sin         ar.cuB--      ^^—  2.4.Ö (2»H-2«)  '2'^'^ 

Ebenso-  folgt  aus 


y^»±£aa,r-* 


X 


auch 


0        X 

und  aus  dem  Integral  (24) 


/--M^^l     (28) 


y^  tanj7  ^ ^Ä         I  vom 

0   l  +  2X;cos2a;-t>^«  '  x  2  '  1—*»*     ^  ^ 


♦.8. 

Während  wir  bisher  in  der  allgemeinen  Reduktionsformel  für/ 
die 'Funktion  9  einmal  mit  dem  Faktor  sinoTj  das  andere  Mal  mit 
dem  Faktor  tan  oß  nniltiplicirt  gesetzt  haben,  können  wir  aucb 

/^(sin  a?,  cos  od)  =.-: 9)(sin»ar,  cos*^)  und= ; ^(Bin*^,  cos'or) 

'810  X  CAn  X 

nehmen,  s  Die  Zeichenfolgen  in  der  Reihe  (10)  sind  dann  die  näm- 
lichen wie  in  den  Beispielen  der  Paragraphen  5.  und  6.;  man  er- 
hält leicht 

n 

y"^  ffjfän^X,  cos^^r)     dx /*ay(sin»g,  cos*«)   .        y^^v 
0            aino:           *  x       «/ 0  «in»*  ^     ' 

n 

y^*  y(»iP*^>  <^o»*J^)    ^ /*^q(s\i\*%,  cos*«)    . 
0            tan:r          *  jr  """t/o  tan'x 

oder,  weil  r— r-  =  -=-i ^  w*> 

'  tan»»        sin«» 

ycot  a: .  o>(stn  *^,  cos*^)  —  J 

0  ^^  X  I 

n  n  .     (31) 

Za  diesen  Sätzen  ^30)  und  (31)  wird  man  eben  so  leicht  passend« 
Beispiele  finden,  wie  sie  sich  für  das  Theorem  (20)  früher  darboten. 
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f  9. 


Eid  anderes  beMerkenswerthes  Beispiel  für  die  ADwenduDfn^  der 
GleichuDg  (19)  liefert  die,  Aniuihine: 

,      ^    '         ^1  — tana:' 
Man  findet  nämlich 

/(*)  =/(7r  +  *)  =f(%n  +  *)  =/(3^  +  *), 

mithin 

y'**..l-t-tana7v,  dx 
0     \1 —  tana:'    a; 

z^/^rl L_  +  »l i_+ ]/(i:Mf!5«)v, 

•/o    ^«       71  — x^^TT-i-x       2»  —  «^^  ^    ^1— tan%' 

oder,  weil  die  Summe  der  eingeklammerten  Reibe  = ist^ 

n 
•  /^^/l-f-tanar.,ifar_   i-'2^.1+tan».,  ifa        .3^. 
«/ a    ^1  — tana:'    a?       •/ 0     U  — tanx'   tan%* 

Setzt  man  in  dein  Integral^  rechts  tanx  =  «f,  also  x7=:Arctan  ar, 
so  wird  d%  =  - — ?i-j,  und  wenn  «  =  0,  »  =  ^  geworden  ist,  hat 
u  die  Werthe  0  und  00  angenommen.    Also:  ~ 

iE 

Wollen  wir  jetzt  den  Logarithmus  in  eine  Reihe  verwandeln ,  so 
müssen  wir  dieselbe  so  einrichten,  dass  sie  für  alle  Werthe  von 
ff  =  0  bis  ly  =  00  convergirt.  Oieslgeschieht  leicht  durch  die  Be» 
merkitngy  dass 


A}±5-  =  * 


2» 


1-1- 11» 


"Stu 


2« 
ist.    Denn   die  vorsteh<fnde  Reihe  converg^irt  immer,  wenn         ^, 

ein  ächter  Bruch,  d.  h'  l+«*>2«f  ist,  was  aber  für  jedes  belie- 
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bige  u  gtattfindet.    Substituiren  wir  diese  Reibe  in  das  lotegral  (33) 
und  integriren  jedes  einzelne  Glied,  so  ergiebt  sieb: 


'  «/  0      ^  1  -r  W' 


._^ 


2^  /■*      du  2«  /"    «t»<fa  2'  /•»    «<♦<<«».  '*   ^     ' 

Eiq  allgemeines  Glied   dieser   Reihe  wäre,    abg^ehen  vom  Coef- 
fisLienten, 

welches  für  tf  =  V^  in  das  folgende  übergebt  : 


Vo   (1 


.  X)2n-f^' 


dessen  Wertb  sieb  nach  der  in  f.  2.  angeführten  Formel  von  den 
Gammafunktionen  angeben  lässt.  Derselbe  ist  nämlich  fiir  ;» =  '»+79 
^+^  =  2^+2,  also^  =  #i  +  4^: 

1.3.5....(2i>-l)^X^    1.3.5.». >(2»  4- !)>>/« 

Y-        jn[2/i-|-2)  ^*  1. 2. S...... (2^-1-1)  ■ 

TT        1.3.5....(2«  — 1)  '  ^ 

22^+2*      2. 4. 6. ...(2»)     • 

Für  9»  =;  0  bat  man  unmittelbar 

,    r(i)r(i) _  ,   V^ir.iV^7r_  7» 
^*     r(2)    ~*'        1        ""2»' 

Substituiren  wir  diese  Wertbe  für  ^9  =  0,  1,  2,  3  . . .  In  die  Glei- 
chung (34),  so  ergiebt  sieb 

/^*//l-4-«vv      äu       _     p        ,    '-uLJ    .    ,    >'3,5    ,    ,  j 

I  n 

folglich  vermöge  der  Gleichungen  (33)  und  (32): 
Nimmt  man  ähnlich 
so  findet  sich 
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wie  man  auch*  mit  Hülfe  der  Formel  (23)  ableiten  k^nn/weDo  man 
den>  LogparithmuB  in  ein^  Reihe  verwandelt  nnd  jedes  einzelne  Glied 
integrjrt.  Man  darf  liier  eine  aolche  Reihenentwickelnng  anneh- 
men, weil  die  Reihe 

/(l±i|l£)»==4|8in;rH-i8in»ar  +  |8in*arH-...  \ 

convergirt,  indem  sin*^  ein  ächter  Bruch  ist  Wollte  man  dage- 
gen in  der  Formel  (35)  für  den  Logarithmus  die  Reihe 

/4|tan^  +  -|-^ii'^  +  T^^'^+  ••••! 

setzen,  so  würde  ein  ganz  falsches  Resultat  erscheinen^  weil  die 
Reihe  nicht  fiir  alle  Werthe,  welche  jff  in  dem 'Intervalle  0  bis  oo 
erhalten  kann,  convergirt. 

Ebenso  unrichtig  würde  es  sein,  den  Werth  des  Integrales 

t/  0        d? 

dadurch  finden  zu  wollen,  dass  man  für  tanor  die  Reihe 

sfBtste  und  jedes  einzelne  Glied  integrirte.    Man  wurde  finden 
0    ir^—       1.2       ^»T^  1,2.3.4  ^'"T^'- 

V 

d.  h.  ==00,  weil  alle  Glieder  positiv  sind.  Das  Resultat  erweist 
sich,  mit  Formel  (28)  verglichen,  als  falsch;  was  daher  rührt,  dass 

jene 'Reihe  nur  dann  tan  a:  zur  Summe  hat,  wenn  or  nicht  ^~ 


ur  ar=: 

^2 
tig  man  beim  Gebrauch  unendlicher  Reihen  sein  muss! 


ist.    Für  o?  =  -^  divergirt  sie^  darüber  hinaus  um  so  mehr,  während 
tan  (^  +  ar)  =  —  cotor  ist.  —  Wieder  ein  Beispiel,  wie  versieh- 
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XXXIV. 

Geometrischer  Lehrsatz. 

Von 
Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonssehule  tu  Aarau. 


In  dem  Dreieck  BAC  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  halbiren  die 
Linien  A^  und  CD  die  Winkel  ABC  VLviAACBy  überdies 
ist  BE=  CD;  man  ^ojl  beweisen,  Aana  AB  tzzAC^  also 
das  Dreieck  ^^C  gleichschenklicb  ist*). 

Setzen  wir  AB  =  c,  ACz=d,  BCz=a,  DC=:ißy  BE^rzy, 
so  ist  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze: 

y  = (s:i3)i •  ^ 

Weil  nach  der  Voranssetsung  /?=;^,  so  ist,  wenn  wir  c — S  mit  or 
bezeichnen,  a+{e — ^)=a-|-^,  «— (c— ^)=:» — ar,  cz=z6+a:^ 
a+c=:za^6+a:^  »od  daher: 

woraus  wir  die  Gleichung 

\{a-i-by{0+2b)+(a+b){a-^Z6)a:-hia:*\arz=zQ  ...  (1) 
erhalten. 

Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet 

a)  wenn  :  ^  =  0,  oder  c  —  ^.=  0; 

ist.  Aus  a)  folgt  c  =  ^,  -was  zu  beweisen  war.  Aus  6)  folgt, 
dass  aucli 


"^l  Der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden  Aufsatzes  schreibt  mir  bei  des- 
sen üebersendung,  dass  ihm  der  obige  Lehrsatz  Ton  Herrn  Prof.  Steiner 
zu  Berlin,  als  derselbe  ihn  auf  seiner  letzten  Schweizerreise  besuchte,  mit 
der  Bemerkung  mitgetbeilt  worden  sei,  dass  der  Beweis  dieses  Lehrsatzes, 
ungeachtet  dessen  scheinbarer  Geringfügigkeit,  doch  mit  einigen  Schwierig- 
keiten yerbunden  sei.  Herrn  Professor  Steiner  sei  aber  der  Lehrsatz  Tor 
zwei  Jahren  Ton  Herrn  Prof.  Lehmus  in  Berlin  -vorgelegt  worden.       G. 
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Sind  af  nnd  af*  die  Wurzeln  dieser  Gleichaogp,  so  ist  noch  einigen 
Redoctioneii: 

or' =-(«  +  *) (2) 

,     ^  = ^ .  ,  .  .  (^) 

Es  folg^  also  ous  (2)  n&ch  deo  obigen  Annahmen^  dass 

<7  —  ^.-=:  —  («+^)  oder  <;=:-— a..v*  (4) 
sei,  und  ans  (3),  dass 

c-^=:-<^-^^><"-^'^>  «1,0  .  =  -  l(*-H*);+^<  ...  (5) 

Ans  (4)  geht  aber  hervor,  dass,  wenn  vixt  AB*z=:BC  machen  nnd 
er  mit  C' verbinden,  alsdann  die  Winkel  ß'BC  m^  B.CB  durch 
die  Linien  BEf  nnd  CD^  halbireu,  endlich  diese  bis  zu  ihren  re- 
spectiven  Durcbschnittspunkten  B  nnd  D'  mit  CB  und  BB  ver- 
längern, auch  in  diesem  Fall 

BE  =  CD' 
sei. 

Endlich  folgt  noch  aus  (5),  dass,  wenn  wir  zu  h  u.  \/(a^bY-\^ 
die  dritte  Proportionale  sucben,  und  diese  auf  die  Verlängerung  der 
Linie  BA  von  A  nach  B'  tragen,  so  dass  also  AB'  --i^!±:^>!±f^ 

ist,  alsdann  i?"  mit  Cverbioiden,  nnd  die  Winkel  BT^BC^  B'CB 
durch  die  Linien  BE'  und  CD\  welche  AB  Mtk^AC  in  D'  und 
E'  treffen,  halbiren,  auch  in  diesem  Fall  BE'  =  CD*  sei. 

Eine  zweite  mehr  elementare,  abet  ttur  den  einzigen  verlangten 
Fall  beweisende  Deduction  des  Satzes  ist  folgende: 

Wir  setzen  folgende  geometrische  Sätze  als  bekannt  voraus: 

BCiAB^ECiAE  .  .  ; (1) 

ßC:AC=iBD.AD •  •  .  (2) 

m^BE^^^zBCxAC'-BDy^AD  ,  .  .  .  (3) 

CD^^BCy^^B'^ECY.AE (4) 

Da  nun  BEt=s  CD,  so  folgt  ans  (3)  und  (4) 

BCy.AC—BDy.AD^zBCxAB'^ECy^AB  ...  (5) 

Weil  aber  AB^siBD^AD,  und  ACzzsiEC-i'AE  i%t,  so  er- 
halten wir  leicht  aus  (1),  (2)  und  (5>- 

BCy^EC+BCxAE-'BD'X.AD—BCy.BD^BCxAD 

—  JBCx^^....  (6) 
sex  JtE=  EC  (BD  +  AD), 
BCXAD=:BD{CE+AB)^ 

folglich  wird  auch  No.  6  zu: 

BCy,EC'\-ADxECr\'AEy.EC=BCxBD'\'AExBD'\- 

ADy^BD  oder 

ECx\BC+AD-hAE\=BDx\BC'{-AD+AE]  oder 

EC=BD. 

.  In  den  Dreiecken  BEC  und  BDC  sind  daher  alle  Seiten  gleich, 
lAithin  diese  congruent,  nnd  daher  ^ECB^=i<DBC,  folglich 
auch  AB:=:AC,  was  zu  beweisen  war. 
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XXXV. 

Uebimgsaufgaben  fttr  Sefafller. 


Ein  geometrischer  und' ein  arithmetischer  Satz. 

Von  d'em  Herrn  Professor  Prosa  an  der  polytechnischen 
Schule  zu  Stuttgart. 

Satz    1. 

Kelint  man  von  einem  geradlinig^en  Dreieck  den  Halbmesser  r 
des  einbeschriebenen ,  den  II  des  umschriebenen  Kreises, und  den 
4f  eines  der  äussern  Berührungskreise >  und  setzt  der  Kürze  wegen 

l/!l± ZI^  =  M   so  findet  man  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  durch 

die  Gleichung: 

S  a  t  z    2. 

Eine  decadische  Zahl  ist  durch  lO.is  +  a  theilbar,  wenn  der 
Unterschied  zwischen  dem  ^fachen  der  letzten  und  dem  ofachen 
der  übrigen  Ziffern  durch  10.»-4-a  theilbar  ist;  oder  sie  ist  durch 
10«  —  0  theilbar,  wenn  die  Summe  aus  dem  «fachen  der  letzten 
und  dem  «fachen  der  übrigen  Ziffern  durch  10 . « —  a  theilbar  ist. 
(In  beiden  Fällen  bezeichnet  n  jede  beliebige  ganze  Zahl  von  0  an 
und  a  die  einfachen  Ziffern  von  0  bis  9.) 

So  ist  z.  B. 

301  theilbar  durch  43  =  40  +  3  =  10  .  4  +  3,  weil 

30  .  3  —  4  .  1  ==:  86  durch  43  theilbar  ist. 
261  theilbar  durch  29  =  30  —  1  =  3  .  10  —  1,  weil 

3  .  1  -^  20  .  1  =  29  durch  29  theilbar  ist. 
1157  theilbar  durch  89  =  90  —  1  =  9  .  10  —  1,  weil 

7  .  9  +  1  .  115  =  178  durch  89  theilbar  ist. 
816  theilbar  durch  68  =  70  —  2  =  7  .  10  —  2,  weil 

7  .  6  +  2  .  81  ==  204  durch  68  theilbar  ist. 
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Lehrsatz  von  den  BinomialkoefSzienten. 

Voo  dem  Herrn  Doctor  0.  Scblömilch  za  Weimar. 

Bexeicbnet  ft  eine  beliebige  Grösse,  n  eioe  ganze  positive  ZabI, 
so  ist  die  Somroe  der  {n  +  ijgliedrigen  Reibe 

iUo»o /<i»i  ■  A<«»»         _ 

=  v*"  r  [*ln  £y|,  ^j^  fferades  n 

und  =  0  für  ein  nngerades  #i. 

Wie  lässt  sieb  dieser  Satz,  der  gelegentlicb  gefunden  wurde, 
auf  elementarem  Wege  beweisen?  .     . 


XXXVI. 

Miscellen. 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Professor  Steicben 

an  der  Ecole  militaire  de  Belgique  zu  Brüssel  an  den 

Herausgeber. 

J'ai  )n  dans  le  dernier  No.  de  votre  ^stiinable  Journal  *)  T^nonci^ 
d^un  principe  g^u^raj  de  mdcanique,  qui  ne  me  parait  gueres  nou- 
veau  (si  toutes  fois  j'en  ai  bien  coinpris  le  sens),  et  que  j^^tablis 
de  la  maniere  suivapte  dans  mon  cours  de  m^canique,  que  je  pro- 
fesse  ä  TEcole  militaire.  Quand  des  forcesappliquees  a  un  Systeme 
quelconqne  de  cor|»8  ne  se  fönt  pas  ^quilibre,  il  y  aura  moovemeot 
apres  un  temps  quelconque  ^  et  pendant  Pinstant  suiTant  dt^  ces 
forces  modiiieront  infiniment  peu  les  vilesses  des  diff^rentes  masses 
du  Systeme;  mais  ces  accroissements  de  vitesse  instantands  donne- 
ront  Heu  ä  des  r^actions,  et  ref^uilibre  subsiste  entre  les  forces 
sollicitantes  et  ces  forces  de  reaction  dues  a  Tinertie  de  1a  maliere: 
En  eflfet  les  furces  modificatrices  transmettent  par  leur  action  im- 
BD^diate  ou  par  le  moyea  des  lois  de  liaison  des  effbrts,  les  quels, 
s'ils  ^taiejit  pris  en  sens  contraire,  feraient  ^uilibre  aux  forces  pro- 
pos^es,  puisqu'ils  emp^cheraient  ces  modifications  de  vitesse:  mais 


*)  Litersrischer  Bericht.    Nr.  Xlf.  S.  184.    G. 

/Google 
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ces  efforts  aingi  envisag^s,  sont  pr^isement  la  meaiire  des  r^aetioBs 
d'iDertie.  Oonc  il  y  a  ^uilib^e  eatre  leg  forces  soUieitaateB  et  lea 
r^actioDs  d'inertie.  Od  vok  que  le  principe  est  la  g^D^ralisadon 
naturelle  d'uo  principe  qui  date  de  Newton ,  et  qui  est  conna  sooa 
le  nom  d'^galif^  de  l'action  et  de  la  r^action;  l'id^e  de  cette  g^n^- 
ralisation,  je  aie  bdte  de  le  dire,  ne  m'appartieiit  aitee  paa;  je  i'ai 
puis^e  dans  le  cours  de  m^caniqne  malhearensement  trop  peu  r^panda 
encore  de  Monsieur  Poncelet;  mais  ie  pars  de  Ik  pour  ^tablir  en- 
suite  toutes  les  autrea  notions  de  dynainique  et  poor  montrer  le 
moyen  de  mettre  en  ^quations  tous  les  probi^nes  possibles;  ce  qai 
dispense  du  fameuz  principe  de  O'Alembert  qui  me  paraft  moina 
clair,  moins  direct,  etsortout  nlus  embarrassant  dans  les  applicatioBa. 
Traduisons  maintenant  TenonCe  en  formule.  Soient  /',/*,/'".... 
les  forces  appiiqu^es  a  de  certains  points  A,  A^  A'\  •../d*on  Sy- 
steme de  nasses  m,  m\  w^^  m'" -,  «,  v\  <  f/'\...  les  Titesses  de 

Celles -ci  apres  le  temps  /,  et  dv,  d&,  dtf,  d^ |es  accroisse- 

ments  de  vitesse  instantanes  engendr^s  par  les  forces  donn^s;  la 
masse  m  ^prou?e  donc  de  la  part  de  «es  forces  un  effort  de  pres- 
sion  dans  Le  sens  de  v  donn^  par  l'^uation  9»  =  m .  ~.  En  admet- 


.     .  .         .         "       •  ^ ^P"*® 

par  ces  masses  seraient  d^lruites  par  des  furces  ^gules,  et  oppos^es: 
donc  en  nommant  de^  dtf^  de^'y  de'"  ....  les  cbemins  d^rits  en 
irertn  des  vitesses  ac^uises  r,  f;'....,  pendant  le  temps  n^,  on  aura 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  effecti?es: 

Pdp'\-P'dp'-{-P"dp*'+...^9.de^9\d€^---q^^ ,d€r^g,'»dd\  ..9iic.=zi^ 
ou  abr^viativement^  et  k  cause  d^  de^zzvde^  d€f:=zt/d$..,.y 

S.Pdp^S.m.^.t;dt=2.PdpS.m.^.de  =  0, 

^uatioD  qui  exprime  le  principe  des  forces  vives  instantfiD^es;  qui 
conduit  aussi  par  Tint^gralion  k  celui  des  forces  vives  finies,  et 
qui  se  trouve  aussi  demontr^  dejh  dans  le  cours  de  Mr.  Poncelet. 
(Domme  on  a,  en  nommant  Q,  Q',  0^' . . . .  les  poids  des  massea  m] 
m\  m"\.,.',  amen^es  k  ia  surface   terrestre,   oo  ^valuera  ces  der- 

Bieres  par  les  ^uations;  «1  =  ^,  m'=^....,  g  exprimant  la  yU 

tesse  acquise  par  un  grave  pendant  une  seconde:  ce  qui  permet 
d'ecrire  aussi: 

Oz=z2.Pdp--S^^.de.dv=2.Pdp^±^.2.Q.dv.de,.... 

^quatioD  qui  exprime  saus  doute  F^none^  mdme  du  principe  ea 
qnestion:  mais  supposons  maintenant  qu'apres  le  temps  i  on  puisae 
an^antlr  tout-a-coup  les  Vitesses  des  masses  m,  «i'»  «»"....sana 
troubler  touticfois  la  figure  du  Systeme;  des  lors  on  pourra  lui  im- 
primer  un  d^placement  arbitraire,  dans  lequel  les  points  d'application 
J,  A\  Jf".^..  d^crivent  les  cbemins  dp^  ip^^  dp"....  suiFant  les 
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lignes  d'aetion  deg  forcea  P,  /*,  /"',  J^... .,  et  ceax  de«  pointg 
d*application  iw,  W,  m"  . . . .  des  f  orces  —  9,  —  9/,  —  ^^  —  gr  .... 
decnront  aosgi  des  chenins  arbitraires  de^  <V,  ie'*y  def*' ....  et  l'on 
aora  eneore: 

et  cette  ^quation  est  plus  g^a^rale  que  celle  donn^e  tl'afcord.  Au 
reste  ce-ci  oe  saarait  ea  rien  porter  atteinte  au  ai^rite  de  l'ouvrage 
aDDonc^,  et  il  d^j  a  saas  doute  pas  d'iacoo?^nieot,  Monsieur,  de 
Toir  pr^ent^  quelques  ofoservations  a  eet  ^gard. 

Si  a  Taveoir  les  remarques  de  ma  part,  sur  la  m^cauique  ra- 
tioDoelle  et  appliqu^e,  ayaat  quelque  m^rite  de  nouveaut^  peuvent 
faire  plaisir  a  vos  lecteurs,  je  prendrai  la  libert^  de  ?0U8  en  com- 
muoiquer  plusieurs;  pour  le  moment  je  me  bornerai  k  ce  qui  suit. 
Depuis  long  -  temps  je  m'^tais  appergu  de  la  faute  comniise  par 
Poisson  aux  sujet  des  axes  principaux  et  qui  a  ^te  signal^e  dans 
Totre  Journal.  Kn  effet  dand  la  tb^orie  g^o^rale  que  j'^tablis  sur 
les  axes  principaux  d<te  corps,  et  qui  comprend  dans  les  coosequen- 
ces  tous  les  r^sultats,  t'rouv^s  anterieurement  par  Poisson,  Bi- 
net  et  Ampere,  se  d^ontr^  la  propri^t^  suivante:  Toutes  les 
fois  qu'un  solide  est  pourvu  d'un  point  fixe,  situö  dans 
runde8estroisplansprincip«luxducentre;l*undestrois 
axes  permanents  de  rotation  en  ce  point  est  normal  au 
plan,  et  les  deux  autres  se  trouvent  dans  ce  m^me  plan 
ou  ils  occupent  une  position  qu*ün  peut  caiculer.  Ge 
th^reme  conduit  a  une  conclusion  en  enet  oppos^e  a  celfe  dePoisson, 
comme  on  I'a  remarquö.  Voici  nn  antre  tb^or^me  sur  cette  matiire, 
qui  parait  ^galement  nouveau:  Les  trois  axes  permanents  de 
rotation,  relatifs  a  un  point  fixe. quelconque  d'un  solide 
de  r^volution,  sont  l'un  perpendiculaire  an  pl^n,  d^ter- 
min^  par  ce  point  et  par  Taxe  de  r^volution,  et  les  A^vlx 
autres  occupent  dans  ce  plan  une  position  que  notre 
th^orie  permet  de  caiculer.  Dans  un  solide  bomogene 
de  l^re  classe  un  point  fixequelconque(^),  Interieur  ou 
ext^rieur,    et   dift^rent   du    centre    dMnertie  (/)   est   ce 

2ae  je  nomme  Jin  centre  de  radiation  plane  normale 
'axes  principaux:  c'est-a-dire  que  tous  les  axes  en  ce 
point  sitn^s  dans  nn  plan  normal  a  la  Hgne  centrale  Ol 
Bont  des  axes  permanents  de  rotation  du  solide,  et  ils 
correapondent  touB  k  des  moments  d'inertie  du  corps, 
^ganx  entr'enx. 

^  Pour  ie  moment  je  ne  ponsserai  pas  plus  loin  cette  enum^ration. 
Mais  81  des  resultats  de  ee  genre  ponrront  vous  faire  p-laisir,  Mon- 
sieur, et  Itre  utiles  a  tos  lecteurs,  je  vous  prierai  de  bien  vouloir 
m*en  donner  avis,  et  dös  lors  je  mettrai  tont  mon  travail  en  ordre, 
et  m'empresserai  de  vous  le  commnniquer  * ).  Je  termine  par  une 
derniire  remarque;  eile  se  rapporte  a  la  3^me  loi  de  Kepler.  En 
admeCtant  cette  loi  comme  un  r^nltat  d'observation,   leg  auteurs 


*)  leb  sebe  mit  Vergnügen  diesen  Mittbeilangen  entgegen  und  virerde  sie 
sebr  gern  in  das  Archiv  aufnebmen,  so  vreit  es  irgend  der  Raum  ge- 
suttet  Gr. 
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de  m^cai»ique  en  conclneBt  que  1a  foree  attractive  du  loleil  rar  denz 
planstes  de  mdme  masse  et  ä  oidme  distance,  est  la  meme,  pa^taat 
.  que  FattractioQ  inhärente  a  la  matiöre  ioerte  est  ind^peadaDte  de 
la  natore  cbimiqae  des  «^orps  attir^s.  Ponr  notre  part,  dous  pensoas 
qu'il  vaudrait  mieuz  renverser  la  tbese,  et  raisouoer  de  la.maniere 
Buivante:  Dans  la  maDiöre  de  niesurer  les  forces  oq  peat  et  Tod  doit 
d^jä  admettre  tacitembot  que  FiDteDsit^  d'uue  force  ivalu^e  eo  nom- 
bre,  est  proportioonelle  a  la  quantit^  de  raouvement  au'elle  engendre 

en  l'unit^  de  temps,  et  qn'on  a  en  g^o^ral  g>  =  mnr7i  ^quation  oh 

I'on  fait  abstractioD  de  la  natiire  cbimique  de  la  masse»  puisqae 
Celle »ci  n'eatre  dans  la  formule  que  par  sa  quanlit^.  Pour  prouver 
inaiDteoant  qu'il  en  doit  Stre  aiusi,  on  a  k  faire  voir  que  toutes  lea 
forces  Bont  comparables  a  des  poids;  car  rexp^rience  prouve  quo 
.racc^l^ration  terrestre  est  ia  nidme  pour  tous  les  corps  que  nous 
mnnioDS  ici  bas,  et  que  par  suite  eile  est  ind^pendaute  de  la  nature 
cbimique  de  ces  corps.  Donc  puisque  Tinduction  nous  porte  k  con- 
sid^rer  la  pesanteur  terrestre  comme  un  cas  pai-ticulier  de  la  gravi- 
tation  uoi?erselle,  il  faut  qu^en  g^n^ral  celle-ci  soit  ind^pendaDte 
de  la  nature  des  corps  attir^s;  donc  il  (Ie?iciit  Evident  ainsi  qn^ä 
distances  Egales  et  sur  des  masses  ^ffales  l'action  du  centre  attractif 
est  la  mSme.  Mais  en  nommant  P,  1  acc^l^ration  d'une  planete  pla- 
cke ä  unct  distance  initiale  r, ,  7  la  dur^e  de  sa  revolution  syd^ 
rale,  a  le  demi-grand  axe  de  son  orbite,   on  a  par  la  tb^orle  con- 

D&e:  P|  =1^1  —^:  pour  nne  autre  planete,  placke  ä  nne  di- 
stance initiale  r*, ,  on  aura  encore  P^^  =  (  ^,  I      ""t?»    partant: 

Mais  puisque  les  acc^Mrations  P| ,  P',  sont  ind^pendaotes  de  la 
D^ure  des  masses  plan^raires,  la  loi  des  forces  inversement  propor- 
tioDoelles  aux  quarr^s  des  distances  s'observe,  et  i'on  aura  parsuite 
P'j.r',»  =  /*,r,«:  partant:  T»  :  T'»  =  «»  :  «'» ,  ce  qui  d^montre 
rigoureusement  la  troisieme  loi  de  Kepler. 


Berichtigung. 


Seite  240  ganz  am  Ende  setze  Qian  kömmt  atatt  könnte.  — 
Auf  Seite  266,  Zeile  17  und  35,  und  auf  Seite  267»  Zeile  10  und  25, 
setze  man  statt  der  Nummern  1),  2),  3),  4)  die  Nummern  1.,  2.,  3.,  4. 
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Mittheilungeü  fiber  die  Constrnction  von  Tan- 
genten, Krfimmnngsbalbniessern  und  Normalen 
an  €urven,  deren  Natur  völlig  unbekannt  ist. 
Rectification  und  Quadratur  der  Ereisevolvente 
und  ^er  entwiekelbaren  Schraubenflftche. 

Von 

Herrn  Wilhelm  Pressel, 

Ingenieur -Eleven  auf  der  polytechnischen  Schule  zu  Stuttgart. 


Bhe  icb  auf  die  Sache  seihst  eingehe,  glaube  ich  Polgeodes 
über  die  allgemeineD  Bigentcliaften  der  Cunren  Toraussebicken  zu 
DÜsaenr 

Ich  denke  mir  eine  jede  Cnrve  xusammenpresetzt  ans  einer  Reihe 
Ton  unendlich  kleinen,  gleich  langen  geradlinigen  Elementen;  als- 
dann wird  bei  jedem  Punkte  die  Veriäogerung  des  zunächstliegen- 
den Elements  die  Richtung  der  Cnrve  in  besagtem  Punkte  angehen 
und  diese  Verlängerung  heisst  alsdann  die  Tangente.  Man  kann 
zur  Tangente  au<»i  auf  folgende  Art  gelangen:  man  zieht  durch  den 
auf  der  -Cmtvc  angenommenen  Punkt  eine  Anzahl  Secanten,  so  wer- 
den  auf  denaelbeu  Sehnen  you  Terschiedener  Länge  abgeschnitten, . 
und  man  kann  alsdann  diejenige  Secante  die  Tangente  für  den  ge- 
gebenen Punkt  nennen,  auf  welcher  eine  unendlich  kleine  Sehne 
abgeschnitten  wird. 

Denkt  man  sieb  nun  eine  Curve  als  zusammengesetzt  aus  un- 
evdlicb  vielen  ^i«b  grossen  geradlinigen  Elementen,  so  werden 
diese  Elemente  Winkel  mit  einander  bilden,  die  man  Contingenz* 
Winkel  nennt,  und  welche  dazu  dienen,  die  Krfimraung  der  Curve 
in  federn  beliebigen  Punkte  zu  messen.  Da  nämlicb  die  Elemente 
der  Corvo  gleich  lang  sind,  so  werden  im  Allgemeinen  die  Contin* 
genzwinkel  verschieden  sein,  und  man  kann  die  Krümmung  einer 
Cnrve  in  einem  gegebenen  Punkte  dem  zugehörigen  Contingenz- 
iiv.  22 
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wiokel  proportional  setieo;  denn  man  aieht,  dais  die  Garve  sieb 
desto  mehr  biegt,  je  grösser  der  Conti ngenzwinkel  ist. 

Die  KriimmuDg  einer  Carve  in  einem  beliebigen  Punkte  wird 
aber  gewöhnlich  durch  den  Halbmesser  eines  Kreises  gemessen, 
welcher  in  dem  angenommenen  Punkte  die  zwei  zanächtftliegenden 
Elemente  mit  der  Uurve  gemeinschaftlich  hat,  oder  zwischen  wel- 
,  chem  Kreise  und  der  gegebenen  Cnrve  eine  Osculation  der  zweiten 
Ordnung  Statt  findet.  Diesen  Kreis  nennt  man  den  Krümmungs- 
kreis,  seinen^  Halbmesser  den  Krümmungshalbmesser  und  sei- 
Ben  Mittelpunkt  den  Kriimmungsmittelpunkt  für  den  angenom- 
menen Punkt  auf  der  gegebenen  €ar?e. 

Es  seien  nun  AB  und  u^C  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  die  Elemente  einer 
Corvo,  welche  sich  in  dem  Punkte  A  begegnen,  der  Contingenz- 
winke!  BADhmp^  so  muss  man  also,  um  den  Krummongphalbmea- 
ser  zu  erbalten,  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  bestimmen,  von  wel- 
chem AB  und  AC  awei  Elemente,  d.  h.  zwei  oneiidlich  kleine 
Sehnen  sind.  Man  halbire  beide  Elemente  in  /^ünd  G  und  errichte 
in  diesen  Panktev  anf  denselben  Perpendikel»  so  wird  der  Punkt  E^ 
in  welchem  sich  dieselben  schneiden,  der  Mittelpunkt  des  Krnm- 
mungskreises  und  also  EA  der  Krümmunffsbalbmesser  sein.  Mao 
siebt  nnn  leicht,  dass  der  Winkel  FEO  dem  Contingenswinkel  ^ 
gleich  ist,  und  man  hat  demnach 

FA  =  EAÄJk\,AB:=z%FA=L^EAf:\xi\. 

Da  eher  y  ein  unendlich  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  man  statt  sei- 
nes Sinns  den  Bogen  selbst  setzen,  also: 

AB=L^EA.\  =  EA.if.. 

Bezeichnet  man  nun  die  Län^e  der  Elemente  AC  und  AB  mit  «fii, 
den  Krümmungshalbmesser  mit  /?,  so  hat  man  nach  dem  Obigen 

i)Ä=/».jp, 

Do  aber  nach  der  Annahme  die  Krüauanng  etoer  Curve  dem  Con«  ' 
tingenawinkel  proportiooirt  ist,  so  sieht  man  ans  No.  %^  daaa  die- 
selbe auch  umgekehrt  proportionirt  ist  dem  KrttmmnngahalhaMaser. 

Erste    Anfgabe. 

Es  ist  eine  Curve  f/^F  (Taf.  VI.  Fig.  ».)  gegeben  (yer. 
zeichnet),  deren  geometrische  Bigenschaftea  unbekannt 
sind,  ea  soll  für  einen  beliebigen  Punkt  M  derselben 
die  Tangente. und  der  Krümmungshalbmesser  eonstruirt 
werden. 

(Leroj)  G^metrie  descriptive.    %,  572,,67&) 
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Erste   Auflösung.  ^ 

Man  liehe  dofch  den  Punkt  Jf  verschiedene  Sehnen  J/4»-iKfff 
MC...  JUD^  ME....y  verlängere  dieselben  ond  mehe  Jm:=z 
Bb  =  Cp  s= . . . .  =  Dä^s,  ^  =s . . . .  alle  gleich  einer  beliebig  «Ui* 

Senewmenen  Länge  /»  und  verbinde  die  Paäte  m^b^c....d^e.... 
urch  eine  stetige  Cnrve  VF.  ftegeichnet  nu  (Taf.  VI.  Fig.  3. 
und  Fig.  4.)  /^  einen  beliebig  auf  der  6\irve  üV  angenommenen 
Punkt  und  p  seinen  entsprechenden  Punkt  auf  CTV  y  m  die  Länge 
der  Sehne  JtfP,  so  hat  inan: 

Mp=il+M  (Taf.  VI.  Fig. 3.),  JVp  =  /—  #  (Taf.  VI.  Fig. 4.) 

Nimmt  «an  nuu  4ea  Punkt  p  unendlich  nahe  bei  M^  so  wird  #  im 
Verhältniss.  zu/ unendlich  klein  und  kann  also  vernachlässigt  wer« 
den.  Beaeichnet  nun  (Ta£Vl.  Fig.  3.)  m  den  dem  Punkt  M  ent- 
sprechenden  Punkt  auf  V'f\  so  hat  man  Mmsni-^^th  oder=/. 
Man  erhält  also  den  Punkt  et,  indem  m^n  von  M  ans  mit  dem 
Halbmesser  /  einen  Kreis  beschreibt;  alsdann  wird  der  Punkt,  in 
welchem  dieser  O'V  schneidet,  der  gesuchte  Punkt  m  sein,  und 
verbindet  man  diesen  Punkt  mit  My  so  ist  diese  die  Tangente  filr 
letzteren  Punkt. 

Bs  seien  nun  MA:=:MBz=zäM  (Taf.  VL  Fig.  5^)  die  Elemente 
der  Gurve  W^  welche  sich  in  dem  Punkte  lU  b^gnen,  so  erhält 
man  die  entsprechenden  Punkte  sr  und  6  der  Cnrve  IJ'V\  indem 
man  Aa  =  6b  =  /  machte  so  dass  also  die  Linie  ab  die  Richtung 
der  Tangente  des  Punktes  ^m  der  Curve  ü'  V  angibt.  Fällt  mau 
von  b  aus  das  Perpendikel  6b'  auf  Aa^  so  bat  man: 

bb'  =  Mb  sin  9,  Mb' s=  Mb  cos  9. 

Da  aber  g>  ein  unendlich  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  man  statt  sei- 
nes Sinus  den  Bogen  selbst  und  statt  seines  Cosinns  den  Werth 
1  setzen,  so  dass  also: 


bb'  =  Mb.9  j  i   bb'={i^ei9)q> 

Mb'  =  Mb      I     ''^^'''  \  Mb'  =  i^di. 


Ferner  ist  «^  =  Jfir  — iir^'  =  (/+^)-(/— <^)  =  2d:r  und: 
canga—^,  _       ^ds       —  2ds         2d0  —  2ds         2' 

Pa   aber   der  Krümmungshalbmesser  ß  des  Punktes  Jf  =  — ,  so 
ist  ^=:  j  und  also,  wenn  man  diess  substituirt: 

tang  0=^  —  £  oder  (<la  ^  unendlich  klein  ist^ 
tang  «=5^  und  ß  = 


2ß  ^         2Uuiga' 

22- 
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Diese  Formel   kano   dazu    dieneo,    den  KranmangshalbneBBer  des 
Punktes  M  der  Curve  ^F  zu  bestimmen  (Taf.  VI.  Fig.  6.). 

Constmirt  man  nämliclr  die  Tangente  mT  der  Curve  Ü'V* 
(ffanz  aaf  dieselbe  Art,  wie  diess  bei  der  Construction  der  Tangente 
Am  gesebeben  ist),  balbirl  Mm  in  E^  fallt  ?on  E  ans  ein  Per- 
pendikel EF  auf  die  Tangente  mT  and  verlängert  dieses,  bis  es 
die  Normale  des  Punktes  J§  in  O  trifft,  so  ist  dieser  Pankt  &  der 
Kriimmungsmittelpnnkt  für  den  Punkt  Jü  der  Curve  l/Vy  &^nn  es  ist: 

rUO—J^^—L— 

Unga         2tanga 

Amnerkung.  Da  die  Länge  /  ganz  beliebig  ist,  so  kann  man 
sich  dieselbe  ändern  lassen,  una  man  wird  auf  diese  Art  ein  System 
von  Curven  U^V  erhalten,  welche  sich  alle  in  dem  Punkt  Jif  schnei- 
den. Ebenso  erhält  mau  alsdaton  auf  jeder  ^dieser  Curven  einen 
Pvttkt,  welcher  dem  Punkte  m  entspricht'.  Constrnirt  man  nun  für 
alle  Curven  U'V  in  den  Punkten  m  die  Tanirenten,  so  werden 
diese  eine  neue  Curve  einhüllen.  Ich  habe  die  Gleichung  derselben 
gesucht  und  gefunden,  dass  es  eine  apollonische  Parabel  ist,  deren 
Axe  die  Normale  des  Punktes  M^  deren  Scheitel  dieser  Punkt  M 
selbst  ist,  and  deren  Brennpunkt  die  Entfernung  2/9  von  dem  Schei- 
tel ja  hat,  so  dass  also  der  Krümmungshalbmesser  dieser  Parabel 
für  ihren  Scheitel  M  4mal  so  g^oss  ist,  als  der  der  Curve  UV 
für  denselben  Punkt. 


Zweite   Auflösung. 

Man  ziehe  Sehnen  jdurch  den  Punkt  ^(Taf.  VI.  Fig.  7.)  und 
verlängere  dieselben^  bis  sie  eine  beliebig  angenommene  gerade  oder 
krumme  Linie  X  Y*  ilcfaneiden ;  alsdann  mache  man: 


Brbz=iBhz=iMB 

C'e  =3  €'e  =  MC     und 


B'd=nd=MD 
E'e  =  Ee  =  ME 


verbinde. die  Punkte 


A^,B\C\ 


D.E.... 
D'yE-... 


durch  zwei  stetige  Curven  Ü'V  und  U'T\  so  werden  sich  diese 
in  ^inem  Punkte  m  der  Curve  X  F  schneiden  und  dieser  Punkt,  mit 
M  verbünden,  gibt  alsdann  die  Tangente  dieses  letzteren  Punkts. 


Dritte  All flösung. 
Durch  die  Punkte  a,  ^,  e  ....</,«... .  (Taf.  VI.  Fig.  8.),  in 
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w«l«be»'die  willklirlich  angenommeDe  X¥  durch  die  Seimen  dos 
PankU  M  ^esclmilteD  wird,  siebe  man  Linien  parallel  nntep*  sieb» 
jedpch  in  einer  ganz  beliebigen  Riebtnng,-ubd  Bache: 


Cc=C'c=MC 


verbinde  alsdanu  die  Punkte 


Bd^n'd=iMD 
Be  =  B'e  =  ME 


und 


Jm  ^  B  ^  C  • . 
A\B\C\. 


B,B  .. 


durcb  zwei  stetige  Curyen  ü'  V  und  ü"  V'y  so  i^erden  sieb  diese  in 
einem  Punkte  m  der  XY  schneiden  und  Mm  ist  alsdann  die  jre* 
suchte  Tangente.  (Diese  beiden  Anflösungsarten  geben  wieder  Mit- 
tel, den  Krümmungshalbmesser  des  Punktes  M  zu  bestimmen,  wel- 
che jedoch  etwas  verwickelter  sind,  als  die  erste.) 


Zweite    Aufgabe, 

Es  ist  eine  ebene  Curve  f7r(Taf.  VI.  Fig.  d.)  gegeben 
und  ausserhalb  derselben  ein  PunktP,  man  soll  von  die- 
sem Punkte  aus  eine  Normale  an  die  Curve  l7Fziehi;n. 

(Leroj,  Geometrie  descr.  f.  324,  325,  326.) 


Auflösung. 

Man  beschreibe  von  dem  Punkte  P  aus  Kreise,  welche  die  ge- 
ebene Curve  in  den  Punkten  A^  B^  C. . . .  a,  6,  c  ... .  schneiden, 
urcli  diese  Punkte  ziehe  man  Linien  nach  P  und  mache: 

AA  =  A'^A  =  04^  =  00^'=  der  Sehne  Aa 
BB  =z  BB'  s  bb'  =  ^'  =  der  Sehne  Bb 
CC  =  CC"  ==€?€/  =  cc"  =  der  Sehne  Cc 


Verbindet  man  nun  die  Punkte 

A,B,C',,..  a\b\c*  . 
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darcb  iwei  stetige  €vrveo  V  V  and  U"  V^  sH  werden  sidh  diene 
in  einen  Punkte  M  der  gegebenen  Curve  schneiden ,  und  diess  ist 
alsdann  der  Fusspvnkt  der  irerlangten  Normale. 

Anmerkung.  Man  könnte  auch  auf  den  nach  P  gezogenen^ 
Geraden  Stöcke  auftragen,  welche  so  gross  sind  als  die  halben  ent- 
sprechenden Sehnen.  Auf  diese  Art  würde  man  wieder  zwei  Cuhren 
erhalten,  ,we1che  sich  in  dem  verlangten  Fusspunkte  Jf  schneiden, 
und  zwar  so,  dass  jede  dieser  neuen  Curven  die  gegebene  Curve  un-. 
ter  einem  Wipkel  yon  45®  und  dieselben  einander  selbst  unter  einem 
Winkel  von  90®  schneiden;  ferner  haben  die  beiden  Uilfscurven  in 
dem  Punkte  3f  gleiche  Krümmungshalbmesser,  und  zwar  erhält  man 
die  Länge  ß  dieser  Krümmungshalbmesser  als  die  Dfiagonale  eines 
Quadrats,  dessen  Seite  gleich  dem  doppelten  Krümmungshalbmesser 
r  der  Curve  UV  für  den  Punkt  M  ist,  d.  h.  ß  =  tt\/2. 


Dritte     Aufgabe. 

Es  sei  eine  Curve  UV  von  doppelter  Krümmung  ge- 
geben,   deren    geometrische    Eigenschaften   unbekannt 
sind;  es  soll  für  einen  beliebigen  Punkt  jlfderselben  die 
Tangente  und  die  Osculationsebene  bestimmt  werden. 
(Leroy,  G^om.  descr.  f.  572,  654.) 

(Da  die  gegebene  Curve  windschief  ist,  so  denke  ich  mir  dieselbe 
auf  zwei  Projectionsebenen  bezogen  und  sämmtliche  Constrnctionen 
nach  den  Lehren  der  beschreibenden  Geometrie  ausgeführt.) 

Erste   Auflösung. 

Man  ziehe  durch  den  Punkt  M  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  verschiedene 
Sehnen  JfJf,  ßiB^  Jüt , . . .  JÜD^  MB . ...»  verlängere  dieselben, 

und  mache  * 

Aa:=iBö=iCk:^rz :=zDd=iEe 

all«  gleich  einer  beliebig  an^nommenen  Länge  /;  alsdann  werden 
die  Punkte  n,  by  c  ....  d^  ^  .  .  .  .  mit  einander 'verbunden 
eine  neue  windschiefe  Curve  Ü*'V'  bilden,  um  nun  d^n  Punkt  der 
Curve  ü'  V  zu  erbalten,  welcher  einem  unendlich  nahe  bei  M  ge- 
legenen der  Curve  tJF  entspricht,  beschreibe  man  von  ^  aus  mit 
dem  Halbmeoder  /  «ine  Kugel  und  bestimme  den  Paukt  m,  in  wel- 
chem dieselbe  von  der  Curve  l/*F*  durchbohrt  wird,  alsdann  wird 
'diess  der  gesuchte  Punkt  und  also  Mm  die  verlangte  Tangente' 
sein,  woraus  sich  leicht  die  Normalebene  des  Punktes  M  er- 
gibt. Bestimmt  man  nun  auf  dieselbe  Art  die  Tangente  mT  des 
Punktes  m  der  Curve  l/'F"  und  legt  durch  diese  Tangente  mT 
und  die  Mm  eine  Ebene,  so  sieht  man  leicht,  dass  dieses  die  Oscu- 
lationsebene der  Curve  W  (ar  den  Punkt  M  i%t.  (Projicirt  man 
nun  di(  gegebene  Curve  UV  auf  diese  Osculationsebene  und  be- 
stimmt den  Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  M  dieser  Pro- 
jection,  so  ist  diess  zugleich  auch  der  Krümmungshalbmesser  für 
den  Punkt  M  der  gegebenen  Curve.). 
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Zweite    Auflösang. 

Man  nehme  ganz  beliebig  eine  Ebene  FF  (Taf.  VIL  Fig.  1.) 
an ,  ziehe  Sehnen  durch  den  Punkt  M  der  gegebenen  Curve ,.  und 
verläuffere  dieselben,  bis  sie  die  Ebe^ie  F  dureobohren ;  es  gesehene 
diess  in  den  Punkten  a,  ^,  «..•.</»«. ...  Nun  verbinde  man 
diese  Punkte  dnreh  eine  stetige  Curve .  K  Y;  ferner  ziehe  man  ia 
der  Ebene  FF'  durch  die  Punkte  a,  if  c  ....  d^  e..,.  Linien  pa- 
rallel  unter  sich,  jedoch  in  einer  ganz  beliebigen  Richtung,  und 
mache  als^dann 

dä'=dd"=MB^ 


cd  =  c^  =  MC 


verbinde  alsdann  die  Punkte 

du|H;h  zwei  stetige  Cnrven  V  F'  und  V"  T\  so  werden  sich  diese  in 
einem  Punkte  m  der  X  Y  schneiden,  und  dieser  Punkt  gibt  alsdann« 
mit  M  verbunden,  die  Tangente  des  Punktes  M  der  Curve  ÜY. 
Die  Sehnen,  welche  man  durch  den  Punkt  JEf  gezogen  bat,  bilden 
eine  Kegelfläche,  deren  Spitze  der  Punkt  M  und  deren  Leitlinie 
die  Curve  f/Fist,  und  welche  die  Ebene  /TF^-in  der  Curve  Xy 
durchdringt.  Man  sieht  nun,  dass  eine  Ebene,  welche  die  Kegel- 
fläche  längs  der  Seite  Mm  berührt,  zugleich  die  Oscnlationsebene 
der  Curve  fiir  den  Punkt  M  ist,  Constrnirt  man  also  die  Tangente 
mT  der  Curve  X  Y  und  legt  durch  dieselbe  und  die  Tangente  Mm 
eine  Ebene,  so  wird  dieses  die  Berührungsebene  der  Kegelfiäche 
längs  der  Seite  Mm  und  also  auch  die  Oscnlationsebene  der  Curve 
Ijf  für  den  Punkt  M  sein.     ' 


Vierte    Aufgabe. 
Die  Länge  der  Kreisevolvente  zu  bestimmen. 

A  u  f  I  ö  8  u  n  g. 
Der  Kreisbogen  AM=zs^=:ra  (Taf.  VU.  Fig.  2.)  sei  in  eine 
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uoendlich  grosse  Anzabl  m  gleich  langer  Elemente  von  der  J^änge 
ds  getbeilt.  Die  Conti ngenzwjnkel  dieser  Elemente  W)erden  einan- 
der gleich  sein;  man  setze  jeden  derselben  =  9p.   Man  hat  demnach 

—  =  r ;  9p  =  -^ ;  mds  =  ra  =  Aäf,    Man  6ndet  nun  die  Längen 

der  Evotventenelemente  ^^,  6cj  cd  ,,..  als  die  Längen  von  klei« 
nen  Kk*eisböjren,  d^ren  Halbmesser  die  Linien  u^ü,  6C^  cD^  dB^** 
=  dsj2dSySds,  A€ls\.,.  mds  sind,  und  deren  Centriwinkel  immer 
=  ff  ist.    Man  bat  also  Bogen 

JJV=Lds.^  +  2ds.^'{'^fü.^+ +md4.^ 

=  di.g>  (14-2  +  3+  ....  +«) 

=  1/^.9)  (1  +  m)  y. 

Da  aber  m  uoendlicb  gross  ist,  so  verschwindet  in  der  Parenthese 
die  Zahl  1  gegen  m,  und  man  hat  also: 

AN=::di^q>-^'y  es  ist  5p  = —- ,  also  diess  substituirt: 

AN:=:  —5 —  5  da  aber  mds  =  MA  =  ra^  so  ist  auch 

Die  Länge  eines  Umia^ufs  der  Evolvente  findet  man,  indem  man  io 
dem  Werthe  für  /  a  =  27r  setzt,  alsdann  ist 

L=i — j— =  2f^> 

oder  gleich  dem  Umfange  eines  Kreises,  dessen  Durchmesser  gleich 
dem  Umfange  des  gegebenen  Kreises  ist. 


FünfteAufgabe. 

Den  Inhalt  des  Stücks  zwischen  dem  Kreise  und  sei- 
ner Evolvente  Wl  bestimmen. 

Auflösung. 

Dieser  Inhalt  wird  erhalten  durch  die  Snmmation  der  Kreisaos-^ 
schnitte  ABö^  bCc^  cDd,*., 

Es  sei  dEe  der  »^'  Ausschnitt,  so  ist  selb  Inhalt: 

g  =  \d€  •  dEzzz:  ^mds,^ .  mU s=  \n*d9*  .9. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  »=1,  »  =  2  ....  bis  nz=zm  und 
summirt  die  faiedurch  entstandenen  Werthe,  so  erhält  man  den  In- 
halt Q  des  Stacks  zwischen  dem  Kreise^  und  der  Evolvente,  so  das« 
alsc^: 
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er=ii&».y^-i.a»A»9H-^.3V#».9)"H -hii^Ä'y  oder 

Q  =  \ds*(p  (1  -f.  2»  +  3»  + . . . .  +  «•»). 

Efi  bt  aber  di^  Samme  dieser  Reihe  =:  -^  "^  "2"  "^  T*  ***®' 

Setzt  man  für  9  seioeD  Wertb  -—   uod  dividirt   sämnitliclie  Glieder 

in  der  Pareothesä  durch  m'  ,  während  man   die  Grösse  ausserhalb 
derselben  mit  m*  multiplicirt,  so  bat  man: 

^ —     2r       hm*  "*"  2m»  "*"  6»«^ 

—     2r       ^3^2»!^  öl«*'' 
Da  aber  nß  nnendlich  grjDSS  ist,  so  kami   map  Jn  der  Parentbese 
die  Brüche  r--  und  ^--^  vernacblässigen,  uod  ferner  kann  man  statt 
m^ds*  die  Länge  jiJH*  oder  r*a'  setzen,  so  dass  also:     * 

ö=-6r  ^.^"  «  =  -67- 


SecbsteAufgabe. 

Den  Inhalt  der  entwickelbareu  Schraubenfläche  zu 
finden.    (Leroy  f.  456.) 


•  Auflösung. 

Diese  Fläche  entsteht  durch  die  Verlängerung  der  Elemente 
einer  Schraubenlitfie  und  ist  also  eine  entwickelbare  Fläche.  Nimmt 
man  die  Axe  der  Schraubenlinie  senkrecht  an  und  schneidet  die 
Fläche  durch  zwei  Uorizontalebenen,  welche  um  eine  Ganghöhe  von 
einander  entfernt  sind,  so  wird  biednrch  die  Fläche  nach  zwei  Kreis- 
evolventen  geschnitten,  zwischen  welchen  beiden  Grenzen  die  Flä- 
che nun  berechnet  werden  soll.  Wickelt  man  die  Fläche  ab,  so 
bleiben  hiebei  die  Contingenzwinkel  der  Wendecurve  unveränder- 
lich, weil  die  Drehung  um  die  Verlängerungen  der  Elemente  vor 
sieb  seht.  Die  Wendecurve  wird  sich  also  nach  einer  Cnrve  ab- 
wickeln, welche  bei  gleich  grossen  Elementen  gleich  grosse.  Con- 
tingenzwinkel hat,  das  heisst  nach  einem  Kreisstück,  dessen  Länge 
gleich  der  Länge  der  gegebenen  Wendecurve  und  dessen  Halbmes- 
ser gleich  dem  Krümmungshalbmesser  derselben  ist.  Die  Kreisevol- 
venten,  durch  welche  unsere  Fläche  begrenzt  ist,  wickeln  sich  nach 
Kreisevolventen  atk  der  abgewickelten  Wendecurve  ab,  so  dass  man 
also  den  Inhalt  des  einen  Mantels  der  gegebenen  Fläche  als  den 
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lobalt   des   Stücka   zwiichen    der   verwände! teo    Wendeenrre  nnd 

ihrer  Evolvente  berechoen  kaBn.    Man  bezeichne  den  Halbmesser 

des    Grundkreises    mit    r    und    den    des    Krümmungskreises    der 

Schraubenlinie  mit  /?. 

^  Es  seien  nun  AB  =  BC=^dä  (Taf.  Vif.  Fig.  3.)  zwei  Ele^ 

mente  der  Schraubenlinie,  welche  den  Winkel  a  mit  der  Grondfläche 

bilden ;  ihre  Projectionen  a^  =  ^r  =  ^  sind  alsdann  zwei  Elemente 

des  Grundkreises.   Der  Contingenzwinkel  R SC  werde  mit  9'  und 

.  '  .  As 

der  Contingenzwinkel  ffbC  mit  9)  bezeichnet,  ^alsdann  ist  r  =  — 

utid  ß  ==  -r.    In  den  gleichschenkligen  Dreiecken  B'BCuad  BbC 
hat  man  nun: 

Ä-Czs  2i?^  srn  I' =  Mf' ,  sin  I 
Ä'6r=  2^-*  sin  1  =  Wir  .  sin|. 

Da  liber  ^  und  |-  unendlich  kleine  Winkel  sind,  so  kann  man  statt 
ihrer  Sinus  die  Bögen  selbst  setzen,  so  dass 

B^C=id9 ,^*  und  1 

B'C=i  d$  •  9),  aUo  auch 

ää  .  9  =1^  .cp,  oder  da  ds'  = ,  so  ist  auch  — ~-  =  äs.  ®, 

^  ^'  cosa    •  cos  a  '^ 

^  hieraus  y'  =  9>cosa(l) 

Nun  ist  weiter  ß  3=  —,%  substituirt  man  fi^r  tU  und  9   ihre  Werthe, 
so  hat  man: 


^ cos« 


Es  ist  aber  —  =  r,  also 
9 


9>cosa         ^cos'a* 


2)  /j=  •-!!.. 

•^    ^        cos*  a 


Bezeichnet  man  nun  mit  L  die  Länge  eines  Gangs  der  Schrauben- 
linie, so  dass  also  L  =  --— ,  so  hat  man   ( nach  der  Formel  für 

Inhalt  des  Stücks  zwischen  dem  Kreis  und' seiner  Evolvente)  für 
die  Oberfläche  Q,  eines  Mantels 

^ ^ £>«cos»tt gr«jf»co8»g \r^^ 

und  also  die  Oberfläche  beider  Mäntel  =  ^ . 

oOOBa 
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,  AnmerkuDg.  Ans  der  Formel  2)  geht  hervor,  dass  (da 
cos  45**  =  V/^,  cos  60*  SS  I)  der  Krttunnaogshalbinesser  einer 
Schraubenlinie  bei  einer  Steigung  tob  45^  das  Doppelte  und  bei 
einer  Steigung  von  60**  das  Vierfache  von  den  Halbmesser  der 
€raadOftehe  beträgt. 


Andere    Auflösungsart. 

SSmmtliche  Blemente  unserer  Fläche  haben  dieselbe  Neigung 
gegen  die  Grundfläche,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  die  Be- 
rti hm  ngsebeuen  constmirt,  und  zwar  ist  dieser  Neigungswinkel 
ffleich  dem  Winkel  o,  den  die  Schraubenlinie  selbst  mit  der  Grund- 
flidbie  bildet  Man  findet  aber  den  Inhalt  einer  ebenen  Finr,  wenn 
■Mtt  den  Inbak  ihrer  Projection  mit  dem  Cosinus  ihres  Neigonrs. 
winkeis  diTidirt.  Da  aber  alle  El^nente  unserer  Fläche  dieselbe 
Neigvag  haben^  aa  findet  man  den  Inhalt  derselben,  indem  man  den 
iDhaJt  der  Projection  durch  cas«  dividirt.  Es  ist  aber  die  Pro- 
jectia«  des  unteren  Mantek  der  Fiädie  das  Stick  swiscben  dem 
Gnmdkreiae  und  eines  Umgangs  seiner  Kvolvente,  so  dass  also  der 

Inhalt  dieses  Mantels  =  ^^^^  ;=  jjjj^i    w»<i  ««n  erhält  folglich 
den  ganien  Inhalt  unserer  Fläche: 

^        3eo8ft 
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XXXVIII. 

Einige  Bemerkungen  über  fehlerzeigende 
Dreiecke. 

VoD  dem 
dem  Herausgeber. 


Wenp  nao  durch  drei  Pankte  in  einer  Ebene  mit  deoseti^en, 
die  wir  im  Folgenden  als  Ebene  der  xy  annehmen  werden,  drei 
beliebifi^  £ferade  Linien  legt,  so  werden  diese  drei  geraden  Linien 
im  Allgemeinen  ein  Dreieck  mit  einander  ei nscb Hessen,  welches  wir 
im  Folgenden  nach  einem  in  der  Geodäsie  gebräoeblichen  Ansdrueke 
eiD  fehlerzeigendes  Dreieck  nennen  wollen;  und  ober  solche 
Dreiecke  sollen  die  folgenden  Blätter  einige  Betradhtungen  ent» 
halteo. 

Die  Coordinaten  dier  drei  in  Rede  stehenden  Punkte  sollen 

^i^  yx\  ^%y  y»;  •«?„  y, 

und  die  Gleichungen  der  drei  durch  .diese  Punkte  gelegten  geraden 
Linien  sollen 

Iy  —  yx=^x  (^  — ätJ, 
y— ya=^«(^  — ^a)i  .    . 

sein;  die  Coordinaten  der  Dnrcbscbnittspunkte  der  Isten  und  2ten, 
2ten  und  3ten,  3ten  und  Isten  Linie  wollen  wir  aber  respective 
durch 

?ij  ^1»  ^»»  ^%\  ?•>  nt 
bezeichnen.     Bestimmt   man   nun    diese  Coordinaten.  auf  bekannte 
Weise,  so  erhält  man 


2) 


3) 


4) 


fc  ^x^i  —  ^2^» — (y I  — y») 

'» Ar^TT, ' 

^t — ^i  I 

„    A,Aj  (JT,  — Jri)-f-^ayi  —^iVi 

^t  —  -^I 
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Sitten  wir  jetzt  der  Kftrze  wegen 

80  erlmlteil  wir  ohne  alle  Scbwierig^it 

Maie 

Sa  —  5»  =  rjTir 


7) 


8) 


' AjR 

5»  -  ^>  =  (3f7^ri7)1^7=Mr)' 

A^R 


Bezeichnet  ^  den  Flächeninhalt  des  'fehferzeigenden  Dreiecks, 
so  ist  nach  eineai  bekannten  Satze  der  aDalytischeD  Geometrie*) 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  man  sich,  nm  von  dem  Punkte  ($|i7i)  durch  den 
Punkt  ($317,)  zu  dem  Punkte  ßttjt)  z^  gelangen,  nach  derserben 
Richtung,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  po- 
sitiven Theile  dfir  Axe  der  jc  durch  den  €oordin|ilenwinkel  hin- 
durch zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der.y  zu  gelangen^  oder 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  heweffen  muss.  Also  ist 
nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  immer 
dieselbe  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher  festhält: 


ie> 

10)  2A=  — 


(A,^A,){A^^J,)(A,^JJ 
Setzt  man 


11)  j   ^,z=tanga„ 
f  ^,  =tanga,; 


so  ist 


12) 


V  /J?|8ingi  —  yiCO»«t)  COS«a  —  (araSinOa  ~yaC08«a)  cos«, 

**—  sin  («,-«,)  '         ' 

(^isinc,  —  y|Cosg,)8inay  —  (jr,slnga^yaC08ga)8ing| 

"«        ""^         »  8in(g^— «,)  ^ 


•)  Archiv.  ThI.  IIL   S.  263. 
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13) 

14) 
und 


360 

"  "^  sin  («,-«,) 

(jTasin«^  -—yacogg,)  ging,  —  (jr,8inc,  --y,co8ga)  «nca 

'»  —  sin(«.-rt.)  ' 

fc    (jrgsing,  -*ytCoag,j  cosg^  —  (j?,sing,  ~y|C08g,)ca«gi 

*  sin  (g, — g|)  ' 
■    (3r,stng>  — y,coag,)  sing,  —  (jy^sing,  — y,co8g,)  sing, 

*  sin  (g,  —gl)  ' 

15>  A=  (^,  — ^,)tiiii^a|  tanga, 
-h  (;r,  —  jp,)  tang  a,  tang  a, 
-|-(ar,  —  arjtanga,  tanga, 
-*-(yi—y.)tenga, 

+  (yi— yi)t«ng«* 

16 )    cos  «1  cos  a,  cos  a,  •  /{ 

^(a7|ftmei,  — yiC08a|)siB(a,  •— a,) 
H-  (^jsina,  —  yaCosa«)  sin  (a,  —  (i, ) 
+  (a7,8ina,  — yscosa,)  sin  (a,  —  a,). 

Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen 

17)  ®  =  (a7iSina,  — y|Cosa,)8in(a,  --*ttt) 
+  (^,8ina, — y,co8U3)sin  (a, — a^) 
-I-  (a?,8ina|  —  y,co8a,)  sin  (a,  —  «,), 


oder 


so  ist  nach  dem  Obigen 
18) 


jp         ^ 0  cos  g, 

'*       '•        sin  (gj  —  g,)  sin  (g,  --  g,)' 


19) 


20) 


^sing, ^ 

^«  ""  ^*  —  sin(g4^g2)sin(g,  — g,)* 

-p         j.    O  cos  g, 

^*       ^"        sin  (g,  —  gj)  sin  (g,  —  «i)' 

O  sin  g,  ^ 

*?»  ""  ^»  —  «in  (g,  —  g,)  sin  (g,  •—«,)' 

^         ^   ^__ Ocosg|  

*»""'*        sin  (g,  —  gl)  sin  (g,  —  gf)' 

^^  Osing, 

^«  "" ^»  —  sinCg,  —  gl) sin (g|  —  g,)' 
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und 

'      ^  ^^  ^  sin  («,  —  «,) sin  («,  —  «,) «in'(a,  —  «,)' 

imriier  mit  derselben  Bestimoinng  wegen  des  Vorzeichens  wie  oben. 
Bezeichnet  mnn  die  Seiten  des  febierselgenden  Dreiecks,  so  wie 
dieselben. in  der  ersten,  zweiten  und  dritten  der  drei  durch  die  Glei- 
chungen 1)  churakterisirten  Linien  liegen,  durch  #i,  #„  #, ;  so  ist 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

^"  {sin  (a,  —  «,)  sin  (a,  ^  a,)( «' 


23)       #.•  = 


e» 


{sin  («,  —  «,)  sin  (a,  -  «,)!»• 


•  |8in(«,—a,)  «int«,  — «,)(»' 

oder  ohne  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichto  auf  einander: 

, 9 

"  ?in  («I  —  «»)  w"*  («»  —  «i)  ' 


24)  /•.= 


sin  (ffj  —  «,)  sin  (a,  —  «,)  ' 

, ± 

•  «in  («t  —  «i)  sin  {a%  —  a,)  * 

Man  braucht  die  Winkel  a,,  a,,  a,  nicht  grösser  als  180®  zu  neh- 
men.   Dann  sind  auch  die  absolttten  Werde  d^r  Differenzen 

«1  —  «.»  «»  —  «1»  «•— «1 

nicht  grösfeter  als  180*^,  wobei  natürlich  vorausgesetzt  wird,  dsss 
a>  Oi»  «s  positiv  sind;  und  weil  nun 

(«1— «,)  +  («,—«,)  +  («,— a,)  =  0 

ist,  so  haben 

Dicht  sämmtlieh  eiuetlei  Vorzeichen.    Also  haben  auch 

sin  (a,  —  aj,  sin  (a,  —  a,),  sin  (a,  —  a») 

nicht  sämmtlieh  einerlei  Torzeichen,  und  es  ist  folglich,  wenn  man 
die  ohern  oder  untern  Zeichen  nimmt ,  jenachdem  G  positiv  oder 
negativ  ist,  immer  entweder 
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oder 


3^2 


'  sin  (a,  —  a,)  sin  (er,  —  a, )  * 

. 9 

■  sin  (a, — «,)  sin  (a,  — «,)  ' 

9 

"  sin  («g  —  «,)  sin  (a,  —  a,)  ' 


e 

•  •"  sin  («,  —  «,)  sin  (a,  —  « ,)  * 

_.| _9 

•  sin  («j  —  «,)  sin  (a,  —  «,) ' 
9 

•  "^  "^  sin  («,  — «,)  sin  (a,  —  «t)  ' 


oder 


*  "■    sin  («1  —  «,)  sin  («,  —  «,)' 

• e__ 

*  •"sin  (ffj  —  a,)  sin  (a,  —  «,) ' 

*  sin  («,  —  «i)  sin  (a,  —  «t)  * 

Daber  ist  jederzeit 

9 
25)  #,#,#,  =  ±  |sin(«.  -1«,)  sin  («,-«,)  sin(«,  --a,)t«' 

wenn  man  immer  das  obere  oder  untere  Zeicben  nimmt,  jenacbdem 
0  positiv  oder  negativ  ist. 

Denkt  man  sieb,  was  offenbar  yerstattet  ist,  die  Winkel  a^, 
a^9,a^  nacb  ibrer  Grösse  aufsteigend  geordnet,  so  ist 

'  sin  (a,  —  a,)  negativ, 
sin  (a,  —  a,)  negativ, 
sin  (a,  —  «i)  positiv; 

also  unter  dieser  Voraussetzung,  wenn  man  die  qbern  oder  untern 
Zeicben  nimmt,  jenacbdem  &  positiv  oder  pegativ  ist: 


'       "*"  sin  («1 — ff,)  siu  (a, — «,)' 

^  )   \     2  sin  (a,  —  i];,)sin(aK  —  a»)  ' 

9 

'         ^  srin  (a,  —  «,)  sin  (<t,  —  er,)  * 
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Also  ist  ' 

27)  #i;#,  :*, 
=  sin  (a,  —  a,)  :  «id  (a,  —  a,)  :  sin  (a»  —  «,) 
=  sin  (o,  —  «,)  :  sin  (a,  —  u,)  :  sin  (a,  —  «,). 

Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  das  ProduCt 

sin  (a,  — «,)  sin  (a,  —  a,)  sin  («,  — a,) 

positiv  ist,  so  ist  nach  21)  unter  dieser  Voraussetzung 

)     A  —  gi|,(jg^  _„^j  8in|„^ — «i)  «in  («, —■«,)' 

Bezeichnet  man  die  den  Seiten  s^,  «,,  #,   entsprechenden  Höhen 
des  fehl«rzeigenden  Dreiecks  respective  durch  A^y  4«»  A^^  so  ist 

•i  'a  *» 

und  folglieh  naeh  dem  Vorhergehenden  -     - 


*•  ~^^  sin  (a,  —  «,)' 
29)   (^,=±-T-7-^ :, 

A  _— ^_. 

also 

80)A,A,/<,= — sin  (a.  —  «,)  Bin  («,  -  a.)  sm (a,  —  «,)'      • 
d.  i. 

31)>5,^.Ä.=zfc2A©, 
oder  •  ^ 


32)  0  =  =b^^*. 
Auch  ist  * 

^^)  TTT  =  Mn(a,  —  «,)  sin  («,  —  a,)sin(a,  —  a,). 

s 

Leicht   üherzen^    man   sich   auch  von  der  Richtigkeit  der  beiden 
folgenden  Relationen: 

j   #,8inci.  — #,sinci, +«j8ina,  =0, 
1  #,co8a,  —  #,cosa2+#,coso,  =0. 

Ist  r  der  Haihmesser  des  um  das  fehlerzeigende  Dreieck  beschrie- 
henen  Kreises,  so  ist  bekanntlich 


TlidllV.  .     23 
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also  nach  dem  Obigen 


85)  r=r 


4- 


28io  (a,  —  a,)  sin  (c,  —  «,)  sin  («,  —  a,)' 


Beseichnet    ferner    q    den   Halbmesser  des   in   das   feblerseigende 
Dreieck  beschriebenen  Kreises,  so  ist  bekanntlieh 

■^  gA 

und  folglich^  wie  sich  hieraus  mittelst  des  Obigen  mit  Bälfe  einiger 
goniometrischen  Relationen  leicht  ergiebt: 


oder 


'^       "^  sin(a,^— c,)H-sin(a, — a,)  — 8in(a,  —  «i) 


^  ^  4co8^(a,  — a3)co8i(a,— a,)sio^(a,— a,)* 


Wenn  sich  die  drei  durch  die  Gleichungen  1)  charakterisirten 
geraden  Linien  in  einem  Punkte  schneiden  sollen,  so  muss  2)^  =  0, 
also  nach  21)  die  Grösse  3==0,  d.  i.  nach  17) 

38)    (oTisina^ — y^cosajsio(a, — ^t)  ) 
-+r  (^»sin  a,  —  SfaCos  a,)  sin  (a,  —  a, )  \  =s:  0 
+  (ar,sina, — y,co8a,)  8in(a, — a,)  ) 

sein,  wobei  auf  der  Stelle  erhellen  wird,  dass  diese  Gleichung 
eigentlich  die  Grundgleichung  des  gewöhnlich  nach  Potbenot  he« 
nannten  Problems  ist«  Leicht  bringt  man  die  Torhergehende  Glei- 
chung auf  die  Form 

I(^,  —  ;r i)  cos  (a,  —  a,)  sin  (a,  —  a  J  .       , 
-h  (or,  —  AT,)  sin  (a»  —  a,)  cos  (o,  —  a,)|  sin  a, 
+  (Vt  —  y%)  "0  («I  —  ««)  "»  («f  —  «i)  ) 
|(ya  —  yi)  cos  (a,  —  a.)  sin  (a,  —  a.)  , 
+  (y«  —  yi)  8"  («I  —  «t)  cos  (tt,  —  a, )  1  cos  a, 
—  (^,  — ^t)  "u  («I  —  «»)  Wö  (a,  —  a,) ) 
woraus  sich  sogleich 
ogv  tan««  ort— ^—(y»— yiy<?ot(c,— g>)^(y,->-yi)cot(tt,->tt,) 
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ergiebt,  nnd  also  erbellet,  das«  der  Winkel  a,  bloss  aus  den  Coor- 
dinaten  ^i ,  y. ;  ^a,y»;  ^i »  Vt  «"^  ^«n  Differ.en^en  «,  — o,, 
ffg^a,  bestimmt  werden  kann,  welcbes  das  vorcüglicb  den  Po- 
'  tbenot'seben  Problem  zum  Grunde  liegende  Princip  ist.,  Weitere 
Bntvickeluogen  über  diesen  Gegenstand  baken  wir  aber  naeh  den 
in  dem  Aufsatze  No.  XIV.  im  ersten  Tbeile  des  Arcbivs  angestell- 
ten Betraebtungen  an  diesem  Orte  für  überflüssig,  und  können  die- 
selben füglicb  dem  Leser  überlassen. 


XXXIX. 

Yerschiederie  mathematiscbe  Bemerkungen  und 

Aufsätze. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka^ 

k.  R«  Professor  der  Mathematik  an  der  k.  k.  philosophischen  Lehranstalt 
zu  Tamow  in  Galizten. 


Bemerkungen  xu  dem  Aufsatze  auf  Seite  57  im  ersten 
Theile  des  Arcbivs. 

Der  in  diesem  Aufsätze  auf  combinatoriscbem  Wege  erwiesene 
i^brsatz : 

„Alle  ganzen  Zahlen  kann  man  aus  den  Gliedern  der  ufieh  den 
Potenzen    von   2  fortgebenden  geometriachen  Progression,    so 
dass  jedes  Glied  nur  einmal  vorkommt,  durch  Addition  bild)en 
und  zwar  nur  auf  eine  einsige  Weise;" 
lässt  sich  als  eine  höchst  einfache  Folgerung  aus  dem  leicht  nach- 
zuweisenden Satze  entnehmen,  „dass  jede  Zahl  naeh  dem  djadi- 
schen  Ziffersjsteme,  in  welchem  man  sich  nur  der  Ziffern  0  und  1 
bedient,   geschrieben  werden   kann,  und  zwar  auf  nicht  mehjr  ala 
Eine  Weise/' 

Uebrigeos  kann  man,    bloss  auf  die  Lehre  vom  Theilen  ge- 
stutzt, den  allgemeioen  Satz  erweisen: 

„Jede  Anzahl  lässt  sich  als  algebraische  Summe  von 
Vielfachen  der  natürlichen  Potenzen  jeder  diel  über- 
steigenden Anzahl  so  darstellen,  dass  die  theiis  posi- 

23* 
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tiveo,    theils    negativen    MultinlicutoreD    aiiigliehst 

klein,  d.  i.  niclit  grösser  als  die  Hälfte  der  potenzirteil  Aosahl, 

sind,  und  zwar  nur  auf  Eine  Weise." 

Denn  ist  a  die  potenzirte  und  n  die  darzustellende  Anzahl,   und 

sind  Wo ,  «», ,  M,  , . . . .  Mr  die  algebraischen  Multiplicatoren  fiir  di« 

Potenzen  0°,  a^ ,  «1',  .  •..  «r**;  ao  soll  der  Forderung  gemäss  aein: 

»  =  Wo+«i,«i  +  »aa'  +  ....  -l-air«% 

oder 

I»  =  Mo  +  («Ti  +  m^a  -h -h  asHi'^J)  «, 

oder  auch,  wenn  man 

»,=«1,-1-  «i,a  +  . . . .  H-  mta"^^ 

setzt, 

H  £=  IVfo  "i"  ''i^« 

Die  Aufgabe  ist  ahio  darauf  zorlickgefuhrt ,  daaa  man  die  An- 
zahl n  vorersjt  nur  aus  den  beiden  niedrigsten  Potenzen  von  ar,  der 
nullten  und  ersten,  nämlich  ans  einem  Vielfachen,  dem  m, fachen, 
von  a  und  aus  einer  möglichst  kleinen,  positiven  oder  negativen, 
Anzahl  «So  zusammenzusetzen  hat;  folglich  dass  man  die-  darzustel- 
lende Anzahl  n  durch  die  zu  potenzireode  a  dergestalt  theilen  solle, 

dass  der  Rest  mö ^ 

ausfalle.      Dann 

kleinste  Rest  und 

stimmige  Quotus;  nämlich,  wenn  man  nicht  erst  noch  nene  Zeichen 

einführen  will: 


aurcn  nie  zu  pocenzireoae  a  oergescaic  tneiien  solle, 
tödlichst  klein,  mithin  der  Quotus  nächst  zustimmig 
I  ist  der  MultipKcator  m^  von  a^  jener  möglich 
nd  der  Nultiplicator  n^   von  «'  dieser  nächst  zu- 


«io  =  möglich  kleinster  Rest  von  n  :  «, 

«,  =r  nächst  zustimmiger  Quotus  von  n :  ar. 

.Weil  nun  eine  solche  Theilung  jederzeit,  aber  auch  nur  auf  eine 
einzige  Art,  ansflihrbar  ist,  so  kann  auch  jede  Anzahl  n  immer, 
und  zwar  nur  auf  biine  Weise,  aus  den  möglich  kleinsten  Vielfo- 
eben  der  Potenzen  a^  und  a'  algebraisch  zusammengesetzt  werden. 
So  wie  aber  n  zusammengesetzt  wird ,  eben  so  wird  sich  der 
Quotus 

M,  =S2  ffi,  +  m^a  -I-  ....  -I-  mr^r-^ 
neuerdings  zusammensetzen  lassen;  es  wird  nämlich  sein: 
«i,  =  möglich  kleinster  Rest  von  n^  :  «,  und 

=  nächst  zustimmiger  Quotus  von  #i,  :  ar. 

Wenn  man  demnach  die  zusammenzusetzende  Anzahl  n  durch  die 
zu  potenzirende  a  so  theilt,  dass  der  Rest*  möglichst  klein  ausfallt; 
und  wenn  man  den  Qäotus,  und  auf  gleiche  Weise  jeden  nachfol- 
genden Quotus,  wieder  so  theilt,  dass  der  Rest  immer  so  klein  als 
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möglich  ausfallt:  so  sind  die  der  Ordoiing  nach  sich  ergehenden 
Reste  die  gewünschten  Mnitiplicatoren  «ip,  «9»,  «s,, . . . .  «ir;  weren 
ä^i  wird  jeder  nachfolgende  Quotus  wenigstens  auf  die  flälfte 
des  Torhergehenden ,  mithin  endlich  einmal  einer  unter  a  seihst, 
herabsinken  und  bei  ihm  die  Rechnung  abbrechen.. 

Ist  inshesodere  a  =  2,  so  sind  die  möglich  kleinsten  Reste, 
daher  anch  die  Mnitiplicatoren  0  nnd  1;.  und  darin  lie^t  der  obige 
Satz.  Ist  aber  a!  =  3 ,  so  werden  die  möglich  kleinsten  Reste, 
folglich  anch  die  Mnitiplicatoren,  —  1,  0,  f;  und  somit  ist  der,  in 
dem  citirten  Aufsätze  auch  angeführte  Satz  erwiesen ,  „  dass  man 
jede  Anzahl  aus  den  natürlichen  Potenzen  von  l3  durch  Addition 
und  Stthtraction,  und  zwar  nni  auf  Eine  Weise»  bilden  kann*'. 


11. 

Feststellung  undWärdijf^ungdes  in  dem  Archive,  Theil  1. 
S.  204,  über  eine  Stelle  in  CanchyV  Regründung  der  Dif- 
ferential-Rechnung ausgesprochenen  Tadels. 

Der  Herr  Herausgeber  des  Archivs  leitet  die  citirte  Abhand- 
lung mit  folgenden  Worten  ein: 

„Cauch]^  hat  bekanntlich  die  Entwickelnng  der  wichtigen  Dif* 
ferentialquotientea  der  Functionen  log  a:  und  a*  auf  den  hatz  ge- 

gründet,  dass  sich  die-  Grösse  (1  +  9)  ^9  wenn  9  sich  der  Null 
nähert,  der  Summe  der  convergirenden  Reihe  ly  Y>r"ö>i  o  3*  ""^ 

welche  wir  wie  gewöhnlich  durch  e  bezeichnen  wollen,  als  ihrer 
G ranze  nähert,  ....^ 

Auf  der  nächsten  Seite  föhrt  er  fort: 

,, Gegen  den  von  Cauchj  gegebenen  Reweis  des  ....  erwähnten 
Satses  hat  aber  Herr  Liouville  in  seinem  Journal  (Acut.  1840. 
p.  280)  die  sehr  gegründete  Binwendung  gemacht,  dass  demselben 

I  2 

die  Annahme  zum  Grunde  liege,  dass  das  Product  (1  — '^)  i^  "^  '^) 

^ l 

....  (1 —)  für  «1  =  00  der  Einheit' gleich  werde,   welches 

zwar  dann  seine  Richtigkeit  habe,  wenn  m  eine  bestimmte  von  m 
unabhängige  Zahl  sei,  sich  aber  dann  offenbar  nicht  mehr  behaup» 
ten  lasse,  wenn  n  von  m  abhängig,  z.  R.  !»  =  «•  oder  «=?«• —  i 
seiy  • .  •  • 

Allein  Cauchy  stützt  sowohl  in  seinem  R^sum^  des  Lebens 
....  snr  le  caicul  infinit^imal.  4.  Paris.  1823.  pag.  2,  als 
auch  in  der  verbesserten  Ausgabe  eines  Theils  dieses  Werkes,  näm- 
lich in  seinen  Le^ons  sur  le  chIcuI  diff^rentiel.  4.  Paris.  1829.  p.  2, 
die  Herleitn/ng  der  in  Rede  stehenden  Differentialquotienten,  in  letz- 
ter Instanz,  auf  folgende,  wörtlich  also  lautende  Stelle: 

,^Si  Ton  suppose  d'abord  ia  quantitd  a  positive  et  de  la  forme 

~,  M  d^signant  un  nombre  entier  variable  et  susceptible  d'un  ac- 
croissement  ind^fini,  on  aura 
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Comme,  daos  le  second  membre  de  cette  <lerDi^re  formule,  les  ttr- 
mes  qui  renferment  la  quantit^  m  sont  tons  positifs,  et  ereissent 
eD  valeurs  et  en  Dombre  en  m^me  temps  qae  cette  quantit^,  il  est 

1    V*» 

clair  que  l'expressioD  (^  +  ^)    ci^ottra  eUe-möme  avecle  doid- 

bre  entier  m^  en  demeuraat  toojoars  comprise  entre  les  deox 
Bommes 

etl  +  Y+4-+2!2"*'  2X2  +  ^^^=^"^*"»"*=*5 

donc  eile  s'approcbera  indefiDiment,  pour  des  valeurs  croissautes 
de  199,  d'atie  certaine  limite  comprise  eotre  2  et  3.  Cette  li- 
mite  est  un  nombre  qui  jpiie  on  grand  r61e  daos  le  caicol  iDfini- 
tesimal,  est  qu^on  est  coavenu  de  d^signer  par  la  lettre  e" 

Cattcby  lässt  sich  demnacb  ^ar  Dicht  darauf  ein ,  die  Grensen 
der  einselneu  Glieder  der  entwickelten  Binomial -Potenz  für  eine 
unendlich  wachsefade  Anzahl  m  aufzusuchen,  sondern  benutzt  diese 
Entwicklung  bloss,  um  das  stete  Wachse»  dieser  Potens  swiacheo 
den  Anzahlen  2  und  3,  also  die  Annäherung  der  Potenz  selbst  an 
eine  fixe  Grenzzahl,  die  er  e  nennt,  zu  erweiaen.  Parum  erwähnt 
er  keineswegs,    daas   die   Grenze   dieser  entwickelten   Potenz  die 

Summe  1  -|-  y  +  r^  +  FTT  "+"••••  *®*j  ^^^^  weniger  bezeich* 
net  er  diese  Summe  durch  e,  sondern  er  versteht  unter  e  die 

1  "* 
Grenze«  der  sich  die  Binomial -Potenz  (1  H )  »  bei  dem  unend- 
lichen Steigen  der  Anzahl  i»,  unbestimmt  näliert,  wie  auch  immer' 
die  successiven  Werthe  dieser  Potenz  berechnet  werden  mögen  und 
jene  Grenze  derselben  gefunden  werden  mag.  Ihm  geniigt,  für 
seine  Herleitung  der  Diuerentialquotienten,  die  blosse  Nachweisung 
der  Existenz  einer  solchen  Grenze;  da  er  die  Grösse  derselben 
für  diesen  Zweck  gar  nicht  zu  kennen  braucht. 

Jedoch  in  den  Pr^limioaires  der  oben  angeführten  jüngeren  Le- 
^ns,  pag.  10,  nicht  aber  in  dem  älteren  R^aume,  rührt  Cauohj,  zur 
Erläuterung  der  Convergenz  der  Reihen,  folgendes  Beispiel  an: 

Cne  s^rie  digne  de  remarque  est  celle,  qu'on  obtient,  lorsque, 
dans  le  d^veloppement  de  l'expression     » 
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•B  fok  conver^T  le  Dombre  «Dtier  m  vers  la  limMe  oo.    Cette  s^- 
rie^  dost  let  diffi^reots  termei  sobt  respectivement 

'I'    J.2*   1.2.3  ••••  1.2.3...«  "^ ' 


reste  converffente  . . . ." 

Hier  Bchllewit  Cauch^  allerdini^s  aus  der  Grenzform  der  An- 
faagaglieder  der  Reihe,  m  einer  picbt  gpongaara  begründeten  In^ 
ducdon,  auf  die  Grensform  ihreft' allgemeinen  Gliedes,  indem  er 
stillschweigend    . 

lim  (l_l)(l-|)(l-A)....  (l_?t^)  =  l,  für  11,  «=:« 

gelten  läast. 

Diese  Stelle  ist  es  demnach,  welche  von  Lionville^s  Tadel  mit 
Redit  getroffen  werden  könnte;  ob  er  sich  aber  wirklich  auf  sie 
beziehe,  yermag  ich  nicht  zu  entscheiden,  da  ich  den  Jahrgang  1840 
seines  Journals  nicht  mehr  besitze.  Mit  dieser  Stelle  hangt  jedoch 
die  später,  pag»  Id,  folgende  Bntwickelung  der  Differentialquotienten 
logarithmischer  und  exponentieller  Functionen  durchaus  nicht  zu- 
sammen; was  auch  schon  daraus  einleuchtet,  dass  dieselbe  in  dem 
Resum^  gar  nicht  vorkommt.  Mithin  ist  diese  Entwickelnng 
über  die  ihm  zugemuthete  Unrichtigkeit  völlig  erhaben; 
was  diese  Zeilen  zu  beweisen  einzig  beabsichtigtet. 

III. 

Bemerkungen  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  im 
sphärischen  Dreiecke,  auf  Seite  6  bis  9  im  dritten  Theile 

des  Archivs. 

1)  Die  hier  vom  Herrn  Director  Esch  weil  er  aufgestellte  ele> 
gante  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  sphärischen  Dreieckes 
hatte  ich  bereits  im  Jahre  1836  selbst  gefunden;  ich  hoffe,  er  werde 
mir  gern  gestatten,  seinem  Aufsatze  Folgendes  von  meinem  dama» 
ligen  Funde  an^uscbliessen. 

I.  Nach  seiner  Ableitung  (S.  7  und  Taf.  VII.  Fi^.  4.)  ist  das 
statische  Moment  eines  sbhärischen  Dreieckes  ABC  in  Bezug  auf 
die  Ebene  des  zu  dem  Kugelhalbmesser  O^A  einer  Dreiecksspitze 
A  senkrechten  grössten  Kreises,   d.  h.  das  Product  aus  dem  Flä- 

cheninhalte  e  des  sphärischen  Dreieckes  in  den  Abstand  5- — ^ 

seines  Schwerpunktes  von  jener  Kreisebene  =  |a .  sin  ^  sin  ;^*  Der 
erste  Factor  \a  dieses  Productes  giebt  den  Flächeninhalt  des  Kreis- 
ausschnittes  BOC  aii,  welcher  der  jener  Dreiecksspitze  A  gegen- 
über liegenden  Dreiecksseite  BC  zugehört.  Der  zweite  Factor 
sin^sin/  =  sior8in/$  drückt  den  Abstand  derselben  Dreiecksspitze 
^  von  der  Ebene  dieser  Dreiecksseite  BC  aus.  Mithin  ist  das 
statische  Moment  der  Fläche  eines  sphärischen  Drei- 
eckes ABC  in  Bezug  auf  die  Ebene  des,  zu  dem  Kugel- 
halbmesser OA  einer  Dreiecksspitze  A  senkrecht.en  oder 
zu  dieser  Spitze  als  einem  Pole  gehörigen,    grössten  Kreises 
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gleich  dem  Prodpcte  ans  den  Abstände  der  Dreieeks- 
sjpitVe  von  der  Ebene  der  ihr  entgegen  liegenden  Seite 
BC  in  den  Flächeninhalt  des  dieser  Seite  angehörigen 
Kreisausschnittes  BOC, 

2.  Es  dürfte  wohl  nicht  ohne  Interesse  sein,  diesen  Ausdruck 
des  statischen  Momentes  eines  sphärischen  Dreieckes  auch  mittels 
einer  elementaren  Betrachtung  aufzustellen.  In  dieser  Absicht  thet- 
len  wir  die  Seite  BC  (Taf.  VIL  Fig.  4.)  des  Dreieckes  ABC  in 
beliebig  viele  und  beliehig  grosse  Stücke,  und  fuhren  durch  alle 
Theilungspunkte  nach  der  ffegenüber  liegenden  Snitze  A  Bogen 
grösster  Kreise,  und  zwischen  jedei^  zwei  benacnbarten  solchen 
,  Kreisbofl^en,  wie  AD  und  AE^  um  dieselbe  Spitze  A  als  Pol,  Bo- 

Jen  kleinerer  Kreise,  wie  DF  und  EO.  So  wird  dem  Kugel- 
reiecke  ADE  nicht  bloss  ein  J^leiner^s  Dreieck  ADF  einge- 
schrieben ,  sondern  auch  ein  grösseres  AEO  umgeschrieben ,  von 
denen  jedes  ein  Ausschnitt  der  Seitenfläche  eines  Kugelabschnitten 
ist.  Sind  HD  und  HF  ifalbmesser  der  Grnndebene  des  ersteren 
Kugelabschnittes,  so  ist  AH  seine  Höhe  und  der  Inhalt  seiner  Sei- 
ten3äche  =  27r.  j^Zf.  Zu  ihm  verhält  sich  der  Inhalt  des  Dreieckea 
ADF^  wie  zur  vollen  Umdrehung^  %n  der  Winkel  DAE,  den  wir 
durch  <p  bezeichnen  wollen;  mithin  ist  ^ADF  =  {27i .AJIz2if), 
if=.ff.AH^  oder  wenn  wir  den  Bogen  ADz=iu  setzen,  =  cp(l  — 
cos  ff).  Aehnlich  muss,  wenn  wir  AB'=i^  annehmen,  ^JEO^s 
y(l  —  cos  ff')  sein. 

Der  Schwerpunkt  der  Seitenfläche  eines  Kugelabschnittes,  so 
wie  jedes  Ausschnittes^  derselben,  steht  um  die  halbe  Höhe  des  Ab- 
schnittes von  seiner  Grandebene  ab.  Beziehen  wir  demnach  die 
statischen  Momente  auf  die  Bbene  des  zur  Dreiecksspitze  A  als 
einem  Pole  gehörigen  grössten  Kreises,  so  hat  von  ihr  der  Schwer- 
punkt des  Dreieckes  J^/^/"  den  Abstand  OH-V'\HA=z\{OA'^ 
0Zf)£=^(l  +  cos»),  mithin  analog  jener  des  Dreieckea  ^^6^  den 
Abstand  |(l  +  cos«);  und  der  erstere  Abstand  ist  offenbar  grösser, 
der  letztere  aber  kleiner  als  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des 
Dreieckes  ADE  selbst  von  der  Momentenebene. 

Daraus  folgt  nun,  dass  das  Moment  des  Dreieckes  ADE^ 
d.  i.  das  Product  aus  seinem  Inhalte  und  aus  dem  Abstände  seines 
Schwerpunktes  von  der  Momentenebene,  wenn  man  dessen  Factoreu 
«inmal  durch  kleinere,'  ein  andermal  durch  grössere  ersetzt, 

5>gp(l  —  cos  ff).  1(1 -4- cos  fli')  und  ^yCl — cos»').  1(1+ cos«) 
» 
sein  muss. 

Zur  ferneren  Umgestaltung  dieser  einschränkenden  Grenzen  setzen 
wir  DE  =  v,  ADB  =  w^  AEB  =  co':  dann  ist  im  Dreiecke 
ADE 

sin  4|p  sin  m  =  sin  v  siu  cd' 

und  im  Dreiecke  ABE 

sin  cu'  sin  tu'  =  sin  c  sin  /9 
folglich,  wenn  wir  multiplicircn  und  abkürzen, 

sin  9> .  sin  IT  sin  n  =  sin  r  sin  /9 .  sin  r.  ^ 
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Hieran»  erffpebt  sich 


smcsiD^   . 

Bin  CD  =  -: r— =T  SIU  V, 


nnd  sonacb 


er  cfi        8incatn/3      sinv 

W  ==  -r^—  BIO  q>  =  -r^—  •  -: r-~  .  .  V. 

^       Sing»        ^        sin  9     sinttsint«        v 

Setzen   wir  diese  Ansdrncke  fnr  9 ,   so  finden  wir  des  Dreii^ckes 
ADE  Moment 

i  sin  <;  sin  ^ .  (-r^—  :  -t-— )       .        .     , .  v 

und   <^  4  sin  <;  sin  ß .  (-r^^  :  -: — )  ^ : — \  '~^ .  »• 

Für  den  Winkel  9p  lässt  sich  auch  noch  folgender  Aasdruck 
vortheilliaft  verwenden.    Es  ist 

tp  =  DAEz=:DHF=  DFi  DH=  BFisin m, 

daher,  wenn  man  durch  sin  <u' sin«'  theilt  nnd  mit  dem,  nach  dem 
Obigen,  ibib  gleichen  sine  sin/?  maltiplicirt^ 

a>  =  -; r-^  ,  — : — : .  V  Und  auaiog  =  -; ,  .  ^  . : .  V. 

Mithin  zeigt  sieh  das  Moment  des  Dreieckes  ADE 

•^  1  -;«  ^  .5«  R   U-"Cost»)(lH-co8t*')     DF 
^  1  sm  c  sin  p  .  —^7 : 5 .  — : — ;  .  V 

'     j'^,    .         '    D    (1  — cos «')(!  + cos«)    BG 
und  <  i  sin  c  sin  /J  / ^^^-v^^ .^^^ .  v. 

Nna  ist  das  Moment  des  Dreieckes  ABC  gleich  der  ^mme  der 

Momente  aller  dasselbe  constitnirenden  Dreiecke,  wie  ADE,  folg- 

.  lieh  grösser  als  die  Summe  aller  unteren  nnd  kleiner  ab  die  Summe 

•  aller  oberen  Grenzen  der  Momente  der  Dreiecke  ADE  für  sämmt« 

Hebe  Theile  v=sDE  der  Seite  BC=a. 

Lassen  wir  demnach  alle  Theile  v  der  Seite  i9C  unendlich  ab- 
nehmen, so  nimmt  auch  der  Winkel  g>  unendlich  ab,  und  die  Kreis- 
bogen u  und  u  nfthem  sich  unendlich  ihrer  Gleichheit;  daher  stre« 

ben  die  Quotienten  -^  und  -: —  i|irer  bekannten  gemeioscbaftli- 
^  sm  y  sm »    '^  ® 

cheä  Grenze  1^  die  Prodocte  (1— cos»)  (l  +  cost^),  (1  —  cos«') 
(1  +  costr)  und  siDwainw'  ihrer  gemeinsamen  Grenze  1  —  cos«'  ^ 
sinti'  zu;  die  Kugeldreiecke  DeF  und  DEO ^  welcbe  an  F  und 
G  rechtwinklig  sind,  nähern  sich  unendlich  ihrer  Ausebnung,  folg. 
lieh  dem  Zustande,  in  welchem  DF^=ivn\nio'  nnd  EO  =  v9iin(o 
ist;  kuk^,  das  Product  der  in  den  Ausdrücken  der  einschränken- 
den Grenzeta  als  Factoren  vorkommenden  Quotienten  strebt  seiner 
Grenze  1  ohne  Ende  zu. 

Bei   der   Siimmirung:  sämmtlicher   Werthe   der   gleichniAnigen 
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Grenzen  der  Momente  aller  constitutiven  Dreiecke  kommt  ihr  ge^ 
meinschaftlicher  Factor  -J  sin  c  sin  ß  mit  der  Summe  von  lauter  Pro^ 
ducteo  zu  multipliciren^  in  denen  die  einen  Factor^n  einer  ffemein- 
samen  Grenze  zustreben;  daher  ist  letztere  Summe  gleich  dem 
Producte  dieser  gemeinsamen  Grenze,  —  hier  1  —  in  die  Summe 
aller  zweiten  Factoren  *)  —  hier  in  die  Summe '  aller  Bestandstücke 
V  der  Seite  BC'=za^  d.  i.  in  die  Seite  a  selbst.  Mithin  strebt 
sowohl  die  untere  als  auch  die  obere  Grenze  des  Moments  vi>m 
Dreiecke  ABC  derselben  Grenze  ^sin^sin/?. 0  ohne  Ende  zu; 
folglich  muss  dieses  Moment  eben  dieser  Grense  j«ain^8in^  gieick 
sein,  welche  man  auch  durch  ^sin^sin;^  ausdrücken  kann. 


IV. 

Neuer  Beweis  der  Gleichheit  von  Parallelepipeden. 

V  Der  Satz:  Parallelepipede  von  gleichen  Grundebenen 
und  Höhen  sind  ^leicn,  wird  in  allen  mir  bekannten  Lehrbü- 
chern der  Stereometrie  bloss  für  den  sehr  eingeschränkten  Fall  er- 
wiesen, wo  die  Grundebenen  congruent  sind;  auch  drängen  sich  in 
den  zum  Beweise  dienenden  Figuren  die  Linien  in  einen  so  engen 
Raum  zusammen  9  dass  besonders  in  öffentlichen  Vorlesungen  das 
Sichten  und  üeberseben  derselben  den  Zuhörern  sehr  beschwerlich 
, fällt.  Der  folgende  Beweis,  den  ich  im  Jahre  1838  fand,  ist  von 
beiden  Mängeln  frei. 

1.  Zuvörderst  betrachten  wir  den  Fall,  wo  die  gleichen 
Grundebenen  der  Parallelepipede  je  eine  Grundkante  und 
den  Kantenwinkel  an  ihr  gleich  haben. 

Bier  gehören  daher  zu  den  gleichen  Grundkanten,  als  Grund* 
linien  der  parallelogrammiscben  Grundebenen,  auch  gleiche  Höhen, 
d.  h.  gleiche  Entfernungen  von  den  parallelen  Seiten. 

In  dem  einen  Parallelepipede  ACEG  (Taf.  Vli.  Fig.  5.)  erwei- 
tern wir  nun  die  Grundebene  JIC  und  die  parallelen  Grnndkanten 
AB  und  CD^  welche  den  Gruodkanten  ao  und  ed  des  anderen 
Parallelepfpeds  aceg  gleich  sein  sollen«  Zwischen  diesen  verlänger- 
ten Grundkanten  und  mit  dem  ersteren  Parallelepipede  auf  die  näm- 
liehe  Seite  der  Grnndebene  stellen  wir  das  zweite  Parallelepiped 
«r^tf^  dergestalt  auf,  dass  die  f^leiehen  Grundkanten  paarweise  in 
einerlei  Gerade  zu  liegen  kommen,  die  Oeffnungen  jder  gleichen 
Kantenwinkel  an  ihnen  nach  einerlei  Gegend  gerichtet  sind  und 
die  Parallelepipede  selbst  nirgends  zusammentreffen.  In  .dieser  Stel- 
lung fallen  uie  erweiterten  zweiten  Schenkel  der  gleichen  Kanten* 
winl^el ,  so  wie  auch  die  erweiterten  zweiten  Grundebenen  der 
gleichhohen  Parallelepipede,  in  eine  Ebene  zusammen;  und  die  Pa« 
rallelepipede  maclien  mit  einem  zwischen  ihnen  stehenden  sekief 
abgeschnittenen  Prisma  BdFh  ein  eben  solches  Prisma  AeEg  ans. 


")  Denn  befcannilich   ist,  iiacfa   Caucby  (vergl.    auch    Archiv.     Tfaeil  I. 

«",••..);  folglich,  wean  liin0=s  lim 0'ssiima"  =;,... ^  ^  ist. 

Um  («a  -4-  «V  -♦-  «"«"  -*-....)  =  lim  (a -|-  «'  -H  « '  +  •  * ••)  X  Med.  (limn,. 
lima,  lim«",«.. O^'«^«  lim («-*-<«' H-<^"H—«*')« 
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NoBflielir  IsmU  sick  kidit  nackweiseii»  dass  die  schief  abge- 
BchnikteneD  Prigaeo  AdEh  ttod  BeFg  coBgroeal  «md- 
DcBD  1)  sind  alle  parallele  Kaalen,  als  Seite«  deiselben  Parallel- 
epipeds,  bleich,  wie  AEssBF^  me:=>Lf,..i\  2)  aind  jede  zwei 
iD  einer  iveradeu  ^legeae  Kaaten  gleich,  wie  Am:s=LBb^  Ee=z 
lyu.  dffl.,  weil  sie  aus  ffleicbea  Stücken  bestebeo,  da  ABz=.uby 
also  auch  AB  -^  BazsiBm-^ub^  d.  i.  Aa^ssBb  ist;  daher  sind 
3)  nicht  aar  die  Winkel  der  gleichgerichteten  Kanten  gleich',  wie 
DAa  =  CBby  EAa=^FBb . . . .»  sondern  anch  4)  die  Winkel  der 
gleicUg^treckten  Khanen  gleich,  wie  die  der  Ehenen^Af  nnd /f& 
fl^it  den  sie  schneidenden  Ehejien  Ae  oder  Bf,  u.  dgl«  Deokt  man 
sich  daher  ein  solches  Priama«  BcFg,  zu  dem  andern  AdEA  der- 
gestalt gehracht,  dass  eine  Kante  Bb  mjt  der  ihr  gleichen  Am^ 
.und  an  ihr  die  gleichen  Rantenwinkel  überein  fallen;  so  fällt  die 
t^eitenebene  BwwS  die  congruente  AH  vin^  die  Seitenebene  bg 
wai  die  congruente  ah^  mithin  auch  jede  Ecke  des  enteren  Prisma 
in  eine  des.  letsteren;  das  Prisma  BcFg  wird  gleichsam  zwischen 
der  es  einhiillenden  parallelepipedisöhens  Fläche  AfHcA  um  das 
Stück  AB  von  B  gegen  A  geschoben  und  erfüllt  so  ^nz  das  an- 
dere Prisma  AdEh*  Da  nun  in  dieser  Stellang  beider  Prismen 
jeder  Unterschied  zwischen  ij^nen  aufgehoben  erscheint^  so  sind  sie 
congruent 

Zieht  man  demnach  von  diesen  congruenten  Prismen  AdEh 
und  BcFg  das  ihnen  gemeinschaftliche  ^^c^/^^,  oder  sie  selbst  von 
dem  ganzen  Prisma  AcEg  ab,  so  müssen  die  Reste,  welche  gerade 
die  mit  einander  zu  vergleichenden  ACEG  und  äceg  sind,  gleicit 
gross  sein. 

II.  in  jedem  aiideren  Falle  muss,  weil  die  Grundebenen 
der  Parallelepipede  Parellelogramme  und  einander  gleich  sind,  in 
jeder  Grundebene  wenigstens  Eine  Höhe  kleiner  oder  nur 
höchstens  so  gross  als  eine  Seite  der  anderen  Grund- 
ebene sein.  Denn  der  Flächeninhalt  eines  Parallelogramms  gleicht 
dem  Producte  aus  einer  Seite  (der  Grundlinie)  in  ihre  Höhe,  und 
jede  Seite  desselben  ist  wenigstens  so  gross,  wenn  nicht  grösser, 
als  die  der  anstossendejs  Seite  zukommende  Höhe;  folglich  ist  der 
Flächeoinhalt  des  Parallelogramms  nie  kleiner  als  dus  Product  sei- 
ner beiden  Höhen  und  nie  grösser  als  das  Product  zweier  zusam- 
menstossenden  Seiten.  Bei  zwei  gleichen  Parallelogrammen ,  wie 
hier  die  Grundebenen  sind,  ist  demnach  das  Product  der  Höhen  des 
einen  sicher  nie  grösser  als  das  Product  zweier  zusammenstossen- 
den  Seiten  des  anderen.  Daraus  folgt  sogleich,  dass  nie  beide 
Höhen  des  einen  Parellelegramms  zugleich  grösser  sein  können 
als  jede  der  Seiten  des  gleichen  anderen  Parellelogramms. 

Sei  nun  die  zur  Seite  AB  (Taf.  Vli.  Fig.  6.)  der  Grundebene 
AC  gehörige  Höhe,  d.  i.  der  Abstand  der  zwei  parallelen  Seiten 
AB  und  €D  von  einander,  nicht  grösser  als  die  Seite  ab  der 
Grundebene  des  zweiten  Parallelepipeds  aceg.  Dann  kann  man 
zwischen  jenen  Parallelen  und  ihren  Verlängerungen  durch  jeden 
Punkt  a  wenigstens  Eine  der  Seite  ab  gleiche  Gerade  ab  führen. 
Zieht  man  zu  dieser  in  demselben  Abstände,  wie  die  Parallelen  ab 
und  cd^  die  cb  parallel,  so  ist  das  entstehende  Parallel ogramm  oc 
dem  andern  ac  gleich,  weil  sie  die  Grundlinien  of^  und  ab  sammt 
den  zugehörigen  Höhen  gleich  haben.  Nach  d^r  Annahme  ist  aber 
auch  JC^szac^  daher  auch  noch^Csac.  Beide  Parellelogramme 
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liegen  überdiess  zwischen  einerlei  Parallelen,  mithin  haben  sie  aneb 
ihre  Grandlinien  gleich,  AB^^c^.  Kurz  das  Parallelofl^ramm  ac 
bat  mit  jedem  der  zwei  einander  und  ihm  gleichen  ParellcTogramme 
AC  und  ae  eine  Grundlinie  und  ihre  Höhe  gleich. 

Verlängern  wir  endlich  die  Parallelen  ab  und  cb,  und  stellen 
wir  auf  sie  die  ihnen  gleichen  Grundkanten  mö  und  ed  des  Paral- 
lelepipeds  aceg-y  erweitern  wir  dann  die  durch  AB  und  CH,  so 
wie  die  durch  a6  und  ci/- gehenden  Seitenebenen,  und  die  von  der 
Grandebene  ACac  gleichweit  abstehenden,  also  in  Eine  Ebene  zn- 
saramenfallenden  Grundebenen  EO  und  eg*^  so  beffrenzt  dies  Paar 
Grundebenen  mit  jenen  zwei  Paaren  parelleler  Seitenebenen  ein 
neues  Parallelepiped  aceg.  —  Für  die  Darstellung  bleibt  es  hierbei 
vortheilhaft,  die  Gerade  ab  so  weit  von  der  Grandebene  AC  und  von 
ihr  die  Grundebene  ae  so  weit  entfernt  zu  halten,  dass  keine  zwei 
ParaUelepip^de  irgend  wo  zusammentreffen.  —  Mit  diesem  dritten 
Parallelepipede  aceg  hat  nun,  vermöge  seiner  Botstehung,  jedes  der 
zwei  Parallelepipede  ACEG  und  ateg^  ausser  der  Grundebene  nnd 
Höhe,  auch  noch  eine  Grundkante  und  an  ihr  den  Kantenwinkel 
gleich;  mithin  sind  sie,  dem  vorigen  Falle  gemäss^  ihm  einzeln 
gleich,  daher  auch  einander  selbst  gleich. 

Der  behauptete  Satz  gilt  demnach  ganz  allgemein. 


XL. 

Ueber  die  höheren  Differentialquotienten 
einiger  Functionen. 

Von 
Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


I.     Wir  wollen  uns  zunächst  mit  den  höheren  Dimeren zialquo- 
tienlen  der  häufig  vorkommenden  Function 

y  =  ^*'  0) 

beschäftigen.   Durch  successive  Diffcrenziation  derselben,  unter  be* 
ständiger  Anwendung  der  8ä(ze 
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lindet  man  folgende  Reihe  von  Gleichungeu: 

0a=(-8»'-f.ia«)e*' 

g=  (+  16**  -  48*»  +  12)7*" 

^  =  (- 32»»  +  160*»  —  120»)7' 

£^  =  (-4-  64ä-  —  480«*  -*-  720*»  — 120)7** 

a.  s.  f. 

und  wir  müssen  nun  in  dieselben  ein  Gesetz  zu  bringen  suchen. 

Mau  bemerkt  zunächst,  dass  die  erste. Vertikatreihe  nach  Po- 
tenzen von  2*  fortgeht;  wir  wollen  daber  aas  den  Coeffizienten  in 
den  anderen  ebenfalls  so  hohe  Potenzen  von  2  ausscheiden,  als  die 
daneben  stehenden  Potenzen 'von  *  sind,  damit  sänoitlicbe  Hori- 
zontalreihen  nach  Potenzen  von  2*  fortlaufen.    Es  wird  nun 


-st» 


et 


g  =  -((2,)'-6(5b,)l7= 

g  =  -h  1(2,)«  -  12(2»)»  + 1217*' 

g=  -  ((2»)»  -  20(2«)'  -t-  60(2«)jr* 

g  a=  4-  l(i»y  -  30(2«)*  + 180(2;^»  -  120j7** 

U.  B.  f. 

■ii4  M  haoMt  sich  jetzt  noeli  aa  die  iDdependente  Besti^auag  der 
Coeffizienten  der  PoteBsen  ▼•■  2»,  Düalieb 


2, 

«, 

12, 

12, 

20, 

60, 

30, 

•    •    < 

180, 

120 
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Zerlegt  man  die  Zablen  der  sweiten  Vertikalreibe  iu  PactoreD,*8o 

bemerkt   man    Ijeicbt  das  Gesets:   2  =  2.1,  6=3.2,  12  =  4.3, 

20  =  5 . 4,  30  =  6 . 5,  so  dass  diese  Zahlen  unter  der  ForiiiVi(it*-l ) 

^2i»,  zu  steben  scheinen,  wenn  wir  mit  «,  den  zweiten  Bino-' 

mialkoeffizienten  des  Exponenten  «»  bezeichnen.    Die  Zahlen  der 

vierten  Vertikalreihe  haben  den  gemeinschaftlicben  Factor  12=3.49 

4.3   2*1 
und  lassen  sieb  anf  folgende  Weise  schreiben :  12  =:  3  •  4 .  ,*'*., 

60=3.4;^;^'J;^,  ^80  =  3.4.^'^;^;^,    was   auf. das    Gesetx 

3 . 4 .  «4  hinzudeuten  scheint.  Die  Zahlen  der  Tieften  Vertikalreibe 
müssteti  demnach  von  der  Form  4.5.6.it«  sein,  auf  welche  auch 
die  Zahl  120  für  i»  =  6  passt.  Wir  wollen  nun  dieses  Gesetz  der 
Coeffizienten  annehmen  und  zusehen,  ob  es  fiir  den(is+l)ten 
Differenzialquotienten  richtig  bleibt,  wenn  es  fiir  den  «ten  gilt. 
Se|  demnach 

g=(-.iH(2»y«- JL«(2*)«-«+i^^(2*)*-i-- . . . .  i7*'     (2) 

und  irgend  ein  CoefiGzient 

X-Sr  =  (r-4-l)(rH^2)..,.2r.i»3r     (3) 
also  der  folgende 

J„^a,_2  =  (r-|-2)(r  +  3)....(2r  +  2)ii>^    (4) 
so  müsste  gleichförmig  fiir 

äbf^ltt  *H-1  «+1  US»     ,^^ 

5^=(-  l)"+U(2»)«+'-^*-i(Ä»)«-»-l-^i.-s(2*)— 3-....le  {^) 
auch  , 


und 


!31.,rw,  =  (r  +  2)(r-|-3)....(ar  +  2).(is^l),^    (7) 

sein,  wie  man  soffleich  erkennt,  wenn  man  «  +  1  f&r  i»  setzt  Man 
erhält  aber  die  Gleichung  (5)  ans  (2)  durch  Differenziation  der 
letzteren;  diess  gibt  bei  wirklicher  Aasführung 

_  (_l)«+i[(2a)«+i_  jf^,(2,)»-i-l_^^(2j,)»-»_...,j7* 


.  (  _  l)«+i  [_  im  (2»)— 1  +  2  (»  _  «)  J^t  (2,)»-« 
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Vergleicht  man  diets  mit  der  Gleichung  (5),  so  ist 


«+1  n 


n+l 


n4-l  n  *• 

A„^  =  2(li  —  4)  An-A  ■+•  ^ii-6 

U.   8.   f. 


oder  allgemein 


n-f-l  u  n 

Nehmen  idr  jetzt  das  oben  ausgesprochene  Bildungsgesetz  für  den 

n 

»ten  Differentialqaotienten  als  richtig  an  und  substituiren  fmAn-^ir 

und  ^fi--Sfw2  die  in  (3)  und  (4)  gegebenen  Werthe»  so  ist 

^    «+1 

^,_a^i  =  2(»  —  2r)  (r  +  1)  (r  ^^  2)  . . . .  2r .  lUr 

•4- (r  +  2)  (r -I- 3)  . . . .  (2r -I- 2)  iur+» 
=(r+2)(r-+-3). . .  .2r  I2(«-2r)  (r+ l)ti»+(2r-|-l)  (2iH-2)»,H4j. 

Es  ist  «ber  («  — 2r)«tr  =  (2r  +  l)«sr+-i  und  2(r-+-l)  =  2r-t-2, 
folglieh 

n  I  4 

^^j^i  =  (r  +  2)(r  + 3)  ....2r(2r+ l}(2r 4-2)  [1.3^4.1  +  »•ar«! 

.   oder  unter  Anwendung  eines  bekannten  Satzes  von  den  Binomial-. 
koeffizienten 

l»4-l  . 

^;.-^r^i  =  (r  +  2)(f-*-3)....(2r  +  2)(iiHhl)2r44. 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  mit  dem  in  (7)  identisch »  welcher  letztere 
aus  (4)  dadurch  abgeleitet  worden  war,  dass  «  +  1^  filr  «  gesetzt 
wurde.  Das  Bildungsgesetz  unserer  Coeffizienten  gilt  daher  für  den 
(n  +  l)ten  Differenzialquotienten,  wenn  es  für  den  »ten  richtig  ist, 
d.  h.  es  gilt  allgemein,  da  es  für  den  ersten  Differentialquotienten 
Gfiltigkeit  besitzt. 

Setzen  wir  nun  in  der  Gleichung  (2)  die  Werthe  der  u#  ein, 
so  ergiebt  sich: 

==(— l)«((2*)*-2if,(2«)--»-H3.4ii4(2»)«-^-^4.5.6i..(2«y«-^)(*> 

Nimmt  man  «  =  aio  wo  a  eine  Constante  ist,  so  wird  d%^=ia^du^y 
folglich 
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iH^^) 


du^ 


womit  die  gestellte  Aufgabe  allgemein  gelost  ist. 


-«»»» 


(0) 


II.     Aus    dem  Vorigen    lässt  sich  auch  leicht  der  Wertb  des 
Differenzialquotienten 


d>^(ue         ) 
dun 


ableiten« 

Aus  dem  bekannten  Satze 

dun  ^dun^^   l  '  du     dun^l  "*^ 

erhält  man  nfimlicb^für  p  =  my  ^=ze 

i/i#«  dun         ^^"^      Ä«it-1 

folglich,  wenn  wir  für  die  rechte  Seite  die  gefundenen  Werthe  aus 
(9)  substituiren  und  wieder  An^2^  ^n—4  «tc.  zur  Abkürzung  braucben, 

dun  ^ 

+(^a)^^n[{2auy^i-^^^^{20u)n-t+7n^(2au^^ 

+  i  (—l)«««-!  (—  tn  (2w)«-i  +  2»  5"«-,  (2««)«-»  — ....  1^  ■* 

Nehmen  wir  die  Coefßzienten  gleicher  Potenzen  von  2m§  zusam» 
men  und '  bezeichnen  die  neuen  CoefBzienten  mit  B^+i ,  iB^-iy 
Btt.^  etc.,  so  ist 

M  M— 1 

Bn—9r-h\  =  ^n—9r  +  2#»  ^n— 2r-4-l 

+  2i..r(r  +  l)(r+2)...,(2r-2).(js-l)a^ 
=  (^+l)(r-H2)....pr-2)[(2r— l)2r.«8rH-2i.r.(j^-l)2r-2] 
=  (r-Hl)(r-*-2)....(2r-2).2r[(2r— l)«2r+«.(i»— l)2r-«l. 
'Nun  ist  aber  i».(« — l)!ir-2  =  (2r — l).iV3r-i,  folglich 
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=  (r+l)<r  +  2)....2r.(*-|-l)ar. 
Setaen  wir  nun  r  ==  0, 1, 2, 3 so  wird 

•   «»«(w      )  V     - 

du"  I 

=  i(—  D»  «^»  [(2««)"+l  —  2  (w-f-l),  (W)"-»  ^    }  <*®> 

-h  3 .  4(» -I- 1),  (2«t.)»-»— ....Jj^"* ) 

Wir  wollen  nun  einige  Anwendungen  der  gefundenen  Fordieln  (9) 
und  {10)  mittheilen. 

III.    Eb  sind  folgende  Integrale  bekanat: 

Setzen  wir  im  ersten  Integ^le  ^  =  «*  ,aiid  differenziuren  ümal 
nach  «,  wobei  or  wie  fi'iiber  a  constant  für  die  Integration  bleibt, 
80  wird  ^  ^        <- 

Führt  man  die  Differenziatibn  auf  der  Unken  Seite  ans,  setst  unter 

,  dem  Integrale  rechts  für  — ^ ^  seinen  Werth  ans  der  Gleichung 

(9)  Tür  a  =  Jp^  und  inteffrirt  die  einzelnen  Glieder  rechts  nach 
Formel  (12),  so  ergiebt  sich  folgende^r  arithmetische  Satz: 

1.2. 3.... IS  j 

:=:1.3.5....(2^1)-^.,.  ""^f  "-»>-«^.4,/-»-»-g-?^     ....(  ^'^ 

Aehnliche  und  allgemeinere  Sätze  lassen  sich  durch  ein  ähnliches 
Verfahren  leicht  in  grösserer  Anzahl  ableiten.  Wichtiger  als  dieses 
ist,  dass  man  aus  den  oben  gefundene^:  Differenzialquojienten  die 
einiger  anderen  Funktionen  ableiten  kann,  wie.  man  sogleich  se- 
hen wird. 

IV.     Man  setze  in  Formel  (11)  ^  =  l  +  <i«,  so  ist 
folglich 


ThdllT.    '  24 
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SiAitihiirt  »a|i  fü^  4eB  DHTereBBlalqu^tleiiteii  iiM«r  dem  htjegnd- 
zeicheD  den  Ausdruck  (9)  für  4Br?;s^,  intej^rirt  jed^s  eiD^elne  Glied 
nacb  Formel  (12)  für  ^  =  1+»»  und  «»=»,  «—1,  i»— 2,  u.i.w., 
so  wird 

—   f       ^       1 


und  wenn  man  zur  Abkürzung 
setzt,  so  ergiebt  sieb 


v7rb^=^^   (^^> 


^£7 
oder 

(-1)"         <^er  ,  -  j 

i,3.5....(»i-i)-35r  ( 

Ein  allgemeines  Glied  der  vorliegenden  Reibe  würd^  folgendes  sein: 

^         (r+l)(rH-2)(r4-3);..,.2r.^2r  .^j^^^ai^-ar+i 

—  (4if-2)(4»--6)(4»-10).,..(4«— ^•-+-2)*'^    CA  ^   -" 

aus  welcbem  das  Gesetz  dea^Fortgange«  leicbl  zu  überteben  i«!. 
Man  kann«  der  Gleicbung  (15)  nocb  eine  andere  Gestalt  geben. 
Sei  nämlicli  §#;;=;  tan  jp,  so  wird  (''^;=co$9P,  und  in  dem  »Ugemisi- 
ij^u  GU^de 

isi«— «rtr««-«r4-i  =r  cos"-*-^^  .  sin«-^9?, 

«nd  wir  erhalten  jetzt 

1.3.5....(2«— !)•  du^  I 

2i»  3  4n  r*^^ 

===C08^iy  [sin-sp-jjjlfjsin'^y+^j^::^^  | 

V.    Nimmt  man  in  Folrmel  (11)  wicd^i:  ^ssl -*}-»*  und  multi* 
plizirt  beiderseits  mit  ckM  co^stanten  «^  so  ist 
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Vit       «^  /^  -•«*»-.*•  ^ 

^^i^    1^     r      «      1  _  r""^^^^ '>:''' da: 

Snbttitnirt  man  «mter  tf«m  Iiiterra1tei<i*birn  ^cfn  Wertli  des  DHfered- 
xialqaotienten  aas  GleichuDsr  MO)  für  a'=isß  und  integrirt  die  eiB* 
selnen  Glieder  nach  Formel  (12)  fiir  ^  =  1  +  «*  nnd  m^=L'n^ 
n  —  1  u.'  s«  w«,  so  ergiebt  sich : 

^      _      «^ 

-.2(if+l),. ^ji:;^- — ^=^=p^  +  ....l 

uqd  wenn  man  V 

setzf, 

^(-l)>..i.».5....(2.-l)  j^,^  ig±l^  17*.-.  +  ....! 
oder 

1.8.5-...(2ji-1)*  rfM«    .  fjg 

wob«!  dsv  allgemeiiie  GlfeiF  der  Reihe  durch  ftlgeuife  FdrmeT  dar- 
gestellt wird: 

^       (rH-l)(rH-2)(r-h3),,,.2r(»-f-l)2r       w^^^ir^x 
—  (4»  — 2)(4«  — 6)(to  — 10).^.(4w  — 4r  +  2)*'  ' 

aus  welcher  das  Bildnngsgesetz  der  CoefGzienten  erhellet.  Niüat 
tean  noch  tf^tanqp,  so  wird  £7=  sin 9p,  ond  man  bekommt: 

=.cos>»g>  [sin^iy-^ftsin^-iy +( J:!go^%  )    ' 

Die  vorsiebende  Gleichang  enthält  die  Anflösnog  der  v«m  Herrn 

24»  , 
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Herausgeber  im  Isten  Hefte  ilei  4teti  Tbeiles  d«  Arch.  S.  111  f^e- 
stellten  Aufirabe.  Die  dort  gegebenen  Ausdrücke  stellen  sieb  unter 
die  obige  E^rm,  sobald  man  in  ih^en  co89)(l  —  sin^')  für  cos'^, 
co8*9(l  —  sin'jp)  für  cos*9)u.s.w.  setzt,  die  nocb  nötbigen  Moltipli- 
cationen  ausführt  und  Alles  nacb  Potenzen  von  ain^p  ordnet. 

Vi.    Setzt  man  in  den  Gleichungen  (14),  (15)  und  (17),  (18) 
^V'fl  fdr  Uy  so  erhält  man  die  folgenden  beiden  Satze: 

Für 


ist 

1_ iMJ  M^o) 

1.3.5....(a«  — 1)*  d^ 
nnd  für 


KT 

ist 

1_ *»£  ^(21) 

1.3. 5.. ..(211—1)'  1^ 
_P»M-l„    ■   2(«+l).      1      .       ».4(»t-Hl)«        J^  J 

Nun  hat  aber  Eni  er  folgendes  Resultat  gefunden: 

_       n\.v^        „    .    ,  1      .    l.i         l'.  ,  }(^^) 

Vergleichen  wir  diess  für  1^1  —  •»»  =  V  mit  F4»jrael  (20),  so  er- 
"ebt 


giebt  sich  folgender  Satz 
Für 

ist 


Kl— t*» 


l.2*3*.«.fl         rf'i    1  *        a     1  •  •  ,   1       ,  1 

~  l.S.5....(2ii-.l)l^"*"»*»5»  "*"  274*^  '«•■+•  V '•  I 
oder  für  •i=:.--:=r 
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i.3.5....(2«-i)^  ^'^  »    ^a-r 


(23) 


Diese  Gleichung  enthält  die  Formel  (13)  als  speeiellen  Fall  für 
>ar^=0.  Nimmt  man  ;r=l,  so  erh&It  maa  eine  bekannte  Eigen- 
schaft der  Binomialkoeffizienten. 

Könnte  man  das  vorliegende^  Theorem  unabyingig  Ton  dem 
Torigen  beweisen,  so  Hesse  sich  dnrch  dasselbe  umgekehrt  di^ 
Gleichung  (20),  so  wie  die  daraus  folgende  (21)  aus  dem  Enler- 
scheu  Resultate  ableiten. 


XLI. 

Aufgaben  über  Maxima  und  Minima. 

Von 
Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschole  su  Aarau. 


Im   zweiten   Bande   dieses   Archivs  Seite   405   wurde   für   das 

frosste ,   in   einem  gegebenen  rhombischen  Octaeder  beschrieben^ 
llipsöid  die  Gleichung 

feAlnden)  worin  2«,  23,-2c  die  Grössen  der  drei  Achsen  des  Octae« 
ers  bezeichnen;  wir  wollen  nun  umgekehrt  dasjenige  unter 
allen  Octaedern  mit  gleiche^n  Achsenrichtungen' zu  be« 
stimmen  suchen,  dessen  Seitenflächen  das  Ellipsoid  (1) 
ebenfalls  bejrühren,  und  das  zugleich  den  kleinsten  In« 
halt  hat.  ,  . 

Es  sei  ABCDßF  (Taf.  VII.  Fig.  7.)  das  verlangte  Octaeder 
AC^  BD  und  EF  seien  die  Achsen  desselben,  und  zugleich  die 
der  ^,  y  und  %\  y^  ^  und  a  die  Winkel,  welche  die  Achsen  der 
X  und  y,  der  x  und  «,  der  y  und  %  einschliessen ;  ferner  setzen 
wir  L'dBCssi^i  LCAß z=i%  u^d  schreiben  in  der  .Gleichung (1) 

der  'Kii|*ze  wegen  a,,'  Ä,  und  c,  statt  r/^^%7=-  »n^  |7=>  so  hol- 
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ben  wir,  wenn  o:,,  yj,  *,;  —  ^„  y„  «, ;  ;r,,  —  y„  «,;  —  ^*, 

— y*^*4;  'Or.jy,,— *,;  — oTe,  j^«j— «•;  ^7,  — y»»  — *»;  — ^t, 

—  y,^  — X,  die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  der  Seitenflä- 
cLen  ABE,  BCE.AED,  CED,  ABF,  CBF,  ADFvM  CDFmkt 
dem  Ellipsoid  bezeichnen/ für  dieses  und  für  jene  die  GleichangeD : 


\7,\    *\f}    t  1.71  = 

1        (2) 

^■  +  ai  +  =j=i 

(3) 

**»  ',  yy»  1  **» 1 

(4) 

*«.      yy.  .  «._t 

(S) 

*a?.      yy.  .  »«.«i 

(«) 

(7) 

*«.  .  yy.      «».-,1 

•:   .(^• 

^-^-?-» 

(9) 

!?-ft-^=»- 

(10) 

Setzen   wir  die  senkrechte  Höhe  von  E  bis  auf  die  Ebene  ABCD 
gleich  h^  und  den  Inhalt  des  Octaeders  gleich^  JT,  so  ist: 

.    K=\AB.BC.h.wk^ 

und 

folglich 


y^ 


:^siu<°-^^-y^iD^°-;-^?'^ia^°V^y>  <") 


um  dte  Grössen  AB^  BC,  EO  zu  besiimoien,  setzen  wir  in  der 
Gleichung  (3)  x^=0,  so  ist  die  Gleichung  von  AB  folgende: 

Ins  derMlbeo  CSIei^uag  erhalten  wtr  aber  auch,  wenn  wir  nach 
einander  «s=0  und  y=0;  «s=0  und  ^£=0;  ji;  =  0  und  y=0 
setzen:  • 
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Dtdnrcb  erhaUen  wir  aus  den  Dreiecken  OAB  nnd  BOC'. 

FohreB  wir  die  gafundcnen  Wertbe  nonJB^  BC nni  BOlnSo^U 
ein,  und  setzen  der  Kürze  wegen: 

lV8ia^"-*-;-^y^i,^£±4ll-gJ,in^"-^^-^^^in^-"y-^ii=i» 
■o  ift  ' 

Wir  finden  aber  auch  für  die  Gleichung  von  JIB : 

Ans  (12)  und  (14)  folgt: 

»1*  yi  sin(y  +  V')* 

woraus  wir 


also 


'  sintff  =  ,  y  "  '^    .  ^    .  ^ 


und  » 

cos  t(/  ■*—         ■_-■  ■       ■  — - -f — ^-      "    ~ 

^"^yi'H-^i*^!*— ^1*^1*^1^1  cos/- 

erhalten. 

Weil  aber  aircb  jiB  t  B  Czss  sin  (9r^+  ^) :  dn  ^,  tfo  ist : 


udT C=  ?^  und  auch  JC=::  VAB^  ^  äC*  —  »JA .  BC .  cos  jp. 
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SO  fifideD  wir  nach  der  Subätitiition  der  Wertbe  von  Aß  and  BC 
und  der  GleichsetKung  beider  ^Wertbe  von  AC 

cos  y  .=?= 

also  aueb 

Bin  g>  = 


Fübren  wir  diesen  Wertb  von  sin  9  in  der  Gleicbuog  (13)  ein, 
ao  ist 

Um  den  kleinsten  Wertb  von  K  su  finden ,  betracbten  wir  % , 
als  eine  Function  von  js^  und  yi>  uad  setzen  die  Wertbe  votf  -^rr 

dK  "" 

und  ^  gleicb  Null,  bestimmen  alsdann  ans  den  resnltirenden  Glei- 

.cbungen  die  WertLe  von  ^,  und  y^,  so  erbalten  wir: 

Nacb  No.  2  ist  aber  *,  =c,  |/l—  {^j*—  j|ij*,  also  aucb 


■••V'-isr-isü" 


*ii —  ciyi 


mitbin  sind  die  Bestimmungsgleichungen  für  as^^  y^  und  «, : 

..^..l/l-lfjp.lljj'     (18) 
woraus  wir  leicbt 
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t/k 


•I     (19) 


finden ;  setzen  wir  statt  der  Grössen  a^,  d^,  c^  ibre  oben  angege- 
benen  Wertbe,  so  ist 


^i —  3  '  y»  —  3'*'  —   3 


Auf.  gleiche  Art  finden  wir 


(20) 


a_  j^  c 

^2  —  "~  3  '  ^»  ~r  3  \  *•  —  T 

a_      l  e 

a^      b^  c 

a?4 — —  5>y4 — —  3  »  «4  —  y 

0  ^  c 

a^  h^      c 

^«  —       3  ?  y«  —  3'*« — ~"  3 

a^      b^      c_ 

.    ^T  3  9^7 3  9*7 3 


Für  den  Inhalt  des  gesuchten  Körpers  finden  wir  daher 
i:;=^y.i,<-gi^si,j2:j^>sin^g:=^^  (21) 

^  oder  oveh 

.•••(22) 

Vergleichen  wir  die  Gleichungen  (2),.  (19)  und  (22)  mit  jenen  in 
(1),  (20)  und  (21),  so  finden  wir  nach  den  drei  erstem: 

Dass,  wenn  um  irgend  ein  gegebenes  dreiaxiges  Ellipsoid, 
von  welchem  allgemein  drei  beliebige,  jedoch  einander  zugeordnete 
Durchmesser  die  Grössen  2.^,  2B  und  2C  haben,  das  kleinste  rhom- 
bieehe  Octaeder»  dessen  Ecken  in  den  Verlängerungen  dieser  Durch- 

A        B  C 

messer  liegen,  beschrieben  werden  soll;  alsdann  r7=»  \7^^^^  \7^ 

die  absoluten  Grössen  (ohne  BerScksichtigung  der  Zeichen)  der 
drei  Coordinaten  der  acht  Berührungspunkte  des  Ellipsoida  mit  den 
Seitenfläche^  des  Octaedere  sind,  ferner  dass 
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der  Inhalt  dieses  kleinsten  Octaeders  ist  (wo  a^  ß  und  j^  wie  oben 
die  Winkel  bezeichnen,  .welche  die  Dorchmeaser  2iff  und  20»  2^ 
und  2Cy  %A  und  %B  einschiiessen).  * 

Bndlicb  ergiebt  sich  aus  den  drei  letztea  Gleichungen  No.  1» 
20  und  21,  dass,  wenn  in  ein  gegebenes  Octaeder,  dessea  Achsen 
(Diaffonalen)  2«,  U  und  2c  sind,  ein  grösstes  Ellipsoid  einbescbrie« 
ben  ist,  und  alsdann  um  dieses  letztere  wieder  das  kleinste  Octae- 
der,  dessen  Ecken  auf  den  Verlängerungen  der  Durchmesser  2^, 
2^,  2c  liegen,  beschrieben  werden  soll,  dieses  letztere  mit  dem  ge- 

S ebenen  Octaeder  identisch  wird;  so  wie  auch  die  BeriibrlingspBnkte 
er  Seitenflächen  des  erstem  gegebenen  Octaeders  mit  dem  griiss- 
ten  Ellipsoid«  .mit  jenen  der  entsprechenden  Seitenflächen  des  ge- 
suchten kleinsten  Octaedtrs  mit  dem  Ellfpsoid  zusammenfallen. 


II. 

Es  ist  ein  Parallelogramm  ABCD  (Taf^  VIT.  Fig.  8.)  gegeben  ; 
man  soll  die  grösste  EUipse  in  und  die  kleinste  um  dasselbe  be- 
schreiben. 4 

Für  deu'  ersten  Fall  seien  AB  z=.  a^  ACz=zh  die  Seiten« 
und  CAB  =  u  der  von  diesen  eingeschlossene  Winkel  des  Pa- 
rallelogramms; ferner  sei  für  ein  rechtwinklige^  Coordinatensystepi 

Jfy»-|-2iff^y-*-Cr»-f-2jOyH-2iEr-hF  =  0....  (1) 

die  allgemeine  Gleichung  für  einen  Kegelschnitt. 

Nehmen  wir  aber  AB  als  Achse  der  a:  und  AC  als  Achse 
der  y,  so  ist,  wenn  j/  und  y'  die  neujen  Coordinaten  bezeichnen: 

07  =  iftr' -h y' cos a,  y=^sina. 

Führen^  wir  diese  Werthe  von  je  und  y  in  der  Gleichung  (1)  ein, 
so  erhält  sie  die  Form 

^»4^2iff'ary4-CiP'»H-2Z>y+2iEr'-|-/'===0....  (2) 

wo 

^'=s^since*-4-^i^sniaeoso+  Ctoaa* 

B^:=B  s\na+ Ccosa 

lys^Bsma-^EcoBa 

ist.  , 

Für  d/  =  0  erhalten  wir  aus  (2)  , 


^=-f±V^ 


-AF 


Da  aber  die  Ellipse  die  Seite  AC  berühren  soll,   so  kann  p' 
einen  einzigen  Wertb  baben»  folglich  mnss 


ir^^A'F=0....    (3) 
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•eiiL  Dadftrek  wind  aber,  wena  /der  BerilliraDgipvBkt  der. Ellipse 
mit  der  Seite  AC  ist, 

Ganz  avf  gleiche  Art  erhalten  wir,  wenn  M  der  Berühmngspunkt 
der  Ellipse  mit  AB  ist: 

E>^CF^^....    (4) 
iMid 

um  die  Ordinate  BL  des  Berührungspunktes  £  der  Ellipse  mit  der 
Seite  BD  zu  erhalten,  setzen  wir  in  der  Gleichung  (2)  a/:=a, 
wodurch  wir 

y—         A ; jt ' ^ 

qrbalten.  Da  aber  auch  in  diesem  Falle  y  nur  isinen  eiaiigen  Werth 
haben  kaoD,^so.  muss  die  Gleichung 

statt  finden;  daher  wird' 

Ebenso  bekommen  wir  für  y=:^  die  Gleichung 

|Ä'Ä-f.i^j»— q^'Ä»+2Z>'^  +  JPj=0....    (6) 
und  wenn  sich  die  Ellipse  und  die  Seite  CD  in  K  berühren,  so  ist 

Ans  der  Verbindung  der  Gleichangen  (3),  (4),  (5)  und  (6)  ergeben 
sich  folgende  zwei: 

^{Ä'«jP«-./>'«i^|<»  +  ^jÄ'/y/'— ^/y"j=0....    (7) 

^jÄ'«/'»  — iy>iE;»j^  +  ^j/?'ÄJF— Z^'^J.äO....    (8) 

Vervielfacben  wir  die  erste  dieser  Gleicbnngen  mit  h  und  die  an- 
dere mit  a,    subtrahiren  alsdann  die  Producte,    so  erhalten  wir 

/>'==.^.    Aua  No.  7.  Ut  aber  i^rs-f^  ±g,{Ä»  +  /'}. 
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FUbreti  wir  m'.diMer.GleichiDf^.  den  Wertfarvon  H'  eio,  io 
haben  wir  für  das  Zeichen  + 

B'  =  ^...,   (9) 

und  für  das  Zeichen  -^  .     .  . 

Werden  die  Werthe  van  ji\  C,  B'  und  der  letzte  von  B'  in  No.  (2) 
eingeführl;,  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse: 

^y"-il^+2^l^y'+?^*+^V+2^+-f^.".  (11) 

Aus  dieser  ist 

y'=-^^\{Ba+2F)a'^I^a\dL^yF\^^  (12) 

Wird  diese  Gleichung  mit  sin  a  ,  dacf  multiplicirt,  alsdann  integrirt, 
vttd  das  Integral  von  ^3=0  bis  a/'ssza  genomnen^  so  erhalten 
wir  für  das  Zeichen  +  den  Flächenraum  der  Fignr  AJKLB^  und 
für  das  Zeichen  —  die  Fläche  der  Figur  AIMBLf.  Im  ersten  Falle 
erhalten  wir:  - 

b  sin 


""f  (2;r'  -  a)  \//pi+J7(F^::^Pj 


Für  o:'  =  0  ist  Conat  =  ^-^  \/F{^Ea-{-F)  log  (- 1), . 
mithin  ist 

sin  aj^  f/da/  =  ^  sin  a  +  ^*  \^F{Ea  +  F)  .  log  (- 1), 
folglich  ist 
dieeHipti8cheFläche^7iS:ZÄ==:^s»na+^-jg?l//\^^ 

Für  das  Zeichen  —  finden  wir  ebenso 
dieell}pfischeFlJiche^/4/Z/?==^'si«a--~?l//'(£^ 

Daher  ist  die  Fläche  der  Ellipse  s^Yb6tsB~g^i/jr(£Viwt.F)  .log(--l). 
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F 
Setze»  wir  in  diesem  Ausdrucke  ^  rs  «j  differenziireD  denselbeo, 

und  teilen  alsdana  das  Differential  desselben  gleich  NaU,  so  er* 
halten  wir:  '» 

0  +  2«  =£: 0,  also,  X  =s — j; 

mithin  wird  der  Ausdruck  fOr  die  Fl&ohe  der  Ellipse  ein  Ma:icittum, 

wenn^  =  —  y  oder  F:=s, —  ist    Durch  die  Einführung  dieses* 

Werths  ron  F  in  den.  letzten  Ausdruck  fiir  den  Inhalt  der  Ellipse 
erhalten  wir,  wenn  wir  jenen  Ausdruck  mit  /  bezeichnen: 

J=^8ina.Kiri.iog(— 1)....    (13)       . 

Da  aher  allgemein  log  {cos y  =p  sin  tp\/ZZ\  \  =  ± ^kn  —  gp)\/ZrT 
iaty  was  auch  k  für  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist,  wenn^ 
wirJf=l  und  9>=:7r  setzen: 

log(-l)==Ü;rV/Crr. 

Nehmen  wir  das  untere  Zeichen  und  substituiren  diesen  WeHh  von 
log  ( —  1)  in  der  Gleichung  (13),  so  ist 

/=— sin«.,..     (14). 

Führen  wir  endlich  den  obigen  Werth  von  F  in  der  Oreichung 
(11)  ein,  so  erhalten  wir: 

b  m- 

oder,  wenn  wir  die  Quadrate  ergänzen,  und  y*— ^■^■^^•''•^''"T 

=  ^  setzenr 

«»•i»  +  ÄV»  =  ^....    (15) 

Bs  sind  also  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  mit 
den  Seiten   desselben  parallel  gezogenen  Linien  fJL  und  MK  die* 
jenigen  zugeordneten   Dn^hmesser  der   Ellipse,   welche   ihre  Be- 
rührungspunkte mit  den  Seiten  des  P)trailelogrammt  verbinden. 
Endlich  ist  die  Fläche  des  elliptischen  Baumes 

.  ^ZKZ.Ä=~{4  +  7r}8ina 

jUki'  die  Fläche  des  elliptischen  Raumes 

^/ilfilZtz  Y  14  —  ;r  j  sin  a. 
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-    Um  die  kleinste  Ellipse  um  das  Parallelogramm  zn-  bescbrei- 
^  ben^  nebmen  wir  jiB  und  AC  su  Coordinatenacbsen  und  bebalteti 
aUe  übrigen  Abaalimen  wie  im  ersten  Fall  bei';  alsd«»  -fiiüleB  wir 
leicbt,  dass 

8«  dMS  ulso  die'Gleicbang  der  nmscbriebcMB  ElKpse  • 

ist.    Bestimmen  wir  ans. dieser  Gleiebung  f/^  Tervielfachen  alsdann 
mit  Ana, da/  und  integriren,  so  ist 


tj^i/da/  =  -j  sin  a  ±  -5.  {—ItV  ^ 


Sin«    -"-  -  '-'   .--^«Ci.      kCaf^ 


Ä 


Ca\ 


(2af 


-m 


+  il'  +  -T^Jr.^l^  ,^.1+C........    (17) 

Cm  den  Inbalt  /^  der  Ellipse  mittelst  dieses  Auadracks  zn  be- 
stimmen, so  Inüssen  wir  vorerst  bemerken,  dass  dfe  Seiten  AG  und 
BD  des  gegebenen  Parallelogramms  parallele  Sehnen  der  zu  be- 
stimmenden Ellipse  sind,  und  dass  daber  eine  durch  die  Mitten  die- 
ser beiden  Seiten  gezogene  Linie  ein  Durcbmesser  derselben  ist; 

verbindet  man  daber  die  Gleichung  ^==  y  dieses  Durcbmesaers 
mit  der  Gleichung 

'      i/=^±^b-  +  4«|.r'  - \^,a/\ 

die  wir  aus  (16)  erbaJten,  so  erhalten  wir  die  Abscissen  AP  Xkni 
AQ  der  Durchschnittspunkte  dieses  Durchmessers  mit  der  BNipse, 
nämlich : 

und  '         .  I 

.Das  Inte^al  zwischen  diesen  beiden  Grenzen  genommen  und  das 
obere  Zeichen  im  Ausdruck  (17)  gebrancbt,  giebt  die  Fläche  des 
elliptischen    Raums    PNCSDOQ,     Das  Integral  von  ^'  =  0    bis 

^1  =r  —  Wa  —  l/«*  -f-  yr  *' f   gea<>»»ett  und  das*  unfer«    2ei* 

eben  in*No.  17.  gebraucht,  giebt  ^ie  elliptische  Fläcbe  APN, 
Nehmen  wir  ferner  Ann  Integrm  ¥on  ^  ==:  «»  bis  or'  =  ^  | «  -f- 

r/^^-l-:£^*|  ebenfalls  mit  dem  HnternT  Zeichen  in  No.  17,  0^0  er- 
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lialtett  wir  die  Flädie  des  Bmoms  BOQ;  ^ndliob  f^piebt  dai  Integral 
von  ^  =  0  bis  af  ^  a  mit  Beibehaitnnff  des  ZeiclMM  — -  die 
Fläcbe  AMIt. 

Fübrea  wir  das  so  eben  Angegebese  aus  nnd  bemeiiLeii,  dass 
die  Fkikbe  der  unMcbriebenen  Eiliim^  UNS  O^ss^mm  jMCJSIßOQ 
4«  Räam  jiBB  ^  Ram  jiPJV  ^  Raun  BOQ  ist,*  so  erbollen  wir 
ftir  den  Inhalt  der  Ellipse  folgenden  Auadrack: 

/-= f-= .,..    (IS),, 

*l/|      •■■.  .      ^^        >  .-. 

Setzen  wir  wieder  -p  =  x,  so  ist  .  .., 


mitbin 


df 

d% 


r  — ML±^!MiLfiaff      '    >io\ 


Aur  dieser  Gleicbung  ist  «=:^=sy,  mitbin  C= — p;  dadurcb 

wird  der  Ausdruck  für  den  Inbalt  d^r  Ellipse  HN80  in  No.  19 
o^er  (19)  zu 

7'=r^8ina (20) 

Weil  nu  die  Gröase  dee  Durcbmesaers  NO  =s=  ^P^*  ^Q 

=  |/»»  +  ^Ä»,  10  ist  iVö  =  «\/2. 

Setzen  wir  endlicb  in  (16)  ^  statt  ^p»  nnd  -r-  statt  o?',  so  er- 

balten  wir  für  die  Grösse  des  Durcbmessers  R8,  der  dem  NO  zn* 

geordnet  ist,  den  Wertb  b\/%    Die  Gleicbung  der  gesucbten  Bt- 
pae  iat  daber: 

oder 

nnd  wenn  wir  «  statt  y  — y  wnd  ^  statt  or — ^  sc^^reibcn: 

«»»»+,«»*' =:^...;     (21) 
Aus  (U;|^  (15),  (20)  UDd  (21)  folgt: 
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• 

a)vda8fl  die  umschriebene  Ellipse  sweimUso  gross  ist  als  die 
einbeschriebeDe; 

b)  dasB  beide  ähnliche  oad  gleichlitegende  Ellipseii  siad. 
Der  tweiie  Theil  dieser  Aii%abc,  nämlich  die  kleinste  Ellipse 
nm  das  Parallele^ramm  ABCD  (Taf.  VII.  Fig.  8.)  sn  besehreiben, 
lässt  aich  auf  viel  kürzereai  Wege  auflösen.  Ziehen  wir  nämlieh 
durch  den  Mittelpunkt  E  des  Paraileiograaims  mit  AB  und  AC  ^^ 
parallelen  Linien  ^O  und  8R^  so  geben  diese  die  Lsjre  zweier 
zugeordneter  Durchmesser  der  zu  suchenden  Ellipse  an.  Bezeichnen 
wir  nun  JNE  und  RE  mit  /  und  g-,  ferner  den  Winkel»  den  BR 
mit  der  grossen  Achse 2^  der  Ellipse  macht,  mit  lo,  und  den,  wel* 
chen  JNO  mit  derselben  bildet^  mit  ^\  und  ist  endlich  %B  die  kleine 
»Achse  der  zu  bestimmenden  Ellipse,  iSO  haben  wir,  nach  den  be- 
kannten Sätzen  von  den  Kegelscnnitten,  folgende  Bestimmnngsglei- 
chunge'n:  ^ 

4/»g^«  =  ay  H-^y»  . . . .    (Ij 

A*  sin  0) 


^                             Zf-  BlIJ  GV 

(2) 

^    — co8(«-(ö)8in«-"- 

,        i?»cos(a  — w) 

(3) 

*        ■     sin  Ol  .  sin  a     ' ' ' ' 

A  .  B  =/g"  sin  a 

(*) 

pezeicboen  wir  endlich  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  wieder  mit  F^ 
so  ist 

r=ABn....    (5) 

Drucken*  wir'  J*  durch  a,  ^,  tt  nnd  Functionen  tob  a  uiid  a»  aus,  so 
finden  wir: 

» n  i^a  l/sin2(a  — w)   ,    j.l/      sin2öi       |    .  .^. 

4  •       r        sin  2«*  r   sin  2  (a  —  o>) '  ^  ' 

mithin 

rfr__w  .       ( — .a»yin2g ^»sin2« ) 

*»      *  j  sin2w»l/sin2acotg2w-cos2a     «n2oi»  |sin2acotg2»— co82a{l  j 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  gleich  Null,  und  bestimmen  alsdann  den 
.Werth  von  cotg2cD,  so  erhalten  wir; 

.    ft  a*  cos  2«  -#-  Ä* 

cotg MO  = ,   .■  J^ — . 

ö  ff'  sin  2a 

Suchen  wir  mittelst  dieses  Werths  die  Ausdrucke  I/ehI^^  ^^^ 

Y       sin2i». 

l/.  "7^    ,,  so  erhalten  wir: 
r   sin2(a  —  w) 


Digitized  by 


Google 


385 


•Uo  (Ifttselbe  wie  oben. 


XLII. 

Ueber  eine  nene  geodätische  Anfgabe. 

Von 
dem  Heraasgeberi 


f  1. 

Die  folgende  Aufgabe  ist,  so  viel  ivir  wiMea,  noch  nieaala 
behandelt  worden,' dürfte  aber  sowohl  in  iheoretiseber  als  auch  in 
praktischer  Beziehung  mehrfaches  Interesse  darbieten: 

Aus  vier  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  He- 
genden Punkten  Af,  M^^  M^y  ü/.,  deren  Entfernungen, 
von  einander  bekannt  sind,  werden  zwei. andere  mit  j^- 
nen  vier  Punkten  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  8 
und  /S,  gesehen,  und  in  den  Punkten  M^  Af , ,  M^^  M^  die 
ISjO«"  nicht  übersteigenden  Winkel  SIHS,,  SM, 8,,  SM^S^, 
SM^S^ ,  welche  die  von  einem  jeden  der  Punkte  if,  A^,, 
jl#,,  AT,  nach  S  und  S^  gezogenen  Gesichtslinien  mit 
einander  einschliessen,  gemessen.  Man  soll  die  Lage 
der  Punkte  jS^  und  S^  bestimmen. 

Weil  diese  Aufgabe  eigentlich  nur  ein  specieller  Fall  einer  weit 
allgemeinern  Aufgabe  ist,  welcher  wird  bald  eine  besondere  Ab- 
handlung zu  widmen  hoffen,  so  wollen  wir  in  den  drei  nächsten  Pa- 
ragraphen von  einigen  allgemeinern  Betrachtungen  ausgehen,  welche 
uaa  sfiäterbin  bei  der  Auflösung  des  in  Rede  siebenden  allgemeinen 
Problems  von  Nutzen  sein  werden,  wenn  dieselben  auch  für  unsern 
nächsten  Zweck  eigentlich  nicht  in  dieser  Allgemeinheit  angestellt 
zu  werden  brauchen. 

f  «• 

Wir  denken  uns  drei  beliebige  Punkte  jlf  und  S,  S^  im  Raune, 
und   bezeichnen   deren   Coordinaten   in  Bezug   auf  ein   beliebiget 
rtobtwinkliget  CoordiuateiisjBtem  reapective   durch  a^   6,  c  und 
timu  nr.  25        *      . 
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jc,  y^  %\  ^1,  ^i ,  X,.  Ferner  wollen  wir  die  KatfernuDg^en  M8 
'  und  MS^  des  Punktes  M  v^n  den  Pnnklen  S  und  iS^,  durch  r 
ubd  r,,  den  von  den  Linien  M8  und  MS^.  on  ,deni  Punkte  M  mit 
einander  eingeschlossenen,  180<^  nicht  übersteigenden  Winkel  dureii 
a,  und  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  unter  denen  die 
Linien  M8  und  M8^  gegen  die  positiven  Theile  dreier,  durch  den 
Punkt  M  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen  geneig't 
sind,  respective  durch  9,  i/^,  ;|f  und  fp,,  ^i,  X\  bezeichnen.  Dies 
vorausgesetzt  haben  wir  nach  den  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie die  Relationen 

(   ar  =  «-f-r  cos  9, 
1)  i  y=  ^-Hr  cos  % 
%z;:^c -\- r  cos  x\ 
und 

2)  j  y,  =^+r,   cos  V'if 
'   »,  =c  +  rj  cos  ;r,; 

so  wie  ferner  die  Gleichungen 

'       j  cos  y' -l-cos  ^•^cos  jU*  =  1, 
I  cos  9,»  + cos  ^i'  +  cos  ;^,^2=.l 

und  ^  '  "     ' 

4)  cos  9>  cos  9>|  +  cos  yp  cos  t^,  +cos  ;|f  <fos  ;)f,  =s  cos  a. 
Ans  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt 

IOT  — «  ^       y  — Ä  «  — r 

cos9  =  -— -,  cosV=-7-,    cos;|;  =  — -; 
cos 9.  =— r — ,  costp,  — T — >  «^/i=-T — i 
'^i  ^1  '^i 

also  mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4) 

und 

7)  (*— te)(-r,~ai)-f-(y— ^)(y,  —*)•♦-(*— c)(*,--c)5bs#v,  coao. 

Beseichnet  nun  ^  den  doppelten  Flächeninhult  des  Dreiecks 
83f8^,  so  ist  bekanntlich 

8)  ^=:rri  sin  «', 

und  folglieh  iiadi  dem  Vorhergebaädoti 

9)  <<4;— «)  (äf,  — #)  -f-  (y~*)  (yi  •-'*H^(ä  ^e)  (i ,  — e)  ss  ^  eöt  tf 
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oder  .  '  - 

10)  aroTj  -I- yy,  +  »»I  —  « (^  +  ^i)  —  ^ (y  +  y»)  —  c (»  +  *,) 

=  ^  cot  ff  —(«»  +  *»  +  €?•). 

LiegcD   dhe  drei  Punkte  ^  uud  S^  S^    in  der  Ebene  der  ^y, 
••  isty  Wie  sieh  a«  de«  Vorher^ htaden  anaittelbar  ergiebt: 

11 )  jpa:^  +yyi  — a(a:H-Är, )--%+yj)  =  ^  cot  a  —  (»'  +  ä»). 


.'V  §.3. 

Wir  wollen  un»  jetzt  vier  in  der  Ebene  der  ofy  liegende  Punkte 

denken ,  deren  Coordinateo  in  Bezug  auf  da«  zum  Grunde  gelegte 
recbtwinILlige  Coordinatensystem  respective 

sind;  und  8^  S^   sollen  wieder  zwei,  beliebige  Punkte  im  Räume 
sein,  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  dasselbe  rechtwinkVg^e  System 

4r>  y,  »  und  ^i,  yt,  «^ 

sind.    Beseiekuen  wir  nna  die  180<^  nicbt  ii»er8tc%eBd«o  Winkel 

-     SMS,,  SM,S,,  SJU^S,,  SM^S, 

respective  durch 

a,  Äi,  a,,  a,; 

die  doppelten  Flächenräume  der  Dreiecke       ,  '  ^ 

SJiStj  SM iSif  SM^S^y  SMtSi 

revpeetive  durch 

A'  An  Aa>  At) 
und  setzen  4«r  Kttrze  wegen 

1«)  arir,  H-yy^-H-WfiaBl/,  ätH-ä?,  =saX,y-|-5fiaB  r 

und 

!^  CO t  a  —  (a»  Ht  Ä*J|  =  fl, 
A»cota,-K»+^«)=fl„ 
A,cota.-(w,»  +  Ä,»)=fl., 

so  erhalten  wir  nach,  10)  die  vier  folgenden  Gleicliungen: 


25* 
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Eliminircii  wir  dqd  ans  diesen  vier  GieiekiiDgea  die  drei  GrSi 
ü^  X,   F,  so  erbalten  wir  die  bemerkenswertbe  Relation 

15)       |(a.-a.)CÄ.-*,)-(«t-«J(^-^.)}  Ä 

+  {(«.-«.){^-^i)-(«-«i)(^i"^.)|ß. 

oder 

16)      {(a,-a,)Ä,+(«,-«,)^"*-K-<'a)^.|ß 

-  {(a,-«,)^  +  («,-#r)Ä,H-(ir-«,)Ä,iÄ,       ^^ 

—  {(«, -<».)^-«-(«a-^)*i+(»-^«.)MÄ. 

und  fotplicb,  wenn  man  fär  die  Grössen  S2^  ß^^  Q^,  S}^  ihre  aus 
dem  Obigen  bekannten  Werlbe  in  diese  Gleichung  einführt: 

17)      IC«i—»i)^.+C«.—Ä.)*a +  («.—«»)*•!  A  cot  a 

—  }(•,  2-lar,)  *-!-(«, —a)Ä,  +  C«  —  «t)^tl  Ai  cot  a^ 

+  IC«'r  — «s)^  +  C«.  — «)*i+C»  — «i)^sl   Aa   cot  O, 

—  {C«i— ^^P^  +  C^^s— »)^i+C«  — «i)^al    At   cot  «, 

=    IC«. -•.)^+(«.-^.)^.  +  C«i-«.)^.  !(«•  +  *•) 

-  l(aa-«,)^  +  («.-<»)^a4-(«--rO^.|(«,*  +  ^0 

Wenn  die  vier  in  det  Ebene  der  j^y  lie^nden  Punkte  Af,  Jf,, 
Äf, ,  jl#,  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  und  diene 
gerade  Linie  als  Aze  der  a:  angenommen  wird,  so  erbalten  die 
Torherffehenden  Gleichungen  die  identische^  Form  0  =  0.  In  die- 
sem Falle  bat  man  aber,  wenn  man  bloss  drei  in  derselben  geraden 
Linie,  welche  als  Aze  der  or  angenommen  wird,  liegende  rankte 
My  Miy  M^  in  Betrachtung  tiebt,  nach  10)  die  drei  Gleichungen 

V — aX  =  ^  cot  a  —  »•, 
V — 0,  X  =  ^j  cot  Ot — a/*, 
^— a,X  =  A»  cota,  —  aF,*5 

aus  denen,  wenn  man  sie  nach  der  Reihe  mit  aj-^«,,  «,  — «, 
a  — «,  multiplicirt  und  d^nn  lu  einander  addirt,  sogleich  die  Re- 
lation 
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18)  («I  —  «j|)^cota-|-(a,  —  «)A,  cota, -|-(«  — «,)./^,  cota,. 
=  («I  —  <»»)«'  +  («t  —  »)  »X  •  +  («  —  *,)«,» 

oder 

19)  («1,— «,)Aeoto  +  (a,  —  flr)Ai  cot«,  +(a  —  ^i)  As  cota, 
=  (»  —  «,)  AT«,  -4-  (a,  —  a,)  a,i»,  +  («,  — a)  a,« 

erhalten  wird.    Weil  aber,  wenn  Py  Qy  R  drei  beliebige  Gröeseii 
beseicboen,  wie  man  leicht  findet,  inaer 

20)   (e-Ä)/^  +  (Ä-/0  «•  +  (/*- ie)Ä* 

=  -(/»- e)(e-/i)(Ä-/») 

ist,  ao  kann  man  fiie  Gleicliunfi^  18)  auch  anf  den  Ausdrack 

21)    (aj  —  a,)  A <:ot a  +  («,  — «)  Ai  cot«i  +(«  —  «i)  Ai  cota, 
=  — (a  — aj(flri— »,)(ir,— a)     , 

oder  auf  den  Ausdruck 

aa^  A  cot.g  A^  cot  g, A>cota,  ^ 

bringen. 

Ferner  wollen  wir  jetxt  fünf  beliebige  Punkte 

My      3/iy     M^y      M^y      JH^  ^ 

ia  Rauae  betrachten)  doren  rechtwinklige  Coordinaten  reapectire 

ay  by  ij;  Ä,,  Ä,,  <?,5  a,,  Ä,,  r,;  «,,  h^y  e^\  a^y  b^y  e^ 

sein  mögen;  und  8y  Sy   sollen  wieder  xwei  beliebige  Punkte  im 
Räume  sein,  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  dasselbe  System 

or,  ^^  %  und  ^r»,  y„  », 

sind.    Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen  auf  ähnliche  Art  wie  im 
vorigen  Paragraphen 

und,  indem  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel 

SMSy.  SM,S,y  8M^S,y  SM^S^y  SM^S, 

respective  durch  * 

»j  «II  «31  «a>  ^tf 
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die  doppelten  FUchenrüame  der  Dreieeke 

SMS,,  SlU,S,r  SSf,S„  sjtr,s„  JSJV^S, 
reapectire  durch 

A>  Ai»  A>>  A>>  A« 

beseicbnet  werden, 

A  cot«  a  —  (a» -J- Ä* -4- c») issfi, 
A,  cot  «i— (a.»-|-Ä,»-*-c,»)=:fl„ 
U)  {  A.  cot  o,-(a,»  +  Ä,»+c,«)=JJ,. 
A.  cot  «,—(«,»-!-*,» -t-c,»)  =  fi„ 
A«  cot. ««  —  (««•  +  Ä«»  +  «,»)  =  iZ« ; 

•o  beben  wir  nach  10)  die  fünf  folgenden  Gleicbungen: 

ü—aX  —  6Y—cZ=ü, 
U—a,X  —  6,Y—e,Z  =  a„ 
85)  }  </-«,X  —  *,r-«,Z=aJJ„ 
//— A,X  — Ä,  F— c.Ä  =  i2„ 

ans  denen  eich  durch  Blimination  der  vier  Grössen  ü,  X,  Y,   Z 
ohne  Schwierigkeit  die  folgende  beaerkcDaweitbe  IU|)^ieB  ergiebt: 

26)  0=  ,       (a.-«,) {(*.-*.)C«.-0-C*.-*JCc,-c,)j . 

(4- («,-•«)  ICÄ-ÄOC^.-O-C^.-ÄJC^-e.)!» 

f+c«.-««)i(*-o(«'.-o-c*.-*i)(c-on 

+    +  («,  -0,)  \(6,-A,)(c-c,)  -  C*-*,)Cc,-OI    a. 
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in  die  mb  nuii  nach  Uicbt  o«cfa/die  atts  den  llbigen  bekaiioteB 
W«rthe  ¥0Q 

A  Ä.,  fl^,  Ä„  A4.   . 
einfiibreD  lasseo  worden.  ^ 


f5. 

lodem  wir  der  Aufgabe,  wekbe  den  eigeDtlichen  Gegenstand 
dieses  Aufsatzes  ausmaclien  soll,  nan  näher  treten,  wollen  wirjetxt 
anuelrmeb,  doss  aus  vier  in  der  Ebene  det'  jpy  und  in  einer  uud 
derselbien  geraden  Linie,  welcbe  als  Axe  der  or  angeuooimeu  wer- 
den soll,  liegenden  Punkten 

xlv,     ilf||     i«)/     ^»f 

deren  Ceordinaten 

«,  0;  a,,  0;  «„  0;  «„  0 

sämmtlicb  als  gegeben  betrachtet  werden,  iwei  in  der  Ebene  der 
jpy  liegende  Punkte  S  und  S^,  deren  unbekannte  Coordinaten  or, 
ff  und  or,,  $fi  sein  sollen,  gesehen,  und  in  den  Punkten 

ilf,       Ml,      M^y      M^ 

die  180^  nicht  überateigeoden  Winkel 

SMS,,  SMiS,,  SM^S,,  SM^S.y 

welche  durch 

«,  «,,  «„  «, 

bezeichnet  werden  mögen,  geoieraen  werdeo,  und  wollen  uon' Un- 
tersuchen, ob  sich  aus  diesep  Datia  die  Laffe  der  Punkte  8  und 
Si  in  der  Ebene  der  a^y,  d.  h.  die  Grösse  der  Coordiaaten  ^,  y 
und  ^, ,  yj  bestMinen  laaat,  wobei  wir  wie  früher  die  doppelten 
Flächen  räume  der  Dreiecke 

SMSiy  SM\S^^  SM^S^y  SM^Sf 

respective  durch 

A>  Ai9  As«  At 

bezeichnen  "werden. 

Nach  11)  haben  wir  unter  den  gemachten  Voroussetzungen  «u- 
▼orderst  die  folgenden  Gleichunff^: 

^TÄ?!  -l-fy,  — a(ar-|-d:i)=Ä^cota  —  a», 
o;^, -f-yyi— flr|(a?  +  arj)  =  Ai  cot«!— «,% 
^   IdT^i+yy,  —  «aCdr-HjpJsss^aCota,  —  «^», 
1^^, +yy,  —  «,(ar-f-a?,)=Ai  cot«,—«,»; 
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und  ein  bekannter  Saf»  der  analytischen  Geometria*)  liefert  uns 

feroer  die  folgenden  Gleisbungen: 

in  denen  für  ' 

«»  »1»  ^»»  »• 

jede  beliebige  gerade   oder  ungerade  ganse  Zahl  ffeaetzt  werden 
kann,  jenachdem  man  lich,  um  respcctive  von  dem  Funkte 

durch  den  Punkt  S  zu  dem  Punkte  S^  zu  gelangen,  na<^  derselben 
Richtung,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  jp  durch  den  rechten  Wickel  (jcy)  hin- 
durch zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder 
nach  der  entg^geogesetzfen  Richtung  hin  bewegen  muss. 
Setzen  wir  nun 


also 
und 


j  a?  — or,  =2«,,  y  — y,  =2e»,5 

30)   j^  =  -'  +  «'oy=e'-4-t.,; 

\  ^,  =«  — i#j,  y,  =r  — tTj 

3n  l  ^-^^i+yy»  =  •*"*"*'* *~*'»''^*'»* 
1  ^yi— y^i=  — *(wi— «Wi); 

so  werden  die  Gleichungen  27)  und  28) 

iu*  +  v*  — -i»i*  —  «'i'  —  2«i#  =  Acota  —  a*, 
»*■+•«'*— «'i'  — Ol* -^^i»=At  ««*«!— a,% 
»»  +  »»  —  «,'—  «^i »  —  2a,i#  =  Aa  cot  a,  —  a, >, 
i»»+r*— •»!*— tr^«— 2a,fi  =  AiC0ta,  ^«,*; 

und 

iA  =  -(-l)«.2(iier,-€^,--«r.), 
^,  =-(— l)'i  .2(w,— rir,— a,«^,), 
A.  =  -  (-  l)'-  •  2(«r.  ^tm,^  a.v, ), 
A.  =  -  (-  1)''  •  2(titr.  ~f^^  —•««',); 

und  nach  gehöriger  Substitution  dieser  Werthe  von  A>  An  A»»  A« 
in  die  Gleichungen  32)  erhält  man  also  die  vier  folgenden  Glei- 
chungen zwischen  den  Grössen  «,  p^  ^nV^i 

•)  M.  s.  Archiv.    Tbl.  HL    S,  2W. 
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:  — «, 


ft 


—  a 


% 


^)^ii»H-tr»— »»»— 1^»«+(— 1)».  .2cot«,.(w,— fW,> 

2«,»  — (- 1)».  .2flP,  cot«,  .  tf,  *  "••  ' 

—  2«,t#  —  (—  ly»  .  2»,  cot «,  .  »1 

welche  in  Bezug  auf  die  vier  Grössen 

u*  +  v*  —  «i*  — r»*,  «e^j—tr»!,  «,  t^i 

vom  ersten  Grade  sind. ' 

Nach  dem  Ohigen  bezeichnen  bekanntlich 

u,  «„  «i,  a, 

-die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel 

'     SMS,,  S3f,S,,  SM^S,,  S3f,S,. 

Läauit  man  über  von  jetzt  an,  so  lange  nicht  etwas  Anderes  beson- 
ders bemerkt  'wird, 

die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel 

SAlS^y  SafiSi^  SMf^Si,  Säf^S^ 

oder  deren  Ergänznngen  zu  180^  beceiehneii,  jenachdem  man  sieh, 
um  respective  von  dem  Punkte 

dnrch  den  Punkt  S  zu  dem  Punkte  «9,  zu  gelangen,  nach  derselben 
Kichtung^  nacL  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  rechten  Winkel  (^y)*hin- 
dnrch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  öder 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss,  so  kann 
man  die  vier  obigen  Gleichungen  offenbai»  in  völliger  Ailgenfeinhelt 
auf  folgende  Art  schreiben : 

/ii»+r»  —  »,«  — ff,»+2cota.  {uv^  —  fw,)^ 

1  —  2afr  —  2a  cot  a  .  r  j 

l«»-i-<^» — li,*  —  «^i'-i-2ceta,  .(»f,  —  Wii) 

^1—  2Ä,fi  — 2«!  eota^  .  tf| 

'\w»  +  r»— w,*— f^4»  +  2cotaj  .  (tf«^i  —  fWj)  j  ^      ^ 

j— 2«,«  — 2a,  cota,  .f'i  )  ■^'^^»  » 

\— 2a,ii-— 2a,  cota,  .  f^,  'S        -       ' 


'j=-.^ 
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Mittelst  dieser  Tier  GleicfauogeD  kß^^  man  6\ß  GrdMefi 
bestimmeii,  und  Ut  also  berechtigt ; 

•  =^, 

wo  ^,  B^-^i  D  bekannte  Gröaten  bezeicimen«  an  setaen.  Aua 
diesen  vier  Gleichungen  erhält  man  aber  durch  Elimination  ?on  u 
und  r,  leicht 

und  hat  daher,  wie  hieraus  auf  der  Stelle  folgt,  snr  Be*tiaiiinD|f 
voo  V  und  «f|  die  beiden  folgendeu  Gleichnugen: 

iv*-\A  —  (C+B)(C-Di\v*-(B-CDy  =  fi, 
38)  I  Ä-C/> 

Da  man  jetzt  die  Grössen  Uy  &,  «i,  c^i  kennt,  so  kennt  man  auch 
die  Coordinaten  se^  y  und  ^j ,  ^i  der  beiden  Punkte  8  und  iS^,, 
weil  nach  dem  Obigen 

ist,  und  unsere  Aufgabe  ist  daher  jetzt  als  aufgelöst  zu  betrachten. 
Löst  man  die  erste  der  beiden  Gleichungen  38)  wie  eine  qua- 
dratische Qieichung  auf^  so  erhält  man 

Weil,  aber  unter  der  Voraussetzung,  dass  B —  CD  nicht  verschwin- 
det, offenbar  immer 

grösser  als  der  absolute  Wecth  iron 
ist,  ad-hat  aiaa  blots 
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SU  leftzeni,  nm4  9  hat  daher  mn*  swei  reelle,  den' Zeichen  aeeh  Mt- 
gegODgesetitei'  absolut  ^^leiche  Wertfae» 

Verschwindet  B — CDj  so  erhalten  die  Gleichungen  d7).die 
Form 

^   i  rti.  =sO. 

Die'  zweite  dieser  beiden  Gleiebungen  ist  nar  dann  erfUlt,  wenn 
die  eine  der  beiden  Grössen  tr,  «,  verschwindet 

Ist  nun  J  —  (C-i-  JD)  (C^  /})>  0,  so  kann  wegen  der  er- 
sten der  beiden  vorhergehenden  (Sleichungen  offenbar  nicht  r  =  0 
sein,  und  diese  beiden  Gleichungen  .verdeo  daher  nur  durch 

l  r»  ~ ^ -  (C+  B)  (C-  />), 
**>  L.=0 

erfüllt,  so  dass  also  in  dieaen^  FaUe^  ff  zwei  reelle,  dem  Zeichen 
nach  entgegengesetzte,  absolut  gleiche  VFerthe  hat. 

Ist  ßrner  ^  —  (67+/^  (C  — 1^)<:0,  so  kanu  wege»  der 
ersten  der  beiden  Gleichungen  offenbar  nicht  01,  =0  sein,  und  diese 
beiden  Gleichungen  werden  daher  nur  durch  ^ 


erfiHlt,  so'dasä'mlB6  In  diesem  Falle  si,  zwei  reelle,  dem  Zeichen 
nach  entgegengesetzte,  absolut  gleiche  VFerthe  hat 

ht  endlich  A^^(€^D){V^M>)^£siQ,  m^  werden  dlcGMchun- 
gen  42)  nur  durch 

erfüllt 

Setzt  man  der  Kürze  wep^en 

.  so  ist  nach  41 .) 

47)   v*=iA,^V^iJ,*^B,\ 
und  fo^lich 

wo  das  obere-  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenacbdera  A^ 
eine  positive  oder  eine  negntive  Grdsse  ist  Berechnet  man  nun 
den  Hülfswinkel  oi  mittelst  der  Formel 


«)  \i'Z: 


48)  toDgWzs:'^, 


Digitized  by 


Google 


806 

Q«d  niBttt  denselben  positir  und  nentif ,  seineo  «btotaton  Werth 
aber  nie  grösser  als  90^  y  was  offeDoar  verstatM  isti  so  ist  nacb 
dem  Obigen 

-       _.    .  ^      l±coi « 

also,  .weil 

1  +  cos  (tf  =  2  cos  ^ft/',  l  —  cos  Ol  =  2  sin  ^w* 
ist, 


/ 

J,  cosi«» 

, 

49)  p*  =  j 

cos  Ol 

J,  sin  i«»» 
cos«) 

Weil 

nun 

aber  nacb 

48) 

' 

J,=:2B,cotw 

ist,  so 

i  ist. 

wie 

Bian 

leicbt  findet: 

(— Ä,  tang^w 


wo  imnier  für  r'  der  erste  oder  zweite  Wertb  genomnien  werden 
muss,  jenachdem  ^,  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist. 
Mittelst  der  Formeln  48)  und  60)  kann  r*,  und  also  aucb  r,  sebr 
leicbt  berecbnet  werden. 

Bezeichnet   man    die  Entfernungen   des  Punktes  S  von  den 
Punkten 

Jf,  Mif  M29  äit ' 
resp'ective  durch 

'  ^»  ^n  ^«1  ^»;     - 

die  Entfernungen  des  Punktes  S^  von  den  Punkten 

respective  durch 
die  von  den  Linien 

I 

mit  der  Richtung  der  positiven  of  eingeschlossenen  Winkel ,  indem 
man  diese  Winkel  von  der  Richtung  der  positiven  jc  an  nach  der 
Seite  der  positiven  y  hin  von  0  bis  360^  zählte  respective  durch 

©•  ®i»  Öt>  ®«; 
und  eben  so  die  von  den  Linien 

SmOu  3fiSgy  il/,i9|9  3I%S^ 
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mit  der  Riehtong  der  positiven  x  eiogetcUoiaeneD ,  «nf  dieselbe 
Art  wie  ?orber  genomnieoen  Wickel  durch 

&,  0^.,  ©'.,  &\\ 

so  ist  in  fölliger  Allgemeiobeit 

ac-^a^sr  cos  0,  ys=r  sin  ö; 
jc  —  «1  =r,  dtos  0,,  y=fi  sin  0»; 
'   ]  ^  — «r,  =:r,  cos  0,,  y=sr,  sin  0^; 
jp  —  0,  =^t  €os  ©,,  y=3r,  sin  0,; 


und 


52) 


jr,  —  4f  sr'cos  0',  y,  =r'sin  0^; 
jF,  —  «,  z^sr',  cos  0*,,  y,  ==»^1  sin  &^i 
OPx — «,  ssW,  cos©*,,  yj=r',  sin,0',; 
^,  — a,  ::=r',  cos0',,  y,  rrrr',  sin  ©',; 


•Iso 


53) 


Mittekt  dieser  Formeln  lassen  sich  die  Winkel 

0,  0„  0v,  0. 

und 

ohne  alle  Zweideutigkeit  berechnen^  wenn  man  nur  die  Voneichen 
gehörig  beacbfet,  welche  in  Folge  der  Gleichungen  51)  und  52)  die 
Sinus  und  Cosinus  xdieser  Winkel  haben  müssen.  Dann  findet  man 
aber  ferner  auch  die  Entfernungen 

und 

/ 
leicht  nittolst  der  Formeln 
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CM  e         «in  ^ 

r  =^^£x^    y  ' 

*  cos©,  ilne,* 
54)  \ 

'   ^        x  —  ax  y 

*  cos  Oj  "*"  sin  O,' 

— .£zii£--    y 

*  cos  9,  sin  0, 


^  ~  €08  ^  —  sin  a'* 


55) 


*  cos  0*1         sin  0'|* . 

'^        cos  e',  sin  <^,' 

r'   ssillZii yi     » 

•  cos  ©',  sin  e*,' 

Die  doppelten  Flächenräume 

A>  Ai)  A»  As 
findet  man  mittelst  der  Formeln  33)  oder  auch  mittelst  der  Formeln 

1/^s=:±rr'sin{0  — ö'), 
A,  =±r.r',  sin  (0, -©',), 
A.^=fcr»r',sin(©.-©'i), 
A,=±^,'^.«io(0.-0'.)5 

in  denen  man  jederzeit  die  Vorzeichen  ao  zu  nehmen  hat,  daaa  die 
Grössen  2^?  Am  A«>  Ai  positiv  werden.  * 

Bezeichnet  ipan  die  Entfernung  der  beiden  Pnnkte  B  nnd  8^ 
Ton  einander  durch  E^  so  ist 

57)   £?=  1/(07-07,)» +  (y-y,)«: 
Berechnet  man  aber  den  Hulfswiakel  %  mktelst  der  Formel 

58)  tong  ?a=|5|l 

und  nimmt)  was  offenbar  verstattet  ist,  den  Wiukel  $  so,  dass 

0    <5<    M% 
90*  <  5  <  180«, 
180«  <  ?  <  270% 
270^  <  S  <  360* 

iBt»  jenaehdem 
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jp  — Ä?,  pofiiliT  Oöd  y*-yi  potitiv, 
a:  —  ^,  negativ  und  y — y,  poKiti?, 
sc  —  iiTj  negativ  und  y  —  yi  negativ, 
a:  —  ;r,  positiv  und  y^yx  negativ 

ist)  8p  kann  in  völliger  Allgemeinheit 

gesetzt  werden.  Auch  kann  man  auf  vier  versefaiedene  Arten  E 
als  die  dritte  Seite  eines  Dreiecks  berechnen,,  in  welchem  die  bei- 
den andern  Seiten  und  der  von  denselben  eingeschlossene  Wickel 
gegeben  sind. 

§.6. 

Wir  wollen  nun  wieder  zu  den  vier  Gleichungen  S5)  des  er- 
sten Grades,  auf  deren  Auflösung  bekanntlich  die  ganze. vorherge- 
hende Auflösung  unserer  Aufj^abe  beruhtet,  zurückkehren. 

Zieht  man  zuvöf'derst  die  zweite  dieser  vier  Gleichungen  von 
der  ersten,  die  dritte  von  der  zweiten,  die  ;vierte  von  der  dritten 
ab,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  bloss  noch  die  unbekannten 
Grössen  uvx — ^^m  v»  v^  enthaltenden  GleicIiOngMt 

(cot  a  —  cot  tti)  (trf;i — «w,)  1 

—  (a  cot  a  —  a,  Cot  vl^v^     t 
(cot  a,  —  cot  o,)  («r,  —  fWj)    1   . 

—  («i  'cot  a,  — a,  cot  a,)e^i    ' 

(cot  a,  —  cot  «,)  {nvy  — r»,)   i 

—  («,  —  «,)«  I  =  — i(«:,*^— «,»). 

•    —  («r,  cot  «,  —  «r,  cot  «,)  t'i    j 

Sind  nun  überhaupt  « 

drei  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  den  drei  unbekannlnB 
Grossen  X,  g,  3>  *®  >*^  bekanntlich 

* — «(»,€,  -  ».«j + «i(9,i  -^»o + a,(83(j,  -  ».«r 
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«_*(C.«»-g,y.)-t-jl.(g,«-g«,)-H»,(CII.-g.»[) 

o  _*(«.»,-«,».)->-*.(«,» -gtg,)+jt,(«».-«.g) 

^—  «(».6,  -  »,6.)  ■+-  a,(®,(S  -  asö.)  -4-  «,i*4.  -  »,6)' 
Mittelst  dieser  Formeln  erhält  moo,  wenn 

1»» -t- «»  —  •>,»—«»,»==  y<  =  J, 

gesetzt  wird,  aus  den  obigen  Gleichungen  ohne  Scbwierigkeit 

61)  3^=«cola  {(a9-~a,)eota,+(tf,— 0jcota,7t-(«r|— a,)o«ta,f 

—  a^eota^  {{a^ — #f,)cotaH-(», — «)eoia,+(a — m^)eota^\ 
-f-  a^cotu^\{a^ — a^)cota  +  {af — »)cota,-|-(» — ai)cota,t 

—  a,cota,  t(«i — »a)cota-+-(«;|— «)lDot(Ä,-|-(«r-^»j)c6ta,| 

oder,  wie  hieraus  ferner  leicht  folgt: 

62)    M  =  {a — a,)(i7, — »,)  cot  a  cot  a, 
+  («— a,)(ir,-— »,)  cot  a  cot  a, 
+  (a — «i)(»|— «i)  cot  a  cot  o, 
+  (ir, -t-«,)  (a — «,)  cot  a,  cot  a, 
+  («,—«,)  (a, — 1»)  cot  «,  cot.a, 
+  («,  — a,)(a — Äj)  cot  tta  cota,. 

Ferner  ergiebt  sich  leicht 

«p)  Ä,=  — i»cotaj(ar,-.^,)«,»-h(a,-«,)«,»+(a,— a,)«,«} 
4-ia.cota,  |(flF,  — a,)»«-f-(a,— Ä)flf,»+(a  — Ä,)«,»| 
—  iflr,cot«,{(«,— »,)«*+(»,  —  »)«,*•+•(«— «Ja,»} 
H-ia,cota,  j(a, •—»,)«»+(«,—«)«,»-*-(•— •,>«,*!. 

Weil  nun  aher  nach  20) 

(««  —  «.)  «1  *  +  («1  —  «i)  «2*  4- («,  —  «,) «a» 
=  —(«,—  a,)  («r,  —  »,)(«,  — «i), 

(««  —  «i)  «•  +  (»•  —  «)  «t'  +  («  —  ««)  AT,' 
==_(»  — ar,)  («,  —  «,)  (ä, -r  ä), 

(«,  —«,)«•  +  («,  —a)  «.•+(«  — «,)»,» 


Digitized  by 


Google 


401 

=  ^  («  — «r ,)(«,—«,)(«,  — a) 
ist,  go  ist 

64)  Z,=iflr(«i— »t)(«f»— «t)(«^t—»i)cöt« 

—  4a,(a—ff3)  (flr,  —  a, )(<»,  —  «)  cot  «1 
+  4<y,(flr— a,)(a,  — i7,)(a,— «)cota, 

—  i«,(«r— »,)  (ff  i  —  a, )(«,  —  «)  cot  a,. 

Weiter  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Redactionen 

65)  Z^=i{a — »i)(«r,—a,) (»,-!-«,)  cot  a  cot  a/ 
+  i(«— »»)(«,  —  <»i)(fft  +  <»i)  cot  a  cot  a, 
+  i(flr — ff,)(if| — «»)(«! +ffi)  cot  a  cot  a, 
-f-i(«,— «,)(«— «,)(a-f-a,)  «ot  «,  cot  a, 
+  «{«i^«i)(«t— «)(«••+••)  cot  o,  cot  a, 
-+-if(««  — «,)(«— a,)(a4-«,)  cot«,  cot  «,. 

Eben  so  leicbt  erhält  man 

6Ä)Z,=— icot«Kff,-.a,)«,»  +  (a,— Ä,)a,»4-(a,-a,)a,>} 
H-icoto,  }(«»—«,)«»  +  («, —«r)«:e»-4-(a  —  ffJa,»} 
—  ^cota,  {(«r,— fir,)ii*4.(dr,— ff)a,»-f-(a-a,)«,»} 
+  4cot a,  |(a,  —  «r.)  ä»  +  (a,  —  «r) « , »^^  (<»  —  «,) a,» j, 

und  folglich  auf  g^nz  ähnliche  Art  wie  oben 

67)  Z,=i(«,— a,) («,—«,}(«,— aj  cot  a 
^  4(a  —  «rj  (a, —«,)(«,— ä)  cot  a» 
+  i(a  —  aj  (a,  —  «,)  (a,  —  a)  cot  o, 
—  i(a  —  flr  J  («1  —  «,)  («,  —  «)  cot  «,. 

Fährt  man  nun  endlich  die  gefundenen  Werthe  von  ire^j — pu^ 
«,  Vi  in  eine,  etwn  in  die  erste  der  Gleichungen  35)  ein,  so  er-» 
hält  man  nach  einigen  keine  Isicbwierigkeit  darbietenden  Redac- 
tionen : 

68)  Z  =  a,a,(ii — aj  («,—<»,)  cot  a  cot  a» 
+  ff|a<(a-*vy,)(a, — «,)  cot  a  cot  a, 
-f-i?ia,(a — <'s)(ff|^tfs)  cot  a  cot  a, 
H- «11, («Tj— »,)(«— ,a,)  cot  a,  cot  «, 
•+•««,(«1— «,)(«, —  a)  cot  a,  cot  a, 
+  ««4^^, — ^t)(^ — »i)  cot  a,  cot  «,. 

Cehrigens  kann  mau,  wie  leicht  erbellen  wird,  auch 
Tktii  IV«  96 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


4fO 

69)  iVzis^a— •,)(•,  — a,)  cot  a  eot  a, 

-|T.2(a— «a)(a,  — ^/,)  cot  a  cot  a, 
+  2(a — a,){«i— fir,)  cot  a  cot  a, 
4-2(a,— 03)(a— ^J  cot  et,  cot  a, 
•+-2(«,— «,)(«,— «)  cot  Ol  cot  «, 
+  2(«,— a,)  (a— a,)  cot  a,  cot  Og, 

70)  Z  =  2Ä,a,(a  — «,)(«,'-«,)  cot  a  cot  a^ 

+  2a,«,(iar— a,)(a,— «,)  cot  o  cot  «, 
4-2«,«,(a— a,)(flr|— «,)  cot  a  cot  «, 
.-|-2««,(»i— «a)(»-— «i)  cot  a»  cot  a» 
-|-2«»»(«,— a,)(«r»— «)  cot  a»  cot  a, 
'^1aa^{a^—a^)  fUf—a^)  cot  a,  cot  a,, 

71)  Z,  =3 «(«,—«,)(«,—«,) K-^«,)  cot  a 

—  a,(«— a,)  (»a— «,)  («r,  — a)  cot  a, 
4- «,(4r~.«,)(«r,— •,)(»,— «)  cot  o, 

,  —«,(«  —  »,)(«,— »a) (»,—»)  cot  a, 

72)  Z,  =  (a— »,)  (#7»— iij  («,+<»»)  cot  «  cot  a^ 
4-(a  —  a,) («,—»,)  («i+«i)  cot  a  cot  a, 
+  (a— a,)(Ä,— «,)(flr,4-«0  cot  a  cot  o, 
+  (ai—a,)(a  — «,)(«-!-«*)  cot  a,  cot  a, 
•+•(«1 —«•)(«»—«)  (««•+•«)  «öt  a,  cot  a, 
-!-(»,— «,)(a—<r,)(a-|-«,)  cot  «,  cot  a,, 

73)  Z,=(a,— £rO(»a  — »J(«.-«l)  cot  a 

—  (a— «,)  («,  —  «,)  K  —  flf)  cot  a^ 
+  (»—«.)  («.— «t)(«t— «)  cot  «, 

—  («—«,)(»,— «a)(«a—«)  cot  a, 

gctsen,  welche  Forineln  die  leicbteste  Berec1inapg*der  QrÖsseii 

^1     z^     Z^    - 


oder 

gCBtatten  dürften. 


A  B,  C,  D 


f  7. 


Wenn  wir  jetzt  wieder  o,  a, ,  cc,»  «,  die  ISO"»  nicht  ftbentei- 
genden  Winkel 
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Google 


4«* 

bezeicbneD  lasMo,  so  lialen  wir  Dach  21)  die  vier  folgeDden  Glei» 
cboDgeo: 

(a,  — «ajii  cota  +  (a^ — «)Äi  cot«,  +(«  — aj)^,  cota, 

=  — (a— «r,)  («j  —  a,)  (ar,  — a), 
(ä,  — Ä,)Ä  cot «-!-(«,  — a)  2^,  cota,  ^{a^a^)  Ai  cot«, 

(a,— «,)  Ai  cot «!-♦-(«,—#,) As  cot«,  +(»1  — dr,)At cot«, 
=  — («I— dr,)(«^— #,)(ä,— «J; 

nod  könnea  nos  in  iedett  Pallo  einer  jeden  dieeer  yier  Gleiehnngryi 
als  einer  Prüfnngrsgleichaag  für  die  Richtigkeit  der  gtinsen  gefohr- 
teo  Rechnung  bedienen,  was  immer  von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 

f.8; 

Wir  wollen  nnn  nach  den  im  Yorberffebenden  entwickelten 
Formeln,  um  deren  Anwendung  zu  zeigen^  ein  Beispiel  berechnen, 
und  wollen  dabei  annehmen»  dassman  sich«  um  von  dem  Punkte 
M^  JM^,  M^y  jl/,  durch  den  Punkt  S  zu  dem  Punkte  Si  zu  ge« 
langen,  immer  nach  derselben  Richtnng  bewegen  müsse,  nach  weU. 
eher  man  sich  bewegen  muss,  um  vo«  dem  positiven  Tbeile  der 
Aze  der  jt  durch  den  rechten  Winkel  (jcjf)  liiadurcb  su  dem  posi- 
tiven Tbeile  der  Aze  der  y  zu  gelangen. 

Sind  nun  die  Abseissen  der  Punkte 

Ja,  Jlfi,  •Wf)  Mt 

und    die    an    denselben    gemessenen,    180^    nicht    übersteigenden 


respective 
und 


SMSi^  Sdf^S^^  SM^Si^  JSM^S^ 
+  2,  3;  +5,  6;  +9,  9,  +15,  7 


99^2y,  W.IC,  60V54^  45*.ö6'j 

so  bat  man  unter  der  gemachten  Voraussetzubg  im  Folgenden  immer 

m  =  2,3      und      a  =99^25' 


«.=  5,6 

a,='78.10 

•.=  »,» 

«,=60.54 

«,  =  15.7 

a,  ;;s  45  .  56 

in  fl«tien. 

1. 

26* 
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404 

Zuerst  berecbaet  hmu  <Ke  f»tgeDiieii  ^riwen: 

«,— •  =  3,3;  «  +  «,    =  7.» 

»,  — «  =  7,4;  a-i-a,   :=12,2 

«,— a  =13,45  «-*-»,    =18,0 

«,—«,=  4,3;  «,+«,  =  15,5 

«,—«,=10,1;  «,-+-«,=21,3 

«, — «rs=  5,8{  «,  +  «,=25,6 

log«  =0,3*17278 
log  «,  s  0,7481880      • 
log.  «,  =  0,9956352 
log.0,=  1,19»8097 

'  ^'  log<«,  — «)   =0,5185139 

log  («,  —  «)  =s:  0,8808136 
log  («,  -  «)  =:  1,1271048 
log  («,  —  «,)  =  0,6334685 
log  («,  —  «,)  =  1,0043214 
log  («,  —  «,)  Ä  0,7684286 

loy  (ä  -f-  ä,  )    =s:  0,8977271 

log(a+a,)    =1,0863508 

log  (a-h-a,)    =1,2552725 

log(«,+«J  =  1,1903317 

log  («,  +«,)  =  1,3283796 

log  («» -4-  «•)  =  1 ,4082400 
log  (—  cot  a)  =  0,2197097  —  1 

log  cot  a,  =  0,32111216  —  l 

log  cot  £5,  =  0,7455376  —  1  , 

log  cot  a,  =  0,9858484  ^  1 
Man  erhält  nun  leicht 

(a — a^)  (»,—«,)  tot  a  cot  a,  =  —  0,665 
(«— «,)(ä,— «,)  cot  a  cot  a,  =-H  7,086 
(»— <!,>(<»»— «,)  cot  a  cot  a,  ==—  9,250 
(«I— «»)(»— «i)  cottti  cotas=4-  6,719 
(«,  — a,)  («»,' — a)  cot a,  cot a,  =  —  15,567 

(«a  — ««)(•— «.)  cota,  cot»,  =+10,312 
; A^=-  1,365*) 

*)  Die  Rechnung  ist  nach  den  Formeln  62),  68),  64),  65),  67)  bis  auf  drei 
Decimalen  geführt  worden. 


Digitized  by 


Google' 


405 

0,«,(a--a,)(«,— 0,)  eok  cricoi  «,:=&—  103,373 
«,«,(«—«,)(«,— «i)  cot  a  cot  a,  =-1-622,974 
«i«s(« — ^t)  (*i  -*«a)  c®*  «  ^<>*  a,  =a=  =—  512,803 
tf«,(«,— «,)(ä— «,)  cot  a,  ebt  a,  =  +  2l2,639 
«^»»(«i  "—<»»)  (^» — a)  cot  «,  cot  »»==  —  354,461  .  , 
aa,(«a-*^t)(« — <»i)  ^ot  «a  cp*  o,  aas -H  132,814 

Z  =?:-*-  27,785 
i«r(a,— ir,)(A,-«r,)(Ä,— a,)  cot  a=—  48,042 
-J«,(a-«,)(a,^a,)(«,-Ä)  cot  a,  =  -  346,518 
i«,(«— «,)(«,-a,H#,— fi)  cot  «,=+1230,504 

—  4a,(«— «,)(«,—«,)(«,  — «)  cot  «,=—  819,434 

Z,=-^  16,510 
j(a— 0,)(a,— a|)(«r,+0,)  cot  a  cot*«,  =  —  8,513 
i(a— a,)(ag-^iii)(a3+tfi)  cot  «  cot  «,=: -|- 75,463 
i(« — a,)(a|— «r;i)(a|+«s)  cot  «  cot  «,  =  —  71,688 
i(ii^— :«2)(^"r-«^s)(<'+a,)  cot  «j  cot  «,=-1-60,475 
^(«r,  — «,)  («,—«)  (^i+a)  cot  «1  cot  o,  =  —  94,959 

4(«, — «j)(» — ^f)(^+^i)  cot«,  cot  «,  =-1-40,731 

Z,=-l-   1,511 
4(«i— !»,)(«,— a,)(«,—a,)  cot  «=—   20,888  , 

—  i(«— a,)  («1—«,)  («r,— «)  cot  «,  =  —    61,878 
i{a-a,)  (a,-a,)(a,-a)  cot  «.=-1-124,29^ 

—  i(«— «,)  {«,—«,)(«,— a)  cot  «,  =  —    52,193 

Z,  =  —    10,666 

_  _  «  Zi_;         16,510 

•«'i-<^.=^  =  ^  — -  -i^jJJ 

*— ^— /V  1,365 

^        Z,  .    10,666 

*''=^=iv=-*-i;i65 

C+ZI  =  +.^|-|jg 

^      ^—       MW 

.i  =  — 20,355 

i?  =  —  12,095 

r==—    1,107 

/)  =  -!-   7,814 
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Google 


106 

CDxs^—    8^650 
^.  =  4rf  —  (C'-h />)  (^-7- H)  =  4- 3^,477 

.Zur  Bettimmoiiff  von  v*  haben  wir  in  diesem  Falle,  wo  A^  positiv 
ist,  nach  de«  Obigen  die  folgendiea  Fprneln : 

2i?,  « 

tang  fti  =  -jJ,  f^«  5=5  iSf ,  cot  ioi. 

log  11:^0,301030» 

0,838210» 
log  A,  ==  1,5063441 
log  (—  tang  cö)  =  0,t418751  —  1 
w=:  —  0«.54\  0^813 
iw  =  — 4  .  57  .  0,407 

f  1,0624350 
-100  .      ' 


(  1,0624250 
log  (-i?,)  =  0,5371892 


log.  r«  =  l, 5996142 •) 
«log.  e^»=  0,79^071 
v=  ±6,307 

..=^^^^  =  ±0,546. 
.  Wir  haben  also 
<  •!  =  -.  1,107  r  =  ±  6,307 

«,==!=  0,546  tfx—-^  7,814 

nnd  weil  nnn  bekanntlich 

ÄTj  :=«#  —  »,,  yi=  ff  — ff, 


*)  Um   die   Riehtigkeit   der   Rechnung   zu   prüfen,    könnte   man   ausser 
Bi  cot  jiu  such  noch  — •/?,  tang  ^0»  berechnen,  wo  dann  immer 

i?i  cot  iö> -+-(—/?,  tang  ^o)) 
^B^  (cot  ^  —  tang  |a)) 
^i?   <^Qs  jft>*  — sin  {<i>» 
sin  joi  cos  4«<' 

nn    cos  Ol        ^-,     X 

sein  moss» 
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Google 


407  . 

ist;  80  erhalfen  wi^  die  beiden  folgenden  Anflösungen  nnsek'er  Auf- 
gabe: 

Erite  Auflösung. 

^=^0,561  y  =  -M4,121 

arj=—  1«53  y.=— 1,507 

Zweite    AnflÖBung. 
Är  =  —  1,653  y  =  -+-  ^507 

;r,=— 0,561  y,  =-.14,121    ' 

Um  die  Richtigkeit    der  Rechnun|^  zu  prüfen^    berechne  man 
zuerst  mittelst  der  fsieicbnngen  33)  die  Griwsen  Ai  Ai9  A»/  A<* 

w,  =•+•  17,972 
Hj^t  =-i-  43,758 
i»,ff,  =  +  77,359 
«,t^.  =4- 122,680 

^srs    60,134 

A.  =  111,706 

A.  =  178,908 

A,-=  269,550 

log  A=^7TO1201 

log  A,  =^,0480765 

log  A.  ==  2,2526297 

log  ^,  =  2,4306393 

(a,  —  «a)  A  cot  a  =  +   42,884 

(a,  —  a)  Ai  «ot  «I  =  + 177,874 

to-g.)  A»  cot  a^  =  -- 328,610 

(äj— Äa)A^öt«-4-(*»"^<»)AiCö*«i-+*(«— <»i)  A^cota,  =  —  107,852 

-{^— a.V(g,-tfJ.(^t-^)=  -  107,844 

Differenz  =  =|=      0,008 

woraus  man  siebt,  wie  genau  die  erste  der  vier  Prüfuo^gieichnn- 
gen  74)  erfüllt  isf.    Auf^ähnliche  Art  könnte  n^an  auch  jede  andere 
dieser  vier  Prüfungsgleicbungen  entwickeln. 
Die  Berechiiuag  der  Grössen 

Ö,  ©.,©,,  0,5  0'.  ©'„©'„  ©'s 
und 

f^f  rxy  r„  r,5  r,  r,,  r'„  r, 

so  wie  der  Entfernung  E  der  beiden  Punkte  8  und  8^  von  einan- 
der nach  den  ini  Obigen  entwickelten  Formeln  können  wir  um  so 
eher  füglich  dem  eigenen  Fleisse  des  Lesers  überlassen,  weil  das 
vorher  berechnete  Beispiel  nur  die  beste  Form  der  Rechnung  zu 
zeigen  den  Zweck  bat. 

Weitere  Entwickelungen    über   die  hier,  behandelte  und  ähn- 
liche allgemeinere  Aufgaben  behalten  wir  spätem  Aufsätsen  vor. 
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408 


xLni. 

Geodätische  Aufgabe. 

Von 
Herrn  L.  Mossbrugger^ 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonaeehule  xa  Aarau.. 


Es  sind  die  relative  Lage  und  die  Meeresböhen 
der  beiden  Punkte  A  und  B  (Taf.  VII.  Fi^.  9.)  gege- 
,beD;  ferner  kennt  man  den  horizontalen  Winkel  bei  A^, 
welchen  die  Projectionen  cN  und  mA  der  Linien  AN  und 
BN  auf  der  Horizontalebene  cNm  mit  einander  bilden; 
endlich  sind  auch  die  ZenithdiBtanzen  von^  und  B  in 
Ny  n^ithin  auch  ihre  Ergänzungen  zu  90®  gegeben.  Man 
soll  die  relative  Läse  des  Punktes  N  in  Bezug  auf  A 
und  B^  nebst  den  Höhendistanzeu  finden  *). 

Denken  wir  uns  eine  durch  N  gelegte  Horizontalebcne  cNm\ 
ferner  seien  Aac  und  Bm  senkrecht  auf  diese  Kbene  gezogen; 
endlich  sei  aP\\cN^  BP}\mN^  so  wird  auch  PN  senkrecht  auf 
cNm  und  I^BPA  =  l^mNc  sein.  Ziehen  wir  noch  aus  dem 
Durchschnitt  B  der  Zfinien  aP  und  AN  dre  Linie  BQ\\PN  und 
verbinden  B  mit  B  und  Q  mit  «i,  und  setzen  der  Kürze  wegen: 

Ba  =  a,  Aa=zAy  LaPBrsLcNm:^^ 

LBNm=:ß,  L^Nc  =:a'y  ac  =  y,  LANB=l^\ 

so  reduciri  sich  die  Aufgabe  dahin:  Aus  den  gegebenen  Stücken 
a,  h^  a,  /¥,  y  die  Grössen  y  und  9  zu  bestimmen,  woraus  sich  als- 
dann alles  Uebrige  ergibt.    Diesen  Annahmen  zufolge  ist 

BN=y  cosec  a,  J}P=y  cotg  a,  AN:=:(Ä^y)  coscc  a, 
cN={A'^y)  cotg  q,  BP'=y  cotg  /?,  BN^szy  cosec  /?. 


*)  Der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden  Aufsatzes  scbreibt  mir  .bei  der 
Uebersendurig  desselben,  dass  ihm  die  obige  Aufgabe  von  dem  eherne* 
ligen  preussiscben  Ingenieur:  Herrn  Hauptmann  Michaelis  bei  Gele- 
genheit der  Aufnahme  der  St.  Gotthardsstrasse  zur  Auflösung  vorgelegt 
worden  sei.  Uebricens  wünscht  der  Herr  Verfafsser,  dass  die  Aufgabe, 
eben  so  wie  der  in  No.  XXXIV.  mitgetheilte  Satz,  nur  als  eine  Uebungs- 
aufgabe  für  Schüler  angesehen  werde.  G.  * 
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Google 


m 

Fern€r  ist  im  Dreiecke  DJPß 

i?JÖ*  = />P» -f- Ä/»»  —  2/li> .  ÜT/^  cos  y 
uod  im  Dreiecke  BDN 

BD^  c=r  DX^  +  ÄA»  -  %DX.BN  cm  9 

oder,  wenn  wir  die  obig^en  Bezeichoungeo  gebrauchen,  so  ist 

BD^  =y*  jcotg  a»  +  cotg'/J»— «cotg  a  cotg  /l?  cos  y| ....  (I) 
i9Z^'  =  {co8ec  a'  +  €osec  /?'  —  2cosec  a  cosec  /}  cos  SpI****  (^) 

Aus  (1)  und  (2)  finden  wir  nach  einigen  Reductionen: 

cos  <jps=sin  a  si)i  /9  +  cos  a  cos  /?  cos  ;^. 

Setzen  wir  in  diesem  Ausdrucke  ■■      .    , '  ^  c=  tg  ^,  so  ist 

^    Sfttl  p  n      » 

"^^'^^^  cos  J  --  (^) 

Ferner  ist  im  Dreiecke  ABU  / 

^Ä*  =  ^A»  +  i»A»  —  2^A .  i?iV  cos  y, 

^    oder,  wenn  wir  die  oben  ongegebenen  Wer  (he  einfuhren: 

a*  +  Ä*  =  (A  +  yY  cosec  a*  +  y*  cosec  /?• 

—  2(^  +  y)y  cosec  c^  cosec  /9  cos  9 
oder 

y'  {siii/^'-l-sinu'  — 2sina  sin/} cos^)}  +  2^y  sin/?,  {sin/? — sinacosg)} 

=  (»»  sin  a»  —  Ä»  cos  «»)  sin  /?*. ' 

Aus  dieser  Gleichung  finden  wi:',  mit  Anwendung  folgender  gooio- 
metrischen  Relationen: 

cos  9p=:=2cos  |9>'  —  1, 
sin  a'  H-  sin  /J*  —  2sia  «  sip  /?  cos  9  =  4) sin  ^(a-f-/?)»  cos  i(«  —  /?)* 

—  sin  «.sin  /?  cos  {9') 
sin  /J — sin  a  cos  9>  =  2{sin  j(a  +  /9j  cos|(a  —  /J)  —  sin  a  co8:|9p*| 

für  y  folgenden  Werth : 

_  A}sin  i(«-j-/?)  cos  \{ft  —  /?)  —  sin  «  cos  jy*         • 

y  2jsin  J((a-f-/J)'  cos  i(«— /J)»  — sin  «  sinjl  cos  iy'j 
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fl»  sin  «*  sin  ß^  {sin  4(o  -*-  ßY  cos  }(«  —  ^)«  —  sin «  sin  ^  cos  |^» f 

^    -H  A»  sip  /?5  Isin  A(g -f- />)  CO«  j(g  —  ^)  T  8in  «  cos  jy» { 

—  2|sin  (o  -*-  rt*  cos  i(a  —  /?)»  —  sin  a  sin  ^  cos  ly*  j 

Da  cos  <jp  nach  No.  3.  beistimmt  ist,  so  ist  ^ucli  der  Wertb  von  y 
bestimmt;  mithi*  kSnnen  aach  alle  Stücke  de«  Dreiecks ^^^  mit- 
telst der  obigen  Annabmen  gefunden  werden. 


XLIV. 

Ueber  die  Auflösung  der  cubischeo 
Gieichuogen. 

Von  dem 
Herrn  Professor  C.  A.  Bretschn eider 

/  in  Gotha. 


Die  bisher  bekannten  Auflösungsweisen  der  cubischen  Gleichun- 
gen setzen  sämmtlich  eine  eanz  bestimmte  Form  der  Gleichung 
voraus^  indem  entweder  ein  Glied  fehlen,  oder  wenigstens  eine  be- 
stimmte Relation  zwischen  den  verschiedenen. Coefficienten  der  ein- 
zelnen Glieder  stattfinden  muss,' wenn  die  Endformeln  sollen  enge« 
wandt  werden  können.  Es  hat  dies  aber  den  Nachtheil,  duss  eine 
solche  Auflösung  dem  Anfänger  in  der  Algebra  immer  als  eine  Art 
Kunststück  erscheint,  das  durch  Zufall  aufj^efunden  worden  ist,  und 
deshalb  auch  vorzugsweise  das  Gedächtoiss  in  Anspruch  nimmt. 
Ganz  besonders  gilt  dies  von  der  sogenannten  Cardanischea  Regel» 
die  noch  überdies  an  einer  solchen  Beschränktheit  leidet,  dass  auch 
nicht  einer  der  Fälle,  in  denen  eine  cubische  Gleichung  eine  un- 
mittelbare Angabe  ihrer  Wurzeln  gestattet,  in  ihr  enthalten  ist. 
Dies  hat  mich  veranlasst,  eine  Auflösung  zu  suchen,  die  gar  keiae 
besondere  Form  der  Gleichung  verlangt,  dabei  auf  einem  möglichst 
einfachen  Wege  gefunden  werden  kann  und  die  bisher  angegebe- 
nen Lösungen  sämmtlich  als  specielle  Fälle  entbältr  Was  ich  er- 
balten habe,  scheint  wenigstens  für  den  Unterricht  nicht  unbrauch- 
bar zu  sein,  weshalb  die  Mittheilung  desselben  an  diesem  Orte  sich 
wohl  rechtfertigen  dürfte. 
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Es  sei  die  GleichoDg  ^'+<?  =  0  gegeiyei»^  so  ergießt  sieli 

DDnittelbar  ;;i?  =  — \/e,  mithiEk  4r+ V/^  aIs  eiper  der  zweitheili- 
gen  Faktoren   der  Torgegebencn  Gleich ang.     Die  beiden  anderen 

findet  nao  Bogteitfh,  wopq  mmi  ^'*^,c  da^ch  (a:  +  \/e)  dividirt« 

Man  erhält  dadurch  ^*  —  a:\/c+[/ce=zO  und  daraus  die  beiden 

anderen   zweitheiligen  Faktoren  a: —^  iy/e(l  +  i[/t^)  und  j?  — 

j^c(l — <\/^3),  wo  i::^=\/ — 1  geseUt  ist.   Ist  c  oegoti?,  so  gehen  die 

Vorseiehen  von  \/e  in  die  entgegengesetzten  über,  ohne  dass  sich 
in  den  gefundenen  AusdHickea  sonst  etwas  änderte.  Eine  soge- 
nannte reine  enbtsche  Gleichung  bat  deAinaeh  stets  eine  reelle  und 
zwei  imaginäre  Wurzeln. . 

Soll  nun  die  Gleichung  af*  +  ojs^  «|-  ^^  +  c  =  0  imfgelöst 
werden,  so  übersieht  man  sofort,  dass  dies  am  einfachsten  dadurch, 
geichehen  kann,  dass  man  sie  in  eine  andere  ?on  der  Furm  y'+</ 
=  0  umformt  und  letztere  auf  die  so  eben  angegebene  Weise  löst. 
Es  wird  demnach-  für  äp  eine  solche  Funktion  von  y  gesetzt  wer- 
den müssen^  welche  noch  .zwei  "von  einander  und  von  y  völlig  un- 
abhängige Grössen  u  ui>d  v  enthält,  damit  es  möglich  sei,  die  Wer- 
the  der  letzteren  so  aazunelimen,  dass  dadurch  die  Coefücienten 
von  y*  und  y  gleich  N|ill  werden.    Die  einfachste  Funktion  dieser 

Art  ist  aber  ae  =  .  ,i,  y '  Wird  diese  also  in  obige  Gleichung  gub- 
stitoirt,  so  erhält  man: 

+  y{fi[Zuv  +  a(«  +  ff)  +  ÄJ  4-  [amv  +  *(•  •+•»)  +  3c]) 
+  («**+«»*  + ^  +  c) 

und  man  bat  nun  u  und  v  so  zu  bestimmen,  dass  die  beiden  mit- 
telsten Glieder  verschwinden.  Es  geschieht  .dies  .am  einfachsten 
dadurch,  dass  man 

O  =  3frtr  +  0(<i  +  c')  +  ^    j 


0  =  (b+am)  -f-  f<a+3s*)  =  (^+0W+«(«+3tf) 


oder,  was  dasselbe  ist, 

j(2) 

setzt    Damit  erhält  man  sofort  die  Werthe: 

3(9*+«<^'+^+c)  =  fr*(a+3f;)-f-2i<Ä+Ätf)-|-(3c+^«') 
=  ff»(a4-3r)4-i;d-i-Ätf)  (2fr— s^) 
ass  (nF4*8r)Xr»  — 2f^ii4-«*) 
=  (is-f-3f;)(fr-ii)« 
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und  auf  ähDliehe  Weise 

Die  tranaformirte  Gleichung  DimmC  daher  folgende  Gestalt  an: 
0  =  y.(«+3.)i2^^+(a+Mi?i:=25)! 


oder 


o=y+^S....  (3) 


Setzt  nan  nun  der  KSrze  halber  «  +  3»  =  ^*  und  a-h3»  =  A', 
so  ergeben  sich  die  drei  Werihe  von  y  folgendermaaiaen : 

y=i.|(l  +  <V/3)J  (*) 

Für  den  Quotienten  4-  lassen  sieh  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (2) 
noch  folgende  Werthe  aufstellen: 

Werden    nun    diese  Ausdrücke   der  Reihe   nach   in   die  Gleichung 
-ar===^  J*  y   gesetzt»  so  erhält  man  die  drei  Wurseln  der  vorgege* 

benen  cubiscben  GUichnug. 

Zuvörderst  ist,    wenn  man  den  reellen   Werth  von  y  nimmt, 
wegen 

u  =  ^g*'^ä)  und  v  =  i{A*^a), 
«Uo  aucb 

Substitairt  nian  fefner  die  imaginären  Wertbe  von  y,  n&alich 
^•f-(l  ::t  «V/3),  ao  bekomnit  atan 
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Wird  der  Braeh  r«eli(ier  Bald  in  Zlhler  nnd  Nraner  «t 

miiltiplicirti  so  «rhiiU  inao  nacb  einigen  eiofacben  Redaktionen: 

.««?  =  — t«+TÄ^ ; 2 "••  ^^* 

Bn  bleiiit  daher  nur  noeh  übrig,  die  Wertbe  von  #,  tr,  g  und  A 
durcb  die  Coefficienten  a,  6^  c  anszudriicken.  Es  folgt  aber  aua 
(1),  wenn  man  zur  Abkürzung 

«'-«3«=:^,  ^C'-aA^zm,  b^-^Zmc^sn 

setzt,  sogleich 

'  m       .  n 

und  daraus  auf  bekannte  Weise: 


^Vm^^knk  m^Vm*^Änk 


V 


2k         '^—  at 


sitbitt : 


^  —  "ST  ' 

h    = 2j . 

Ka   ergeben  sieb  damit  endlich  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Glei- 
chung: . 

^  =  — ^  — |;i  — 1^ 

^  — — T«  +  T-  2  ^  )  (7)  . 


^ 


=  — "  i«  +  T  •  2 ) 


VFO   die.  Grossen   p  und  ^   durcb   folgende  Gleichungen   bestii 
VForden : 

2/11»  =:  ^ak  +  3m  +  31/«»  —  4»J, 
2y»  =  2a^  +  3M—  31/m*  —  4«>&.    . 

Setzt  man  statt  ^,  ml,  iv  die  entsprechenden  Wertbe,  so  vefwan- 
delt  sich  :  ' 


2«>fc4-3Mdb3l/M»-^4i^=:2Ä*  — gaÄ-|-27c     . 

2^(2^*  +'3Mdb3V^M»— 4»>t) 
=*»(#»— 4*)+j3V/3xdbl/'27c».18»*o+4a»c.^»(a»--4^)j«  i 
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Aoidrucke,  welelie  in  ebselMft  Ftilta  «it  N«tB«A  g^tamacbt  wer* 
deo  können.  Man  kann  aber  anuer  den  in  (7)  zuianiBienffestelUen 
Werthen  dec  Wurzeln  nfaeb  «ioe  sweiU  Reihe,  solcher  Werthe  er* 

halten,  we«n  nan  anstatt  jp  den  Werth  ^  .4,^  y  '^^   ^'^  vorgego- 

bene  Gleichung^  substituirt,  oder,  was  kürzer  ist«  nach  den  Formeln 

(7)  die  Wnrtehi  der  Gleichung  0?,»  +  —  ^i»  4-y  ar,  +-^  =0 

suebt,  in  welcher  ^,  ss  -^  ist  Man  erbftk  anf  diese  Weise  noch 
die  Aasdrücke: 

3c 


(9) 


WO  f»!  und  q^  ans  den  nachstehenden  Gleichungen  gefunden  werden: 

2^, » =  2ÄÄ  +  3iM  —  3cl/«»  —  Jink 
oder  auch  ,  \{^^) 

2(2^i»4-3f»r±3cl/«f»  -i^Xr 

;=if»(Ä».4irr)4-|3(/3€dbl/27c»-18Ä^c+4*»-«»(*»-4ac:)|»J 

Die  in  (8)  und  (10)  zusammengestellten- Werthe  von  p  und  ^,  so 
wie  von  p^  und  7,,  sind  stets  reell,  so  lange  m* — 4j»^  |Hisitiv  ist. 
Haben  daher  n»  und  k  ungleiche  Vorzeichen,  so  hat  die  Gleichung 
immer  nur  eine  reelle  und  zn^ei  imaginäre  Wuraeln.  Dasselbe  ist 
der  Fall,  wenn  »  und  Xr  gleiche  Vorzeichen  besitzen  und  überdiess 
m*^^Mßs  ist.  Wird  hingegen  in  diesem  Falle  «'-^4«^,  so  er* 
scheioen  alle  drei  Wurzeln  unter  imaginärer  Form,  obschon  sie 
dann  alle  drei  reell  werden,  wovon  man  sich  augenblicklich  über- 
Mgt)  wenn  man  die  Werthe  ?od  p^  q^  /»,  und  y.  naeb  dem  bino* 
mischen  Lehr^tze  entwickelt.  Denn  dann  heben  sich  die  mit  i  he» 
hafteten  Glieder  sämmtlich  anf.  Im^  Allgemeinen  hat  also  die  Glei- 
chung nur  eine  reelle  Wurzel,  wenn 

27c»  +  4a»r  +  4*»  >  a»*»  -f-  18«*r, 

und  drei  reelle  Wurzeln,  wenn 

27c*  +  4««ö -h  4^«  <  #*^« -H  l&rfc 

i|it,  _  Nachdem  auf  diese  Weise  die  allgemeinen  Werthe  der  säihmt- 
lichen  Wurzeln  gefunden  worden  sind,  so  ist  es  ntinmelir  leicht» 
eine  Reihe  specieller  Lösungen  aus  ihnen  abzuleiten ,  von  d^nen 
ein  fh^l  anCh  bereite  bekannt  ist. 
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Fall  I.     Es  sei  is=0. 
Die  GleiehQDgea  (7)  bis  (10)  gelien  UDmittelbar: 


;» =  1^4«  —  i  l/c » -+■  Ä^ ' 


**-i-^'-ir^» 


Die  Wertbe  von  /»  und  g  sind  reell,  wenn  c'  +  tV^'  >•  0^  iiiiag:iiiftr, 
weoD  c* -h  A^'  ^ö  "«♦•  D'>«  Glcicbunp  ^»4-^^  +  <?  =  0  hat 
also  nur  eine  reelle  Wursel,  wenn  b  positiv,  oder  wenn  b  negativ^ 
jedoch  «*«^tV^'  >8t  Dagegen  besitzt  sie  drei  reelle  Wurzeln, 
wenn  b  negativ  und  zugleicn  i)*<<7V^*  ist 

Die  Fomeln  (11)  bilden  die  sogenannte  Cardanisclie  For« 
mel.  Sie  kann  zur  Auflösung  aller  cubiscben  Gleichungen  dienen, 
da  ^"  -+•  aac^  -i-  ^a?  -f-  <?  :=  0  sich  stets  anf  die  Form  y"  -4-  By 
+  £^=0  bringen  lässt,  wenn  man  a;  =  y  —  \a  setzt.  Es  wird 
dann 

r=,V»'-|»*+c  =  Ä«(«*-"3Ä)  +  ;(»c  — arÄ) 
oder  mit  den  oben  gebrancbten  Bezeichnungen: 

Fall  2.    Es  sei  £=0. 
Fttr  diesen  Fall  erhält  msd  die  Werthe  der  Wnnelli:    ' 

*=-4«+4{a'»  +  7*)  +  0'*-9')«V3| 
«'=^4«  — 4V^«+A«* 
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'^p-i'7)—^p-9)^^^ 


Die  Wertlie  Ton  ;»  und  ^  sind  reell  oder  imagrinär,  je  nachdem 
c-h^«'  positiv  oder  negativ  ist.  Dte'GleichuDfr  o:* +a^^ -4-c 
=  0  hat  daher  im  ersten  Falle  nur  eine  reelle  Warzel,  im  zwei- 
ten dafi^egen  drei. 

Die  Formeln  (13)  und  (14)  bilden  {rewisserm nassen  die  Umkeh- 
rung der  Cardanischen  Formeln,  und  können  gleichfalls  zur  Auflö- 
sung aller  cubischen  Gleichungen  gebraucht  werden,  indem  die 
Gleichung  a:*  -|-  ^a:^  4-  ^^  -f-  <?  ==  0  sich  immer  auf  die  Form 
y»  4- ^y*  +  C=  0  bringen  lässt.  Bs  geschieht  dies,  wenn  man 
aszzzy  —  |(a-|-l^»*--3Ä)  setzt,  und  man  erhält: 

^  =  — l/»»  — 3^ 

^ ,    2(fl»  —  3^)  (fl  -j-  Va^  -  3^)  —  lab 

C_€?+- ;^ , 

Ausdrücke-,  die  denen  des  ersten  Falles  an  Bequemlichkeit  freilich 
nachstehen,  jedenfalls  aber  dann  mit  Vortbeil  gebraucht  werden 
können,  wenn  a*  —  Zb  eine  Quadratzahl  ist. 

Ausser  den  bisher  gemacbten  beiden  Annahmen  können  aber 
noch  mehrere  einzelne  specielle  Fälle  entwickelt  werden,  die  eben- 
falls zu  allgemeinen  Auflösungen  für  die  cubischen  Gleichungen 
sich  brauchen  lassen.  Die  drei  wichtigsten  derselben  bieten  sich 
fast  unmittelbar  dar,  Indem  man  in  den  Gleichungen  (8)  und  (10) 
successiv  m,  «,  k  gleich  Null  setzt.  Man  erhält  dadurch  die  nach- 
stehenden Formeln,  in  denen  jedoch  immer  nur  diejenige  der  bei- 
den Wurzelformen  (7)  und  (9)  in  Anwendung  gebracht  worden  ist, 
welche  im  Resultate  die  grösste  Einfachheit  gewährt 

Falls.    Es  sei  a>  — 3^  =  >b  =  0. 

In  diesem  Falle  wird  3ii= — am  und  in  (7)  p^zszZm^  7*=0, 
«  =  9c  —  4^*,  und  daher 


a?  =  — i«  — \/€?  — Vt«* 
j?  =-  ia+i(l+ tV3)  \^c  -  ,V«*  I  (^^> 
-       ;r  =  — 4a— i(l— ^»/3)  V^c  — ,v»" ; 

Die  Gleichung  sc*  +  «r^*-|-  |a'^  -{-  c  =s.O  hat  daher  stets  nur 
eine  reelle  Wurzel.  « 
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Fall  4.     Es  nt\  &^—Zac  =  n=zO. 

Man  erhält  hier  «  = A:,  p^*  z=zZmCy  yi»=0,  mithio.  ge- 
ben die  Formeln  <9) 


afz 


^=  ; V  (16) 


^: 


a  -4-  4(1  -^.  tV3)  V^Ä(tf »  —  3Ä)  / 

—Ä 

«  -H  4fl  —  tV3)  Va{a^-^U)f 


Ks  hat  also  die  Gleichung  o?»  4- «^' -I- W^^^c.or -1-^=6 gleich- 
falls nur  eine  reelle  Wurzel. 


Fall  5.     Es  sei  9<;-- a^=:M  =  0. 

Hier  ist  m:=z  —  \bk  und  —  4«^=Srf-4^^*.   Damit  erhält  man 
aus  (7) 

o?  =  —  ia  —  il/a»  — 3Ä  (/»  +  ^) 

»^ )  (17) 

Ingleichen  ergieht  sich  aus  (9): 
a?  =  — 


or  = —  I  .* 


l/3Ä^4WP^r3i  ,(^^.^y^)_(^^_^^)ft/3} 


Demnach  hat  die  Gleichung  a:^  +  00:"^  +  ^o:  +  ^a^  =  0  stets 
eine  reelle  Wurzel,  wenn  6  positiv  Ist,  und  drei,  wenn  b  nega- 
tiv ist. 


TkeUlV.  .  27 
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Fall  6.    Es  sei  c  — «^  =  0. 

Hier  wird  «»  =  8«^,  p  =  a  +  \/36^  ^  =  0  — \/^3^,  uud  daher 
nach  (7) 

^  =  -4-\/=^     (19) 

Demnach  hat  die  Gleichung  o:' -f-irar'  +  ^a:+<7^  =  0  stets  eine 
oder  drei  reelle  Wurzeln,  je  nachdem  6  positiv  oder  negativ  ist. 

Fall  7.     Es  aei  «»-4*  =  0. 
Die  Gleichungen  (7)  gehen  hier  die  specieVlen  Werthe: 
^  =  —  i«  —  (/>*  -t-  y') 

^  =  -  i«  +  i(;?»  H- y »)  —  i(;?» ->«)iV3 


1  

7=  y^iy^c  -  iV/c-Vz«' 


(20) 


Demnach  hat  die  Gleichung  a?'  +  aa7'+^a'a7  +  <^==0  nur  eine 
reelle  Wunel,  wenn  entweder  c  positiv  und  c"^-^»*^  oder  wenn 
c  negativ  und  c-^-i-^a*  ist  In  den  entgegengesetzten  Fällen  kom- 
men ihr  drei  reelle  Wurzeln  ^u. 


Fall  8.     Es  sei  ^*  — 40c  =  O. 
Die  Formeln  (9)  und  (10)  gehen  flir  diesen  Fall: 

€ 


asi 


'^0?  =  - 


c 


aci 


^  =  V/T 


\Vc 


a75 


9x  =  ^\e  -^  iV^c»  —  iib^ 


I 


Hiernach  hesitzt  die  Gleichung  a?"  +  iT-^'  +  ^^r  -H  c  =  0  nur 
eine  oder  drei  reelle  Wurzeln»  je  nachdem  0^  >•  «^*  oder 
c*<A*'  ist     , 
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Es  k>hiit  nickt  der  Mühe,  noch  anderweiteo  speciellen  Lösun- 
g'en  nacb  zu  trachten,  da  die  Iner  ge^gebeneD  ziemYich  die  einfachsten 
Resultate  liefern«  Die  bei4e»  lutetzt  enrükaien  Fälle  werden  dttreh 
die  besondere  Form  der  in  (8)  und  (10)  gegebenen  Bndausdrüeke 
dargeboten.  -    .    _' 

Jeder  aber  der  toi  V^rstcheBden  aufgeftfbvteo  Fälle  bietet  eine 
allgemeine  Auflösung  der  cubiscben  Gleicnungen  dar,  wenn  es  mög- 
lich ist  die  Gleichung  ijr'-|-aÄr'  +  Äar  +  c=:0  so  umzuformen, 
dasB  die  Coefficienten  der  neuen  Gleichung  den  Bediugtingen  ent- 
sprechen, welche  der  zu  Grunde  gelegte  Fall  verlangt.  Setzt  man 
in  for^tebeoder  Gleichung  ^i:=r:^  +  «,  so  geht  dieselbe  über  in 

und  man  kann  nun  %  so  bestimmen ,  dass  irgend  eine  ?orgeschrie- 
bene  Bedingung  dadnp4h  frluU4  wiriL  Sfh:t  man  3«+ar=0  oder 
3»* +2flr»  +  6=0,  so  bekommt  man  die  schon  in  Fall  1.  und  2. 
erwähnte  CardaniacKe.  AufKiaiuag  samnt  Atx  mil  ihr  zusammenliiD** 
gvnden  iftversen.  Will  mfan  den  dritten  sftciallea  Fall  au  Grunde^ 
legen,  so  muss  der  Bedingung  A^  —  3iSfs=0  geoügt  werden,  d«  h/ 
es  muss 

(3»  +  «)»  =  3(3»»  +  2«x  +  *) 

sein.  Die  Entwickeluog  giebt  aber  nur  die  Form  a^  —  Zb  7=  0, 
indem  %  sich  auf  beiden  Seiten  vollständig  hebt,  mithin^ kann  der 
Fall  3.  einer  allgemeinen  Auflösung  nicht  zu  Grunde  gelegt  wer- 
den, wenigstens  nicht,  so  lange  man  für  je  keine  andere  Substi- 
tution macht.  "    ' 

Um  den  vierten  FaH  zv  einer  allgfemeinea  Auflösung  zu   er- 
weitern, muss  man  B*^ZAC,  d.  h. 

(3«»-4-2««-4-Ä)»  =  3(3*+«)(»»4-««*+^»+c) 

setzen.     Hieraus  folgt  nach  gehöriger  Entwickelung: 


oder 


tf »  —  3:fr         a^  —  Zb 


und  dahe^ 

"  =  — -ä* 

Rs  ist  dies  die  Anflösimg,  weldie  Cookie  vor  zwei  iiihren  bekannt 

Semaeht   nnd  der  Ueramgeber  dieaes  Journalea  im  ersten  Bande 
esselben  mitgetkeilt  hat. 

Die  AnweaduBf  des  fiiaften  Falfcea  zit  einer  aUgememen  Auf- 
lösung der  cubiscben  Gleichungen  verlangt,  dws  ^CssAß  oder 

9(n^+4ix'  +  ^«+o)  xs  (3«+4S>(3a>H-2«»-^^> 

27» 


Digitizedby 


Google 


420 

g^esetzt  werde.  Die  Entwickelung  giebt  x  =:  2(g»  —  hä  ^^S* 
mithin  einen  recht  einfaeheB  Werth  dieser  Grösse,  aus  welchen 
sofort 


^— • — S — >  ^= — iS; — 


2fc       '  4>fc» 

folgt.  Es  würde  daher,  wenn  man  statt  der  Cardaoischen  Formel 
irgend  eine  andere  wählen  wollte^  die  vorstehende  eine  ganz  be- 
sondere Berücksichtignng  verdienen.  Der  sechste  Fall  erfordert, 
wenn  er  verallgemeinert  werden  solt^  dass  CimAB^  also 

.      Ä»+  «»  +  Ä*+c=(3*-+-«)(3**+2M-f-Ä) 
sein  musB.    Die  Entwickelung  giebt  jedoch  die  Gleichung: 

verlangt  also  abermals  die  Losung  einer  cubisiJben  Gleichung  nnd 
wird  dadurch,  wenigstens  bei  der  angencendeten  i^abstitation,  za 
einer  Verallgemeinerung  unbrauchbar. 

Der  siebente  Fall  würde  erfordern,  dass  A'^z=ikB  oder 

(3»+«)*  =4(3»»+2«Ä+Ä) 

sei.    Die  Entwickelung  giebt 

3*  » +2«  —  (««  —  kh)  =0, 
also 

*  =  -i(«+2l/«»-3^) 
^  =  -2J/«*-3^ 


eine  Auflösung,  die  ganz  brauchbar  ist,  wenn  l^a*  —  3^  eine  ra- 
tionale Zahl  ist. 

Der  achte  Fall  endlich  verlangt,  dass  B'^^kAC  oder 

(3»M-2««+^)»  =  4(3»4-»)(»»-»-»«*-4-^»-|-c) 

sein  soll.     Entwickelt  giebt  dieser  Ausdruck  die  Gleichung: 

die  gor  vom  vierten  Grade  ist,  so  dass  also  dieser  Fall  eine  Ver- 
allgemeinerung gleichfalls  nicht  zulässt. 

Das  Vorstehende  zeigt,  dass  es  weiter  keine  grosse  Schwie- 
rigkeit bat,  neue  Auflösungsweisen  der  cnbischen  Gieichangen  auf- 
zufinden. Soll  jedoch  die  Wurzel  einer  unreinen  cubischen  Glet- 
ehttng  wirklich  berechnet  werden^  so  möchte  die  folgende  JMethode 
allen  anderen  vorzuziehen  sein. 

Man  verwandele  die  Gleichung  ^■-|-flr.a?*-|-Äar4-c=rO  durch 
die  Substitution  ^ss^r-^la  in  eine  «ndere  von  der  Form  y'+^y 
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c 

.-|-C=0,  setze  flBDu  y=z\/B .  s^  so  ergiebt  sich  **+*+2ftyir 
=  0,  eine  GleicbuDg,  für  welche  sich  mittelst  einer  Tafel  der  Co- 
biksahleo  die  Wurzd  fast  ohne  Rechnang  aof  diQ  fönf  ersten  Zif- 
fern finden  l«Mr.  Bs  wird  auch  «ehr  einfach  seicj  fiir  die  Werthe 
TOn 

C      _  (9g  ~  ab)  -  ia{U  —  y«) 

eit^e*  Tafel  zn  berechnen,  mittelst  welcher  man  die  zu  dieser  Grösse 
ehörigen  Werthe  von  %  unmittelbar  findet  Vielleicht  finde  ich  in 
er  Folge  Zeit,  eine  solche  Tafel  zu. berechnen. 


dl 


XLV. 

lieber  eine  wesentliche  Yerallgemeinerang  des 

Problems  von  den,  den  Kegelschnittten  ein - 

oder  umgeschriebenen  Polygonen. 

Von 
Herrn  Fr.  Seyde^vitz, 

,    Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 


Die  allgemeinste  Form,  welche  das  bezeichnete  Problem  zuletzt 
erhalten  hat,  ist  bekanntlich:  a)  In  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
ein  »-Eck  zu  beschreiben,  dessen  Seiten  in  gegebener  Ordnung 
durch  »  gegebene  Punkte  gehen;  6)  um  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt ein  M-Seit  zu  beschreiben,  dessen  Kcken  in  gegebener  Ord- 
nung auf  Jh  gegebenen  Geraden  lirffen. 

Im  Laufe  einer  systematischen  Darstellung  der  sogenannten  In- 
volutionen als  eigenthümlicher  Beziehungen  projectivischer  Gebilde 
auf  einander  begegnete  ich  einem  Princip,  durch  welches  nicht  nur 
die  innere  Natur  der  obiffcn,  sondern  auch  die  einer  weit  allgemei- 
neren Doppelaufgabe  vollständig  aufgehellt  wird.  Und  hierbei  über- 
raschte mich  die  Bemerkung«  dass  zwei  Aufgaben,  welche  beide  von 
den  Alten  uns  überliefert  worden  und  wie  keine  das  Interesse  der 
Neueren  in  Anspruch  genommen  haben,  nämlich  die  in  Rede  ste- 
hende des  Pappus  und  die  Tactionen  des  Apollonius,  beide,  wie- 
wohl 10  ihrer  nrsprfinglichen  Gestalt  ganz  verschieden  von  cpinander. 
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naeh  einer  Reihe  von  Verwandlunffen  in  einer  Weise  sich  darstel- 
len, class  man  versucht  wird,  sie  tÖr  die  Modifikationen  einer  und 
derselben  Aiissage  eu  baite«. 

Um  mich  kurz  zm.  fasse«,  «srde  ich  mich  auf  Steiner's  Ab- 
hängigkeit geometrischer  49e8talten  u*a.  w.  und  auf  art.418 
und  424  desTrait^dcs  proprietösprojectivesdesfigoresTaa 
Poncelet  berufen.  Ausaei^dem  bemerke  ich,  d^iss  zwei  aufeinander 
ffelegte  projectivische  Gerade  ^,  ^|,  so.wie  swei  concentrische  pro- 
jectivische  ebene  Strahlbüschel  3j  B^  invötutorisoh  heissen, 
wenn  dort  die  beiden  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen  sich  in 
einem  Punkte  vereinigen,  hier  die  ungleichnamigen  Schenkel  der 
entsprechenden  rechten  Winkel  zusammenfallen;  ferner  dass,  wie 
man  sich  aus  §.  16.  des  Steiner'schen  Werkes  leicht  überzeugen 
wird,  bei  zwei  involutorischen  Gebilden  Ay  ui^  oder  ßy  B ^  je  zwei 
entsprechende  Elemente  sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen ,  d.  b. 
dass  jedem  Elemente,  iWeun  es  nach  einander  als  beiden  Gebilden 
angehörig  betrachtet  wird,  in  dem  jedesmaligen  andern  Gebilde  ein 
und  dasselbe  Element  entspricht;  und  dass  umgekehrt  zwei  anf  ein- 
ander gelegte  oder  conceutrische  projectivische  Gebilde  involutoriscli 
aind,  wenn  ein  einziges  Elemenienpaar  sich  in  doppeltem  Sinne 
entspricht.  Auch  soll  der  Kürze  wegen  die  Eigenschaft,  dass  zwei 
Gebilde,  z.  B.  A^  A^,  in  Ansebui^  äer  entsprechenden  Bleoienten- 
paare  a,  (>,  C,  b  ....  und  tti,  <),-^  (^^  ^,  . . . .  projectivisch  sind,  durch 

u#(4,  6,  C,  b  .•,.):3=^i(ai»  'S,,  ty^.)>i  ...*), 

sowie,   dass  sie  in  Ansehung  derselben  bI^  7iigeordnetei:  Clemen- 
tenpaare  inmliitarificl)  sind,  dvnah  .    . 

bezeichnet  werden. 


a)  Gehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  p^  io  der  Ebene  eioes 
Kegelschnittes  /i  zwei  beliebige  Gerade  B^B\^  Aia,,  welche  den 
letzteren  in  den  Punkten  B^,  B\^  ai.,  a,  sciineide.n;  zieht  man  die 
Geraden  /?,a,,  B\ci^\  B^a^.  B\^^  oder  «r,,  a\\  »,,  «',,  die  sich 
panrweiäe  in  a\,  (k\  sclineidenj  und  verbindet  die  Punkte  a', ,  a'j 
durch  eine  Gerade  A ',  legt  man  sodann  durch  ß^  beliebig  viele 
Strahlen  <^|,  Cj,  i/^  ....,  welche  den  Kegelschnitt  in  6,,C|,  b,  .... 
und  die  Gerade^  in  b',,  C',,  b\  ....  schneiden,  verbindet  die  letz- 
teren Punkte  mit  B\  durch  die  Strahlen  //,,  c',,  </\  ....,  welche 
£  in  b,,  C3.  ba  ••••  schneiden,  diese  wieder  mit  i?|  durch  It^^  r,. 
«Z,....,  welche  die  A  in  b\,  c'^^  b',  . . ..,  und  diese  mit  B\  durch 
Ä'a,  cr'a,  (f^  ....,  welche  /i  in  b,,  C,,  b,  ....  sclmeide«;  und  ver- 
bindet endlich  4iuch  diese  Punkte  mit  J9,  durch  die  Strahlen  ^,, 
c^i  r/.  ,...,  so  ist  erstens,  wegen  des  pcrspectivischen  Durchschnit- 
tes J 

=  i?'i(« , ,  ^'i,  c\,  d\....  a\,  b\,  d^,  J'^... .), 
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und  zweitens  wwen  dei  Keffelsclwjttei ^f  ^  nrncb  Abb.  ge^met 
Gest.  §.  38,  HL  rechts:     . 

^'i(«'i»  ^'i j  c'j,  O',  . . . .  «'a,  Ä'„  c'3,  if,  . . . .) 

=^Äi(^»»^a><?a»<'a  ....  Ä,,  *,,<?,,  rf,  ...  •), 

also  nucb,  wenn  man  die  Sti^hleD  «,,  ^1,  ^1,  c/,  ....  ursprfifiglleb 
einem  Strahlbaschel  B^y  und  die  Strabten'  a,,  ^2)  ^3»  ^^  •  •  •  •  nebat 
<v,feder  «,),  ^,,  r,,  ^,  . . . .  einem  mit  /l,  concentrisebeii  SiraMbfi- 
sehel  ÜT,  angpeiidrig^  beCmcbtet,  dann  aber  die  a^,  ^a,  €?,,  if,  .... 
ebenfalls  zu  /T,   recbnet: 

=  ^»(fl^as  ^ij  «a?  r/,  .  .  .  .  aj,  Ä„  C,,  «^,  . . .  .). 

Hier  aber  sind  die  Strahlen  ffi.a^  in  doppeltem  8inne  entsprechend, 
alsQ  gilt  dasselbe  von  je  zwei  entsprechenden  Strahlen,  d.  b.  die 
Strahlen  ^t^c^^d^  ....  sind  mit  den  Strahlen  ^dC^m^i  ....,  und  folg- 
lich die  Punkte  b,,C,,  b,  . . . .  mit  den  Punkten  bi,C],b,  ....  iden- 
tisch. 

Nach  einem  bekannten  Satze  schaeidefa  nun  die  Diafi^önalen 
öi^a,  t|ta/c,C2,  b.b,....  der  vollständigen  Vierseite  u^üf^a^a^^^ 
b^y ^üji\^  c^cf^c^d^y  d^d'yd^fP^  ....  die  allen  gemeinschaftliche 
Diagonale  B^B\  in  einem  Punkte,  welcher  der'  vierte  harmonisch^ 
zu  B^sB\  und  dem  Durchschnitte  von  B^B\  und  ^,  einer  eben- 
falls gemeinschaftlichen  Diagonale,  und  zwar  der  dem  letzteren  zu- 
geordnete Punkt  ist;  also  gehen  die  ersteren  sämmtlich  durch  einen 
und  denselben  Punkt  p^. 

Hieraus  scbliesst  man  sofort,  da  die  Punkte  /^i^i^i)  (ti^b,,  c/, 
b,  . ...  durchaus  beliebig  und  von  einander  unabhängig  sind,  dass, 
wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  p^  die  Geraden  aitts,  bib,, 
C1C3«  bfb,  ....  beliebig  gezogen  und  sodann  um  eiben  beliehigeu 
Punkt  (B^B^)  auf  dem  Umfange  von  IC  die  Strahlen  0,,  6^^  c\f 
1/1  ... .  0„  ^2,  r„  r/,  . . . .  bestimmt  werden,  die  Beziehnug 

stattfinden  muss. 

Ferner:  da  der  Punkt  p^  durch  zwei  Gerade  0,03,  b,b»  g0- 
geben,  und  da  das  ganze  System  entsprechender  Elementenpaare. 
zweier  projectivischen  Gebilde  ^1,  i^s  bestimmt  ist,  wenn  drei  die- 
ser Paare  ^i,  ^,,  a,;  a^t  b,,  a^  beliebig  gegeben  sind,  d.  h.  im 
hier  betrachteten  Falle  zwei  beliebige  Paare  zugeordneter  Elemente 
^19  ^11  ^3» ^»9  >a  mnss  sich  der  vorige  Schldss  auch  umkebreii 
lassen. 

6)  Setzt  man  in  0)  überall,  wo  von  Punkten  und  Geradenp 
Punkten  auf  dem  Umfanfl^e  vonÜT,  Verbindungslinien  zweier  Punkte, 
Durchschnitten  zweier  Geraden,  Durchschnitten  einer  Geraden  und 
des  Kegelschnitts,  projectivischen  Strahlbüscheln,  pcrspectivischem 
Durchschnitt  die  Rede  ist,  resp.  Gerade  und  Punkte,  Tangenten 
HD  Ky  Durchschnitte  zweier  Geraden,  Verbindungslinien  zweier 
Punkte,  Tangenten  von  einem  Punkte  an  den  Kegelsclinitt,  pro- 
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jcctiviflche  Gerade,  ProjectioDspuokt/  und  berückaiehtigt  Abb*  geon. 
uest  (.  38.  111.  links,  so  ergiebt  sieb  die  rechte  Seite  des  folgeo» 
den  Lehrsatzes: 


Sämmtliche Punkten  paare, 
in  welchen  ein  beliebiger 
KegeUchiiitt  von  einem  be- 
liebigen ebenen  Strahlbü-' 
6chel  geschnitten  wird,  be- 
stimmen, wenn  sie  mit  einem 
beliebigen  Punkte  seines 
Umfanges  durch  Gerade  ver- 
bunden werden,  die  zuge- 
ordneten Strablenpaare 
zweier  involutorischer 
Strahlbüscbel; 


Die  sämmtlicben  Tangen- 
tenpaare, welche  von  dea 
Punkten  einer  beliebigeD 
Geraden  an  einen  beliebi- 
gen Kegelschnitt  gezoffen 
werden,  schneiden  ein/e  be- 
Hebige  andere  Tangente 
desselben  iu'den  zugeordne- 
ten Punktenpaaren  zweier 
involutorischer  Geraden; 


und  umgekehrt: 


Liegt  der  gemeinschaftli- 
che Mittelpunkt  zweier  in- 
voIutorischerStrahlbüschel 
auf  dem  Umfange  eines  Ke- 
gelscJinitts,  so  gehen  alle 
Sehnen  desselben,  welche 
durch  die  zugeordneten 
Strahlenpaare  der  ersteren 
bestimmt  werden,  durch  ei- 
nen und  denselben  Punkt. 


Liegen  auf  einer  Tangente 
eines  Kegelschnittes  zwei 
in volütorischc  Gerade,  so 
liegen  die  Durchschnitts- 
punkte aller  Tanarenten- 
paure,  welche  von  den  zu- 
geordneten PiinktenpaareD 
der  ersteren  an  den  Kegel- 
schnitt t  gezogen'  werden, 
aufeiner  geraden  Linie. 


Anmerkung  1.  Die  involutoriscben  Gebilde  zerfallen  in  zwei 
wesentlich  verscLieUene  Klassen:  entweder  sind  die  beiden  Gebilde 
ungleichfiegeud,  und  dann  fotgen  je  zwei  zug^eordnete  Elemente 
unmittelbar  auf  einander,  oder  sie  sind  gleichliegend,  und  dano 
wechseln  die  Elemente  jedes  Paares  mit  denen  der  anderen  Paare 
xib.  Im  ersten  Falle  giebt  es  allemal  zwei  Elemente  (Hauptpunkte» 
Hauptstrahlen ) ,  welche  mit  je  zwei  tugeordneten  harmouiscb  sind, 
im  zweiten  giebt  es  deren  niemals.  \a  a)  tritt  der  erste  und  zweite 
Fall  ein,  jenachdem  der  Punkt  Pi  ausserhalb  oder  innerhalb  A 
liegt,  und  in  ^),  jenachdem  die  Gerade  P  den  Kegelachnitt  schnei- 
det oder  nicht. 

Anmerkung  2.  Denkt  man  sich  links  in  der  Umkehrung  deo 
besonderen  Fall  einer  Involution  von  lauter  rechten  Winkeln,  so 
erhält  man  einen  längst  bekannten  Satz. 

Anmerkung  3.  Das  hier  Gesagte  giebt  zugleich  über  die 
innere  Nator  der  Eigenschaften  der  harmonischen  Pole  und  Pola- 
ren, von  welcher  in  §.  45.  des  Steiner'scheu  Werkes  kudeutend  ge- 
sprochen wird,  nüheren  Aufschluss. 


Es  ist  ein  beliebiger  Kegelschnitt  und  in  der  Eben« 
desselben  sind 
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n  beliebige  Punkte  fegt^ 
beD;  in  den  erstereD  ein  ein* 
facbee  Jt-Uck  zu  beschrei- 
ben, dessen  Seiten  in  gege- 
bener Ordnung  durch  die 
gegebenen  Punkte  gehen. 


»  beliebige  Gerade  gege- 
ben; um  den  ersteren  ein 
einfaehee  n  -  Seit  su  be« 
■ebreiben,  desien  Ecken  in 
gegebener  Ordnung  auf  den 
gegebenen  Geraden  liegen. 

Es 'sei  der  Kegelschnitt  iT  und  der  Reihe  nach 


die  Fünkt€pt,p^,p^..,.pk,pk^i 
*...pn  gegeben.  Man  denke  sich 
durch  einen  beliebigen  dieser 
Punkte,  E.  B.  durch  p^ ,  unaählige 
Gc«rade  gelegt»  welche  K  in  den 
Pnnktenpaareii  o, ,  a, ;  bj,  b, ;  c, , 
^s)  ^1»  ^3  ••••  schneiden,  sodann 
einen  Punkt  jedes  Paares,  z;  B. 
0«ii^s>c,,  b,  ....,  ttit  dem  auf  ;i, 
folffcndeo  Punkte  p^  durch  Ge- 
rade verbunden,  welche  K  zum 
zweitenmal  in  a,,  <b,,  c,,  bs  . . . . 
schneiden,  dann  wieder  diese  letz- 
teren Punkte  mit  p^  durch  Ge- 
rade, welche  A' in  a4,b4,c«ib4.... 
schneiden,  u.  s.  f.  die  Punkte  Oit^ 
bj(>  tky)ik  ••••  mit  TIA,  die  Punkte 

ÄA+i»  6x+i»  c*-f.ii  bin-i  ...•  mtpk^x 

endlich  die  Punkte  a«,  WCM,bii..«. 
mit  dem  letzten  gegebenen  Punkte 
Pn  verbunden,  wodurch  man  die 
Punkte  a«.f.i,  b^+i,  c^+i,  bn-h»  •  •  •  • 
erhält.  Ferner  denke  man  sich 
um  einen  beliebigen  Punkt  auf 
dem  (Jmfbnge  von  Ül,  als  gemein- 
Schaft  liehen   Mittelpunkt,   is  +  1 

Strahlen büschel  i?, ,  ^,,  ß 

Bk.Bi^i.,..  Bn,Bn+i  gebildet, 
deren  S^truhlena,,  ^,,  C|,  i/|  ,...; 

^9»  ^a>  ^3»  ^*2  ••••»    ^»)  ^l>  ^t>^»'*'«5 

....flr*,  h,  ci,  #4....;  tfk+u  h^u 
ci^u  f^i-+\ ....;....  flf« ,  ^n,  c?;i,  </ii.... ; 
i»Ä+i,  ^«-w»  <?n-hf»  '4-+.! ....  nach 
den  gleichnamigen  undglcichmar- 
kirten  Punkten  des  Umfanges  von 
Angerichtet  sind,  so  sind,  dem 
Satze  links  des  f.  1.  zufolge,  je 
zwei  dieser  StrahJbQschei,  weiche 
unmittelbar  auf  einnnder  folgen, 
z.  B.  Bi,  Bu+i,  iu'Anseliung  der 
zugeordneten  Strahlenpuarc  au, 
^*j  Cki  flfc ... .  und  ai^\^  6^4.1,^^4.1, 
1/4+1....  invoiutoriscb;  folglich 
sind  auch  der  erste  und  der  letzte 
Strahlbiischel  if,,  i^n+i  in  Anse 
hung  der  entsprechenden  Strahlen 


die  Geraden  P,,  /*,,  P,  ..,.  Pu^ 
/V4.1 .  • . .  A  gegeben.  Man  denke 
sich  von  unzähligen  Punkten  ei- 
ner beliebigen  dieser  Geraden, 
z.  B.  der  Pi,  an  ÜT  die  Tangen- 
tenpaare «,,«»;  Ä,,^,;  €?„€;,; 
^1,  </,  ....  gezogen,  sodann  von 
den  Punkten,  wo  allemal  die  eine 
dieser  Tangenten,  s.  B.  0,,  ^»9 
r,,  4/,  ....,  die  auf  P.  folgende 
Gerode  P,  schneidet,  die  neuen 
Tangenten  a,,^«,  c,, </,•»..,  dann 
wieder,  von  den  Durchschnitts« 
punkten  der  letzteren-  mit  Ps.die 
Tangenten  a^,  ^4,  c«,  ä^.^,,  u.s.  f. 
von  den  Durchscbnittspunkten  der 
Tangenten  a^ti  ^^t  <^A,  ^x  ••.•  mit  Pi, 
der  «A-hb  Äjn-i,  cjt+i,  äi+i ....  mit 
Pt^i  ...M  endlich  der  a»i6t^,Cn9 
i4....  mit  der  letzten  gegebenen 
Geraden  P»  die  Tangenten  an-^u 
ifn+u  Cn+u  <4+i ....  Ferner  denke 
mau  sich  längs  einer  beliebigen 
andern  Tangente  «  +  1  Gerade 

«^1 »  -«a»  -^i  . •  •  •  -^Ar'  -»*+!  •  •; •  -^ä» 

^jH-1  auf  einander  gelegt,  welche 
von  jenen  Tangenten  in  den 
gleichnamigen  und  gleichmsrkir- 
ten  Punkten  a,,b,,c,,  b,  ....;  da« 
^a»c,,b,....jtt|,  b,,  Ct»b,....;iUi 
b^,  Ci)  bx....>  ttM-i,  bjfr-hi>  CiM4,'bM-i 

....;  ....  An)  bii,  Ca,  bn  •  .  •  •»  AiH-X> 

bü+i,  Cü-hi,  bn-hi  ....  geschnitten 
werden,  so  sind,  dem  Satze  rechts 
des  §.  1.  zufolge,  je  zwei  dieser 
Geraden,'  weiche  unmittelbar  auf- 
einander folgen,  z.  B.  Jk^-^k^u 
in  Ansehung  der  zugeordneten 
Punktenpuare  a^t, b^,  Ca,  b/t**..  und 
Oit-f-i»  tit+h  Cx-#-i,  bi+|....  invoiuto- 
riscb; folglich  sind  auch  die  er- 
ste und  die  letzte  Gerade  ^,, 
An-^i  in  Ansehung  dei*  entspre- 
chenden Punktenpaare  a,,>bi,C|« 
b, ....  und  air+i,  bif+i,CiM-i«bji+i.... 
projectiviäcb  (Steiucr.  f.  11.  IIL). 
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M  naa  (e,ejH4)  ein  Ponkt^  to 
welchem  sich  zwei  entsprecheB^a 
e  1(114.1  vereioiffeo,  la  «nteprickt 
denaeibeo  etneTaogiAite  (e ,  ^«h-i  )$ 
welche  cur  ersten  «,  der  TaDfi^en« 


tenreihe  e^^e^^  e^ 


» «n^  ^«4-1  g€* 


ii,,^,,Ci,  i/| ....  und  a»4.i,  ^i«4.i, 
^M+i»  ^»+1  ••  •  •  projectivisch  (Stei* 
ner.  §.  11.  III.).  Ist  nnn  (^,  ^^44) 
ein  Strahl,  in  welchem  sich  zwei 
e«itsprechende  e^,en+i  vereinigen, 
so  eospricht  demselben  ein  Puinkt 
(eieM+i),  welcher  zum  Auss^angs- 
paukte  (i  der  Punktenreilie  fi, 
ea,e,....e«,  e«+i  geDommen,  mit 
dem  leisten  Punkte  en+i  zussm 
hienfällt.  Die  Strahlbüschel  ß^, 
Bn^i  aber  sind  durch  drei  belie- 
bige ihrer  entsiirechenden  8trah-> 
lenpaare  ly,,  &,,  e«  nnd  «m^-i, 
^M+ii  Cn-^\  vollkommen  bestimmt. 
Also  ist  die  Aufgabe  gelost,  wenn 
man  anf  die  oben  angegebene  Art, 
von  drei  beliebigen  Funkten  a^* 
lb,,C|  aosgehend,  die  Punktenrei- 
hfU  a,,as)  0, ....  an)  Aff^-i;  fc,,ba, 

61 .  . .  .  bii»  t>«+l ;  C, ,  C),  Ca  .  .  . .  Cn» 

Cff+t  bildet,  die  Punkte  a,,b,,C| 
und  am-i,  bit+i,  t»4-i  mit  einem 
beHebigen  Punkte  (ßjß„^\)  des 
Ilmtanges  von  A'  durch  die  strah- 
len «1,  ^1,  <^,  nnd  «rn^-i,  dm^uCn+i 
verbindet,  nnd,  in<tem  man  sich 
zwei  8trablbÜ8chel  i?, ,  Bn-^i  vor- 
stellt, die  in  Ansehung  dieser  drei, 
als  entsprechender  Strablenpaore 
projectiyisch  siml,  diejeoig(*n  zwei 
Strahlen  (^,^«4-1)»  (/u/n+i)  con- 
struirt,  in  deren  jedem  sich  7,wei 
entsfirechende  vereinigen  (Steiner. 
§.  17.  11.).  Nämlich  jeder  der 
Punkte  (e,e/i4.i),  (fifin-i)»  wo  diese 
Strahlen  deo  kegeischoiit  schnei* 
den,  ist  die  mit  />,  au  verbindende 
Kcke  eines  der  Aufgabe  genügen* 
den  Polygons. 

Anmerkung  1.    Lässt  man  bei  der  Bildung  der  Punkten-  und 

der  Tangf'nteureihpn  A^,  a^^  a^  .,..  a^  dn+'X,  ^n^t^^  a an,  0^4-1 

u.  s.  W.  a,,«?,  die  Stelle  von  ai,a,  vertreten,  um  sofort  letztem 
»uf /r,,  P,  zu  beziehen,  so  ändert  diess  nichts  im  Resultate,  weil 
die  Gehihle  Ä,,  ^,,  B^  ....  Bn,  Bn^w  A^^A^sA^  ....  An^An,^ 
nicht  nur  prejectivisch,  sondern  involutorisch  sind,  folglich,  wenn 
z.  B.  die  Strahlen  «,,  a^  beide  zu  B^  gerechnet  werden,  ihnen  in 
B^  die  Strahlen  a^^a^  entsprechen  müssou;  die  Strablbüschel  ^,, 
iffn+i  bleiben  also  identisch  dieselben,  nur  erscheinen  zu  ihrer  Jie» 
Stimmung  eio,  zwei  «der  drei  andere  ihrer  Stroh  lenpaare  gegeben. 

Anmerkung  ^  Aus  dem  eben  Bemerkten  folgt,  dass  die 
Aufgabe  links  und  rechts  höchstens  zweier  Auflösungen  fahi^  isr. 
Liegt  ein  einziger  der  gegebeocu  n  Punkte  pk  ausserhalb  A,  so 


wählt,  mit  der  letzten  Tangente 
^i,4-i  zusammenfallt.  Die  Geraden 
Jf, ,  .^1144  •  ttber  sind  durch  drei 
beliebige  ihrer  entsprechenden 
Punktenpanre  ai,b|,Ci  v^d  an4-i9 
bit4-H  ^4-t  vnllkommen  benCimmt* 
Also  ist  die  An%abe  gelöst,  wenn 
man  auf  die  obea  bezeichnete 
Weise,  ven  drei  beliebigen  Tan« 
genten  «, ,  ^, ,  c,  ausgehend ,  die 
Tangenlenreiheu  ^i,  a^\  a,  • . .  • 
««,  ««4-1;  ^i»  ^ij^i  ••••  ^«>^»4-i; 
^'ii'^af^^t  ••••  ^Mi€?n4-i  bildet,  sich 
längs  einer  beliebigen  andern 
Tangente  {A^^  ^114.1)  zwei  pro- 
jectiviscbe  Gerade  Jf,,  ^114-1  anf 
e.inainder  gelegt  denkt,  welche 
von  den  Tangenten  a  1 ,  ^1 ,  c^  und 
flf«4-i'.  ^»4-ii  ^«4-1  »  entsprechen- 
den Punktenpaaren  at,6,,C,  und. 
an4-i,  6«4-b  C«4-i  gesdinitteo  wer- 
den, und  diejenigen  zwei  Punkte 
(e,,en4:i)»  (fi^f»H-i)  constmirt,  in 
deren  jedem  sich  zwei  entspre* 
chende  vereinigen  (Steiner.  ^  17. 
11.).  Nämlich  jede  der  Tangen* 
ten  (<f,,  tfn4-i),  (/i»/ii4-i),  welche 
von  diesen  Punkten  ausgehen,  ist 
die  durch  P^  begrenzte  Seite 
eines  der  Aufgabe  genügenden. 
Polygons. 
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eraevgt  er,  wie  gOBaft»  unfleicbliegeode  StraUtiiischel  Bu^Bk^x^ 
und  dadurch  müssen  auch  B^^Bn+j  ungleichUegeod  werdep.  Wtfd 
dagegen  zwischen  B^  und  Bn^i  die  Lage  der  Gebilde  2, 4, 6....mal 
umgekehrt,  fo  sind  B\i  Bnf-i  uodiweDdig  gl eichliegeod.  Dasselbe 
gilt  von  A^y^nrhi,  Vergleicht  man  hiermit  Steiner.  §.  16.  11.,  so 
folgt: 

Die  Aufgabe    hat    alleaal    zwei  AuflösuBgcn,    wenn 
eine  ungerade  Anzahl' 


der  gegebenen  Punkte  aus- 
serhalb Hles  Kegeischnittes 
liegt;  und  sie  bat  entweder 
EWei»  oder  D4tr  eine  oder 
keine  Auflösung,  weuo  das 
Gegentheil  staUfiudet. 


der  gegebenen  Geraden  den 
Kegelschnitt  durchsehnei- 
det; und  sie  hat  entweder 
zwei,,  oder. nur  eine  oder 
keine  Auflösung,  weun  das 
Gegentheil  stattfindet. 


Anmerkung  3.  Führt  man  die  ConstruMion  der  Funkte 
(eie,,-hi),  (fiffH-i),  sowie  der  TaBgeotcn  {e,e„+i),  (A/«4-i)  wirklich 
aus,  so  zeigt  es  sich,  dass  maa  der  -Strahlbüschel  B^^  Bn+i  und 
der  Geilftden  ^, ,  y^/i+i  gar  nicht  bedarf.  Vielmehr  hat  man  links 
nur  die  Geraden  afim-^-i  und  an^*i{>],  die  sich  in  b«,  und  die  Gera- 
den (t,C/«+i  und  Am+iCi  ,  die  sich  iu  Xo  schneiden,  und  sofort  die 
Gerade  bpC»  zu  ziehen,  so  schneidet  sie  A*  in  den  genannten  Punk- 
ten; und  rechts  hat  man  den  Durchschnitt  der  Tangenten  ä^,  6n-^\ 
mit  dem  der  Taujcenten  «tw+i,  ^i^  (iurch  eine  Gerade  h^^  und  den 
Durchschnitt  der  Taugenteo  a^^Cn-^i  mit  dem  der  Tangenten  mn-^^ 
<?i  durch  eine  Gerade  c^  zm  verbinden,  so  ist  der  Durchschnitt  von 
^o>^«  zugleich  der  derwerstgenannten  Tangenten,  (Vgl.  Poncelet 
Traitd  art.  560  und  561.)     / 


♦.3. 

0)  Hat  ein  beliebiger  Kegelschnitt  K  mit  einem  andern  belie- 
bigen Kegelschnitte  P,  eine  reelle  oder  ideale  doppelte  Berührung, 
lind  68  schneidet  eine  beliebige  Tangente  des  zweiten  den  ersteren 
in  den  Punkten  Bj,B\^  was  aber  nur  d«nn-  möglich  ist,  wenn 
eutvvHnier  P^  von  iL  umsehWsseB  wird,  oder  weuu  P,  den  A^ ausser* 
iich  berührt,'  ohne  iho  zu  umsehliessen;  wird  ausserdem  A*  Von  be- 
liebig vielen  anderen  Tangentco  des  P,  in  den  Pinktenpaaren  a,, 
<^s;  ^M  (>;  CijCj;  bifb,  ....  geschnitten,  wo  die  Punkte  a,.b,.C) 
b)  ...  .^1)  übereinstimmend  mit  den  Punkten  0,.  b,,  €1,  b,  .«.. 
li<*g«n  ttü^isen,  2)  über  nacb  einerlei  oder  nach  entgegengesetzter 
Richtung  auf  dem  Clmfange  von  K  zu  nehmen  sipid,  je  nachdem 
/*,  innerhalb  oder  aosserbalb  A  Hegt,  und  zieht  man  die  Geraden 
^,a,,/^,a,,  Ä',a,,  Ä',a,;  ^,1),,  i^,b,,  Ä',b,,  Ä',ba;  ^,c,,^,€,, 
A',c,,^^',c,;  Ä,b,,  i?,ba,  i^'.b,,  A',b,  ....  oder  a,,  «r,,  «',,  «,; 
^n  ^a>  ^1»  ^'»1  <?i»<?3.  c',,  c'a^  <^u  *^«5  ^ä^i?  <^a  ••••i  8«  weiss  man ^aus 
Poncelet's  Trait^  art.  4*24,  duss  entweder  die  Durchschnitte  der 
•Strahleopaare«r,,0  s;  ^1,^',^  c^tC^^  d^^tt^  oder  der  anderen  0,, 
i»\  ;  ^,,  6\  ;  r,,  <^, ;  i/„  d\^  auf  der  Bernhrung'Ssebne  A  beider  Ke- 
gelschnitte liegen  m4iss€n.  Es  sei  das  Letsiere  der  FaU.  und  non 
denke  sich  die  S^trahlen  «,,  ^,,  c,,  d^  w...  einem  Slra^iUiüschcl  B^ 
und   die  Strahlen  ly,,  ^,,  c^y,d^  ....  einem  mit  Zf^  concentrischen 
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Strahlbüscbel  B^  aogehörig',  so  igt  ersteas  wegen  des  perspectiirt* 
BcbeD  Durchschnitts  ji 

und  zweitens  wegen  des  Kegelschnittes  AT 

also  auch 

Und  umgekehrt:  hiUJet  man  um  einen  beliebigen  Pnnkt  {B^B^) 
eines  Kegelschnittes  K  zwei  concentrische  projectivische  Strahlbü- 
schel i?, ,  B^,  so  umhüllen  die  Sehnen  des  ersteren  <l,,a, ,  iit^* 
C1C29  welche  zunächst  von  drei  bestimmten  ihrer  entsprechenden 
i!jtralilenpaare  a,,  a,  ;<  ^,,  ^2;  Ci,^,  begrenzt  werden,  vier  KegeU 
schnitte,  deren  jeder  üf  doppelt  berührt  (Poncolet  art.  424).  I)ie 
Tangen tenscbaaren  dieser  vier  Kegelschnitte  bestimmen,  indem  sie 
K  durchschneiden,  vier  Paar  conrentrische  projectivische  Strahlbü- 
schel  B^y  B^y  welche,  wiewohl  jedes  die  ii»trahlen  a^  ^,,  r^i,  ir,» 
^2,  r,  enthält,  durchaus  von  einander  verschieden  sein  müssen. 
Diese  yerschiedenheit  aber  ist  nur  möglich,  wenn  je  zwei  Strahlen 
^19^3  verschieden  unter  ^,,  B^  vertheilt  werden,  wobei  z.  B.  dem 
Ä,  enttreder  die  drei  Strahlen  «,,  A,,  r,  oder  ir,,Ä,,c?2  oder  a,, 
^2,  Ci  oder  a,,  ^,,  ^i  zufallen.  Also  ist  nothwendig  eines  dieser 
vier  Paar  Ntrahlbüschel  mit  dem'  von  uns  angenommenen  identisch. 
6)  Durch  dieselben  Schlüsse  wie  in  a)  und  durch  dasselbe  Ver- 
fahren wie  in  §.  1.  iß)  wird  man  sich  von  der  linken  Seite  des  fol* 
genden  Satzes  überzeugen: 


Haben    zwei    beliebige 
eine    reelle    oder    ideale    d 
stimmen 

die  sämmtlichen  Punkten* 
paare,  in  welchen  die  Tan- 
genten  des  einen  den  ande- 
ren durchschneiden,  wenn 
sie  mit  einem  beliebigen 
Punkte  auf  dem  Umfange 
des  letzteren  durch  Gerade 
verbunden  werden,  die  ent- 
sprechenden Strahlen paare 
sweier  concentrischer  pro- 
jecti^vischer  Strahlbüsehel; 


Kegelschnitte   mit  ein^ander 
oppelte    Berührung,     so    he- 

die  'sämmtlichen  Tangeo- 
tenpaare,  welche  von  den 
Punkten  auf  dem  Umfange 
des  einen  an  den  anderes 
gezogen  werden,  auf  einer 
beliebigen  anderen  Tan- 
gente des  letzteren  die  ent- 
sprechenden Punktenpaare 
zweier  aufeinandergelegter 
projectiviscber  Geraden; 


und  umgekehrt: 


Bildet  man  um  einen  belie- 
bigen Punkt  auf  »dem  Um- 
fange eines  Kegelschnittes 
zweiconcentrische  projecti- 
vische    Strahlbüsehel,      so 


Legt  man  längs  einer  belie- 
bigen Tangente  eines  Ke- 
gelschniltes  zwei  projecti* 
vische  Gerade  aufeinander, 
so  liegen  die  Durchschnitte 
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umhülleD  die  Seinen  dieses 
Kegelscbnittes ,  wefche 

durch  die  entsprechendeD 
Strahle D^paare  ,  begrenzt 
werden,  einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt, welcher  den  er- 
steren  doppelt  berührt. 


der  Tangentenpaare,  wel* 
chevon  den  entsprechenden 
Punktenpaaren  an  den  Ke- 
gelschnitt gezogen  werden, 
auf  dem  Umfange  eines  zwei* 
ten  Kegelschnitts,  welcher 
den  ersteren  doppelt  be- 
rührt. 


*  Annterkung.  Haben  die  beiden  Gebilde  Zf,,il,  oder^,,^, 
Elenente  ^,/*oder  e,  f^  in  denen  sich  zwei  entsjirechende  vereini* 
gen,  so  bestimmen  diese  resp.  die  gemeinschaftlichen  Funkte  oder 
Tangenten,  und  somit  die  Berührungssebne  oder  den  Beriihrungspol 
der  beiden  'Kegelschnitte.  Also  haben  diese  letzteren  allemal  einen 
reellen  Contact,  wenn  die  Gebilde  /7,,  B^  oder  A^^  A^  ungleich* 
liegend  sind. 


§.4. 


ein    beliebiger   Kegelschnitt   nnd    ausserdem 
iebige  ^Kegelschnitte ,    welche    den    ersteren 

um  den  ersteren  ein  einfa- 
ches »-Seit  zu  beschreiben, 
dessen  Ecken  in  gegebener 
Ordnung  auf  den  Umfangen 
der  letzteren  liegen. 


Es   ist    e 

sind    «beliebige  ,Keg 

doppelt  berühren,  gegeben; 

in  den  ersteren  ein  einfa- 
ches #»-Eck  zu  beschreiben, 
dessen  Seiten  in  gegebener 
Ordnung  die  letzteren  be- 
rühren. 


Die  hier  behufs  der  Auflösung  anzustellende  Betrachtung  stimmt 
beiderseits  mit  der  in  f.  2  angestellten  überein,  nur  dass  hier  die  Ver- 
bindungslinien der  Funkte  ai,  a,,  a a»,  <tn+i  u.  s.  w.,  statt  durch 

gegebene  Punkte  zu  gehen,  gegebene  Kegelschnitte  ^,,  p^^p^ ...., 
Pn  berühren,  sowie  dass  die  Durchschnitte  der  Tangenten  «i,  or,, 
a^  ,.,.an,an+i  auf  den  Umfangen  gegebener  Kegelschnitte  /^^JP,,  , 
J\  .,..Pn'j  statt  auf  gegebenen  Geraden  liegen,  und  dass  von  jeder 
Ecke  Oz  zu  zwei  Ecken  a^^i,  sowie  von  jeder  Tangente  aj^  zu 
zwei  Tangenten  ak+i  übergegangen  werden  kann,  deren  Wahl  nur 

bei  der  Bildung  der  ersten  Fuoktenreihe  Oi,a3,a a»,  On+i  oder 

Tangentenreihe  «,,«,,#»,  ....  an^€tn+l  beliebig,  bei  der  Bildung 
der  übrigen,  von  bi,C,%bi  ....  oder  ^,,  c,,  i/j  ....  ausgehenden  aber 
dadurch  vollkommen  bestimmt  ist,  dass  die  Gebilde  iVjt,  Bi+i  oder 
Ak,  Ai-+i  allemal  gleich-  oder  ungleichliegend  werden  müssen,  je- 
nachdem  der  Kegelschnitt  pk  oder  P/t  den  IC  innerlich  oder  ausser* 
lieh  berührt. 

Anmerkung  1.  Da  also  der  Ecke  ttj  zwei  Ecken  a,,  jeder 
Ecke  a,  zwei  Ecken  o,  u.  s.  f.  folgen  können,  so  müssen  der  Ecke 
a,2*>  Ecken  dtn+i)  und  dem  Strahlbüschel  i?,2*  projectivische  Strahl* 
büschel  Bn-hu  nnd  ebenso  der  Geraden  A^^  projectivische  Gerade 
An+i  entsprechen.  Jede  Combination  des  B^  oder  A^  mit  einem 
i^M+i.oder  An+i  liefert  zwei  Polygone  von  einerlei  Art,  welche 
die  Bedingungen  der  Aufgabe  befriedigen;  also  ist  dieselbe  tm  All- 
gemeinen  einer  Anzahl  von  2^i  Auflösungen  föhig.  Statt  eines 
oder  mehrerer,  z.  B.  m^  Kegelschnitte  pk  oder  P^^  können  auch, 
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was  AUS  f.  1.  und  f.  2.  utimittelbar  erheliet^  m  Paukte  oder  ecrade 
belieUf  fi^egeben  sein,  und  dann  reducirt  sich  die  Auzaiil  der  laegii. 
eben  Auflösoagen  auf  Ä«— «+1, 

Anmerkung^  2.    Ferner  lässt  sich  hier,  wie  in  §•  2.  Anm.  1 

darthun,  dass  diese  2'<>+i  Auflösungen  alle  wirklich  statthaben,  wess 

eine  ungerade  Anzahl  der  Kegeisehaitte  p^  ....^n  oder  JP^  ..../» 

den  JK  bussertich  berühren,  und  dass  sje  nur  im  entgegengesetztes 

f  Falle  sämmtlich  oder  zum  Theil  illusorisch  werden  können. 

Anmerkung  3.  Besondere  Fälle  treten  ein,  wenn  ein  Kreis 
JT,  m  mit  K  concentri^cbe  Kreise  und  xi  — m  Punkte  oder  Gerade 
gegeben  sind.  Sehr  leicht  und  für  den  Unterricht  ganz  besonders 
anznempfehlfen  ist  die  erste  der  folgenden  Doppelaufgaben: 

Aufgaben    für   Schüler. 

1.    Es  sind  n  concent^'ische  Kreise  und 

eine  Gerade  beliebig  g^^^* 
ben;  um  den  kleinsten  Kreis 
ein  M-Seit  zu  beschreihen, 
dessen  Ecken  in  gegebener 
Ordnung  auf  den  ümfängei 
der  übrigen  Kreise  und,  die 
letzte,  auf  der  gegebenen 
GeradeA  liegen. 


ein  Punkt  beliebig  gege- 
ben; in  den  grössten  Kreis 
ein  i»-Eok  au  beschreiben, 
dessen  Seiten  in  gegebener 
Ordnung  die  übrigen  Kreise 
berühren  und  wovon  die 
letzte  durch  dengegebcnen 
Punkt  geht 


2.    Es  sind  m+l  concentrische  Kreise  und 


m  —  m  Punkte  beliebiff  ge- 
geben; in  den  grössten  Kreis 
ein  j»-Eck  zu  beschreiben, 
¥0D  weichem,  m  Seiten  in 
gegebeuerOrdnungdieübri* 

fen  Kreise  berühren,  und 
ie  übrigen  n  —  «Seiten  in 
gegebener  Ordnung  durch 
die  gegebenen  Punkte  ge- 
llen. 


n  —  m  Gerade  beliebig  ge- 
gebe»,  um  den  kleinsten 
K  reis  ein  «-Seit  zu  be  ach  rei- 
ben^ von  welchem  m  Eckes 
in  gegebener  Ordnung  anf 
den  Umfangen  der  übrigen 
Kreise,  und  die  übrigen 
n  —  m  Ecken  in  gegebener 
Ordnung  auf  den  gegebenen 
Geraden  liegen. 

Anmerkung  4.  Denken  wir  uns  in  der  allgemeinen  Aufgabe 
nur  3  Kegelschnitte  Pt^fUi  P%  gegeben,  und  statt  des  »-Bcka  oder 
»•Seits  einen  KegeischnUt  gesucht,  der  dem  iSC  eingeschrieben  oder 
umschrie^hen  sein,  d.  h.  ihn  doppelt  berüiiren,  und  die  drei  andern 
eiAfaeb  beri*hrea  soll,  eine  Operation,  welche  freilich  noch  des  lei* 
tenden  Principes  ermangelt,  so  gelangen  wir  aus  dem  GeUe|^  iu 
Pappusschen  Problems'  \u  das  eines  andern,  von  weftcbem  ich  io 
einer,  Seite  108  der  No«  Yll.  des  literarischen  Berichts  angezeigten 
AbhaCdUing  nachgewiesen  habe ,  dass  es  die  Tactionen  £»  Apollo- 
niiis  in  ihrer  allgemeinsten  und  wesentlichsten  Form  darstellt. 
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XLVI. 

Entwickelung  einer  sehr  brauchbaren  Reihe. 

Von 
Herrn  ^Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


Es  «eioi  folgende  zweü  Integrale 

mit  der  Forderung  gegeWo,  den  Qaetienten  derselben      ftj^)'  ^^ 

irgend  eine  Weise  zn  entwickelo. 

Der  natürlichste  Weg,  welcher  sich  zur  Lösung  dieser  Aufgabe 
darrbietet,  ist  der,  (1 — jc'^y^  in  (1  —  a?*)?»{l^-Är")^  zu  zerlegen 
und  das  zweite  Binom  tu  eine  Reihe  zu  verwandeln^  deren  einzelne 
Glieder  integrirt  und  dann  dnrcb  f{p)  dividirt  werdop.  Bezeichnen 
wir  die  Binomialkoeffizienten  des  [Exponenten  q  mit  f  o)7i)7s)  u.s.  w. 
und  die  Grösse  1  —  a:'*  mit  JIC, 'So  ergiebt  sich  nach  dem  obigen 
Verfahren : 

ßp) 

Es  kommt  also  noch  darauf  an,  die  Werthe  der  Quotienten 
^  XPda:      r  XPas^da:      f  XPa/^da? 

zu-  bestimmen.   Der  erste  ist  =:  1,  die  andcdrn  finden  sich  sehr  leicht 
auf  folgendem  Wege. 

Eine  bekannte  Reduktionsformel  sagt: 
fop  *     . 

ist 
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NehmeD  wir  «rz=:l,  ^  =  —  1;  so  gclit  daa  vorstehende  X  in  uDser 
früheres  über;  nebnieD  wir  ferner  ^=1,  ar  =  0  und  bemerkeD, 
dass  Xp^^  sich  für  ^=1  annuUirt,  so  wird 

f  XPai^^da:  =  ^^  T"  1  f^ XPas^^^-^dx. 
Daraus  erhält  man,  für  iVi:=:i»+l^  2i»  +  l  u.  s.  w.  der  Reihe  nach 


H^T^-y/:^'^--. 


also: 


yXVäd^dx 
0 


0 


/^  XPx^dx 


1.(1 -f-») 


(«;»+«  + i)  (»PH- 2»+ 1)* 


f^XPdx 

J  0 

U.  8.  .W% 

Das  Gesetz 'dieser  Zahlen  ist  leicht  zu  erkennen.    Bezeichnet  näm- 
lich -7-  irgend  einen  dieser  Quotienten,  so  sind  die  näcbstfolgenden 

b(b  -+-  fi)'   b(b  -f- «)  (A  +  2i»)»  "•  ^-  '^• 

Fähren  wir  jetzt  die  gefundenen  Werthe  in  die  Gleichung  (2)  ein> 
so  wird 

Ap) 
_  1  j .  i.g-f-»«) 

Unsere  Aufgahe  ist  aber  nodi  einer  ganz  anderen  Ansicht  fähig. 

Vermittelst  der  Euler'sehen   Integrale  zweiter  Art  kennt  oai 
nämlich  den  Werth  des  Integrales 

woraus  sich  für  y=,a^  ergiebt: 


(5) 
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uod  f3r  den  ip«eielleii  Fall  ßss-^: 


ixvwh 


Hiernach  ItHea'  sich  die  Werthe  der  Integrale  (1)  leicbt  aD§eben, 
iodem  man  einmal  a=/>  +  l,  dann  a:=sp  +  f+l  nimmt.  Dann 
wird 

w  n 

und  durch  Vergleichung  mit  Formel  (3) 


pi«M  GleiehttDir  gilt  fdr  ganx  beliebige  p^  q  und  i»>0,  und  liefert 
je  Dach  den  soecielleD  Wertfaeo  dieser  Gröfiaen  bemerkenawerüie 
Resultate,  wie  lolgeode  Beispiele  zeigen  werden. 

1)  Nimmt  man  i»=sl,  )?,  g  ganz  und  positiv,  so  erhält  man 
nnte'r  der  Bemerkung,  dasa  fiir  jedes  ganze  positive  m 

r(«f  +  l)  =  1.2.3. .•.#»' 
ist, 

p  .  1      ^     .  1.2 

oder,  p  —  1  filr./y  gesetzt: 

jp  —  1 ^  1      ^     .  ;  1.2  , 

f>+y  —  ^*""^H-i^'"^(P^-i)0-+-y)^»  ""••••    ^^* 

wobei  die  Reihe  eine  endlidbe  Ist. 

S|)  Für  7  =  — 1  giel^t  die'Gleichnng  (4)  anter  der  Bemerknuff. 
i  für  jedes  m,  HA"  1)  =»  fiTf^*)  i»t: 
'Twa  nr.  28 
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1 


worin  /9  and  n  gans  belieliig  mdiI. 

Für  j*^— ,  P=^ß  —  «  — 1  folgt  daraiiB: 

^-^     —  1  -I. iL  ^ «^^-^-^^  o- «(g4-l)(gH-2)    .  ^v 

3)  Wir  nebnieii  J9,  q  ganz  nsd  positiv,  j»  =  2,    Vernöge  der 
bekaoDten  digenschan  der  Gaoimafunktiooen,  dass 

iat/ergiebl  aiek  nach  leichter  Reduktion: 


^    _  1_        j l-S 

—  9^  ""l^  +  S  ^*  "*"  (2/1 +  3)  (^4-5)  ^»  ""  • 

oder  p  —  l  für  /9  gesetzt: 

1 l.S 


(7) 


4)  Nehmen  wir  wieder  is,  ;»  ganz  nnd  positir»  aber-^ssas  — ^, 
wo  as  gaas  än4  positiv  Ist  so  ergiebt  dch: 

=(•— Do— Sj^+ri^**""*^»  "*"(2;»4.S)(2;»+.5)  (*•""»)•""•' 
s.  B.  fär  M  =  0,  «i=:l: 


(8) 


^     2.«.6....(2^)     ^    ^2p^r    2 


W 


(10) 
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Van  den  beiden  letiten  GleicboDgen  liest  sich  Doch  eine  elegante 
Anwendung  machen. 

Denkt  man  sich  nämlich  dia  Zahl  p  von  hedeuteader  Grösse, 
so  kann  man 

_! 3L.   etc. 

^^^^  srV?  eraetteiL .    In  diesem  Falle  wird  die  Iahe  anf  der 
rechten  Seite  der  Gleichnng  (9) 

(-i).-(-i)r(^^)-«-(-i).(^^)' 

deren  Summe  gleich  ist 

Wir  haben  daher  aas  (9)  filr  ein  sehr  grosses  p  nllhemngsweise : 

.        JL^.^l^i    g'*'0>>-(»)  j»l/»H-»,     au 
Ebenso  leicht  ergiebt  sich  ans  (10): 


Beide  Gleiohnngeu  sind  nm  so  ricbtigeri  je  grösser  p  geooi 
wird,  für  unendliche  p  fallen  sie  mit  den  Ausdrücken  (9)  und  (10) 
zusammen. 

Einige  der  spexielleren  fteiben  unter  den  obigen  sind  schon 
hekannt,  ohne  dass  ihre  ffemetnschaftlache  Quelle  (4)  bemerkt  wor- 
den ist  Die  Näherungsformel  (12)  giebt  ohne  Beweis  Bnier  in 
der  Correspondance  math^matiqne  et  physique  de  qael* 
ques  c^l^bres  g^om^tres  du  XVllI^**  siecie...«  St.  Pd* 
tersbourg«  1843.  Tome  I.  p«  47. 


28- 
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XLVII. 

Entwickelung  der  höheren  Integrale  von 
\6%x.dx^  nebst  einer  Anwendung  auf 
die    SHmmirüiig  einer  Keibe. 

Von  dem 
Herrn  Schulamtscandidaten  F.  ^rndt 

*  zu  Greifswald. 


OfUi  «mt«  Ittteffral  von  log  jcdop  findet  mao  unmittelbary  wenn 
man  auf  dasselbe  die  allgemeioste  Reductionsformel  anwendet;  denn 

•8  hty\ag  jcdä:  :±=  log-  ajda>  -^J  —Jd»  =  »  log-a?  —  ^  -|-  <?, 

wo  €  die  willicührliche  Constante  bezeichnet.    Die  llestimmang  des 

zweiten  Integrals  kommt  hicrnacli  auf  die  des  Integrals  Im  log  xäx 

zurück,  welches  cbenfolls  durch   pariiciilare  Integration  gefunden 

wird,  indem   /^  log  actkc^^siX^^^^Jocda:  —   X  —  I a^dx  = 

l^'logaf-^j^'iBt^    log«  ;rite  =  |ä:»  log  üs  —  ^»-|-^4?-f-rj, 

'ik6'c(  'die    neue    willkUhrliche  Constante.     Geht  man   diese   ISot- 
^ic^eli^ng  aufmerksam   durch,  und  setzt  sie  noch  weiter  fort,  so 

siebt  man,  <lass  idie  Beßtiminna^' von    /     log  ori/^  lediglich  an( 

die  von  J.^'^  log  ^Jcda:  zurückkommt,  iuflem  m  eine  positive  gniMie. 
Zahl  ist 

Nun  ist    I a^  log  xdae  =  log  xt a^das  —  /  —  ß sc^dae 

=  ^  .  ,  —  7 — TTT»  H-  const.  Wendet  man  diese  Formel  wie- 
derbolt  an,  so  entsteht  nach  und  nach,  wenn  wir  allgemein 
/     log  a:da:  durch  /„  bezeichnen : 

/,  =z=^  log  ^-!-^-|-C 

-.        x*\o^a:        llar«      ,    cor»   , 

r  —  ^*  ^"P^  ^  ^    50j:*  ex*         c,j?* 

^*—     2.3.4        (2.S,4)»  "*"2.S  "**"     2     ^^^-^^^ 
etc. 
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Daher  ist  allgemein 

I      g ^r*loya:  _^      pnx^  cxn—i  g|a:*»— ^    '  Cn^-9X 

iodem  Ctf  Ci5  e^,  ....  ^r^— i  d^Q.  i»  willkiihriicbeti  ConsfaoteD  siDd, 
and  pn  ein  von  ap  aoabbäDgiger  Coefficient  ist,  auf  dessen  Bestim- 
mung es  lediglich  onkommr.  Ich  integrire  die  Gleichung  1.  nocli 
einmal,  und  erhalte: 

•  -   .       ^  •  - ». 

^      -  x^-^^  log Jf       } \.2X^M^{n'^\)pn\x*»r¥\  .ex^^    ^     , 

or^-n  log J?  ^_       y>i»-Hd:^-H  CJ?»     ,     ^      , 

~  1.2..^(if-f.l)       jl  ,2.... («-1-1)1 »  "*■  J  ..^ "*■  ®^^-  T  ^"• 

Somit  haben  wir  die  Relation  pn^\  =  [n-\-\)pn  +  1 . 2 . 3 .  • . .  m, 
oder  es  ist 

«    ^  ar^logj?  _      ywjr«  cor"— ^       .      CiO?»— g  gi»— gar 

J,  ^«—  i.2._«      (1.2.  .ifj»  "^  l....(»-l)  "*■  l.^(«-.2)**®""*"      1 

•■d  dabei  ist  ^,s=:l  und    •  . 

n«  K  PJH-I  (^i)yi^ 1 

ua  nun  aber  j|.2....(it+.l)p       11.2.M.(it+l)T^—  1 .2.-A.(*^-l)» 

^^*'  }ldj!t!;li)|«  --ITI  •  (Ä  =  i...>4h-i)' "^'  '^  ^^'*  ^"' 
SteUen  wir  also  .den  Aiiadruck  3«  unter  der  Forn^  dar: 

»•  ^-*=-ü±--^-^+ri(Jjr:i)  **''•-«- -y-  +'^'-1' 

so  haben  ^ir  zur  Bestimmung  von  qn  die  Relationen: 

£A_    1 

,  ^^\      k^V  ~  1.-.X<^+1>» 


.      ik^\  ^1 ; 

gh^     A?-4-2  ~  i...(ifc+.i)(^2)» 


u.  s.  w. 

^*-H«        ^^^    —  l..-<XH-A*-l)(i-H*)»' 

Dividirt  man  die  erste  dieser  Gl^cbnngeo  .durch  (i&+2)(Xr-1-3).... 
jI^+M)»  di«  «weite  durch  (A+3)  (Xr+4).,..(iCr+/«)  etc.»  und  ad- 
dirt  dann  ajle  zu  einander,  so  wird 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


488 

yn-tf^-i j* 1  ,_i i_  I      . 

oder  fBr  A=sl: 

^  +  1       1.2.^(iu+l)  ~  1.2^(^+1) '^^T^-  —  ^^*' 


•der 


••  ^f*^i:2Jz:a^^+i+i+""+})- 


Daher  wird  eodlich 


Die  CoDf tauten  sind  so  lange  willkiibrlich,  als  nicbt  angegeben  ist, 
swiscfaen  welchen  Grenzen  die  Integrale  genooimen  werden  gellen. 

Wir  wollen  nun  seben,  was  aus  den  Constanten  wird,  wena 
alle  Integrale  für  ar=l  verscbwinden ,  indem  dieser  Fall  deshalb 
einer  besondern  Beachtung  werth  ist,  weil  er  ans  zur  Suaiairaog 
einer  Reihe  führen  wird. 

Nehmen  wir  also  das  Integral  7.  zwischen  den  Grenzen  1  und 
Jty  so  wird 

wenn  wir  l+i  +  i  +  ****  H durch  Sn  bezeichnen,    oder  für 

und  ebenso 

2;-i==(ji-lV+(i,i--l),y,+(«-l),y,+....+(i.-l),.^,,..H-y^ 
J^,=(i.-2)y+(i»-2),y,4-{is-2)^y,+....+(i^--2),.-^«-4+ri.- s 

u.  s.  'w. 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  1,*  *-*itif 
^99  — ^t  ^^^'9  ond  addirt  si«  nach  der  Multiplication  sn  einander, 
so  wird 


Digitized  by 


Google 


4aa 

=  rJii,-it,(ii-^l)»+«,(ii-2)i-etc.+(-l)*->i^,-i| 

.   +r«|«i.-i»i(«-i).+«a(«-«),-etc.+(-iy-«i»»-^j 

Hnn  bebaopte  ieki  ei  sei 
Denn  «an  findel  leicbt 

»l(*— 1)«  =  ««(»  — •»)! 

!»,(»— 3)m  =  #•»(»  —  ••), 
9h^m  {»—  («— «»)i«  =  #»«(«•  — •»)!« 


folelich  ist  obige  Summe  j»*^{1--(«— •»)i+(»— •»),—(«—«»)•  •••• 
±(-i— ••)«—j  =  ««.(l— 1)«— '=0,  w.  r.  b.  w. 

Somit  verscbwiDilen  die  Coefficienten  von  ;",  fi,  f^^^^^fn-^  tn 
obiger  Relation,  nnd  es  wird 

also  nacb  dem  Obigen 

und  0=2i. 
Demnacb  ist 


+  1.2,S  •  l..-.(fi-S) 


U.  8.  W. 


,         ,   Zi»-i-(>»-l)i^n-g+>»^#»-i)»-tf  I  ar 
^^  1.2.S....(if-l)  '1 

wenn  die  Integrale  /|,  /,',/,....  «o  bestimmt  sind,  dass  sie  fär, 
ar  =  l  sämmtlicb  verscbwinden. 

Gebt  man  nun  von  der  bekannten  Grnndreihe  aus: 

1— *+j(l--Ä)»+Kl-«)'+4(l-«)*+-=-l®««' 
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welche. für  jedes  poBitiT«  m  eonvergirt,  das  ttie^Bioheit  aleht  über- 
steigt^ und  integrirt  »mal  hiDtereiDander»  so  ist»  da  alle  lategrale 
für  »  =  l  verscD winden,  nach  11: 

(i^>)iM-i         (1  --  xy^        (l-»)>«44 


^       1.2       •  l.-.(i.-2)  ' 
n.  8.  w. 
X»  —  n,  X.— I  +  «...=FW»»-l^t 


oder  wenn  man  1 — %  =  af,»ttzt: 

1.2....(iH-0  ^  2.3....(iH-2)         SXr(n+|)"*"  *"  *"• 

^       1.2       •  l-..(«— 2) 


■  ^ii-^<iiJSW-i-h»fJrn->--etc.^wwiJr,'i 
^  1.2.3....»  J 


Der  absolute  Werth  von  jc  darf  hier  die  Einheit  nicht  übersteigen. 
Für  ^  =  1  wird 

—  ^"'^^        L  1.2.3^..ii  'J 
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XLvin. 

EntwickeloDg  der  Fimcdonen 
cos  nx       ,  sin  fix 

cos  x^  cos  a;*. 

in  lieihen,  die  nacii  den  Potenzen  von  tang  x 
aufisteigen,  mit  Hülfe  des  Maclanrinsehen  < 
Theorems. 

Ton  dem 
Herrn  Schalamts -Candidaten  F.  Arndt 

zu  Greifswald. 


Knfolpe  de»  MadaariBsofaeii  Ldirsats^a  niuM  man,  am  ^^^^  ^^ 

nad  '  in  Reiben,  die  nack  den  PofteiKEen  von  tang  a:  fort« 

schreiten,  zu  eotwickeln,  diese  Grössen  als  Fnoctionen  voH  taop^  af 
betrachten,   und  ihre  höhern  Differentialquotienten  nach  jener  Ver- 
änderlichen besrimmen. 
Man  setze  also: 

-  w^.  ■    V  cos  ^^ 

1.    yTtanffarJ==r -. 

•^  ^      ö      '        cos  X« 

Um  diese  Function  nach  tan^  ^  zu  differenziiren ,   entwickele 
man   zuerst  ihren  Differentialquotienten   nach  x^   und   multiplicire 
denselben  mit  dem  Differentiatquatienten  Von  a:  oaeh  tang  x^  d.  h«  , 
mit  cos  or*,  s6  erhält  man 

^    /^(tang^)  =  -i..    ^^^^  . 

Differenziirt  man  diese  Function  auf  dieselbe  Weise  nach  tang  ae^ 
so-  wird 

Da  diese  Function  wieder  dieselhe  ^orm  wie  die  Function  1. 
angenommen  hat,  so  wird  man,  /"^(tang  ad)  sn  finden,  in  2.  m— .2 
für  n  setzen,  und  das  Resultat  mit  -^  m(i»-^l)  Mltiplieiffaii ;  da^ 
durch  wird 
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4.    r(t.Bg*)r=^— 1)(*-«).Ü5^!=^. 


Feroer  wird  man,  diese  Gleicboag  naeh  taog  jc  sa  differensii- 
ren»  iD  3.  i»  — 2  fnr  »  setzen,  nnd  das  Reiraltat  mit  — «(« —  1) 
anitipliciren;  dadurch  wird 

5,   /"'(»aog*)  =  iH— l)(i.- 2)(«-3J.'-?^^?^. 

Anf  diese  Weise  Imiib  man  iaaer  weiter  fortsebreiten,  und  er- 
hält allgemein 


7.   /«-Htang *)=(-!)*.<— !)....(— »*+.2).!!^^|J'. 

BehandeU  man  dieFancdon  y(tang  jr)  =s  ^^        anf  gani' ähn- 
liche Art,  so  entsteht 

8.  >(taDg*)=(-l)*.iK— !)....(— 2*+l).!JJ^^^ 

9.   ,9*^i(tang  ^)=(_1)*.«(«_1)....(._2*).*^!^1^. 


Nun  mnss  man  die  Werthe  bestimmen,  welche  diese  Differen* 
tialquotienteo  für  tang  ^  =  0  oder  für  ^  =  db  l^r  annebmen,  wo 
X  eine  positive  ganae  Zahl  Ist  Fär  diesen  Werth  von  w  ist  aber 
nach  6,  7.  8.  9. 

y^(0)_o  jtÜJü2L_r    lu 


>«tH-i- 


-Daher  ist  nach  Maclanrins  Theorem 


10.  j2|^==l— iSstangÄ?»H-iS4tang«*--w,±s^i*-4to^^ 

H.  ^^  =«i tang jr— #,  Ungf at'  +...  .db«sih-i  tang««*--iH-Ä', 

und  es  ist 

R  =(— l)*.«2i-i  tang  Ä«*-i.8in(«— 2>t+l)*Är.cos(^jr)>*---i 
/!'=  (—1)*.  üa*  tang  Ä«*.  sin  (#-2>t)*'ip .  cos(^'i^)«^, 

wo  ^,  ^'  zwischen  0  und  1  liegen. 

Wenn  nun  n  eine  positive  gaose  Zahl  ist,  so  brechen  die  Reiben 
von  selbst  ab»  die  Reste  vers4;hwindeDt  und  die  Gleichungen  10,  und 
ll^eken  fiir  jedes  beliebige  x. 

Wenn  aber  n  keine  positive  ganze  Zahl  ist|  so  darf  man  dieRei- 
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ben  nnr  daoD  ins  UDendlicbe  fortg^ban  UtieD/  wevn  R  und  /T 
■ich  der  Null  nfthern,  indem  der  Index  ins  Unendliche  inninmt. 

Da  bnn  in  obigen  ReaCen  die  Sininse  die  Binh^t  nicht  über- 
steigen,  da  ferner  cosC^jt)»*^-«-!  ebenso  wie  cos(ya:)**-«  sieb  be* 
kanntermaassen  der  Null  nähert,  wenn  cos (^^]|  oder  cos (^^)  kleiner 
als  die  Kinheit  und  constant  bleibt,  wenn  dieser  Cosinus  =  1,  so 
bleibt  sin  (is  —  ?it  +  l)^^.c<|8(^^)^*-^--^,  so  wie  sin (»—^)*'^, 
cos  (^orP**^  mindestens  endlich ,  und  die  Reste  werden  sich  also 
mit  m^k-x  taug  a^'^^  oder  n^k  tang  äs^  aagleidi  der  Null  nähern. 

Nim  ist  itsiM-ftl  tang  afi^'-^l 

—  mu  tnng  a:^ . (at^.i)(2^^2).^(2*+2iL) "  **"«  ^^ 

Ist  daher  #§  + 1  popiti?,  so  ist 
mp^l  tang  a^^Ml  <  i«  tg  ««*  /<!  -jfj^)^  tg  a^ 

Ist  aber  «i+l  negativ^  so  ist  ^ 

«a*+SA  tang  a?«*-MX  <  n^  tang  o:**  | (1  —  ^~)  tang  o?}«*, 

Ist  endlich  #i  +  l  =  0,  so  hat  man 

M^t'^l  tang  jr**"*^A  =:  nsj^  tang  jc^ .  tang  ^X* 

im  ersten  Falle  nähert  sich  MaM-sjl  ^»g  a:'**^^  der  Null  oder 
wächst  ins  Unendliche,  jenachdem  tangor^l  (indem  wir  nnr  den 
absoluten  Werth  verstehen).  Denn  wenn  tnog,r<l,  so  ist  auch 
(1 — ^  t^)  tanga;<<l»  nachdem  Xr  hinlänglich  gross  geworden; 
wciin  aber  tang  ^^1,  so  kann  man  A  bo  gross  nehmen,  dass 
(1  —  g^     <^)  tang  jc  auch  >1,  denn  diese  Bedingung  erfordert« 

i»-Hl  tang  JT  — 1 

Im  zweiten  Fülle  kann  man  ^  so  gross  nehmen,  dass,  wenn 

'  fl-4- 1 

tang  ;r-<l^  aach  (1  —  sFXT^  ^^°^  •^'<M  indem,  diese  Bedingung 
erfordert,  dass  —  ^^pj  <  ^^  "^  .  Wenn  aber  tang  ar>*ly  so 
ist  auch>(l  —  2kZirO  ^°8  ^^^j  ^»  ü  +  I  negativ. 

Im  dritten  Falle  nimmt  tang  as^l  mit  -r-    ins     Unendliche    ab, 

wenn  tang  jr-<l.    Ist  tang  of^-I,  so  nimmt  es  ins  Uoendliche  zu. 

Aus  diesen  Betrachtungen  fu,]gt,  dass  die  Reihen  10.  11.  coo- 
ver||^iren  oder  divergiren,  jenachdem  der  absolute  Werth  von  tang  je 
kleiner  oder  g^rösser  als  die  Einheit  ist. 

Semit  bleibt  uns  noch  der  Fall  zu  uotersocben  übrig,  in  wel* 
ehern  der  absolute  Werth  v#n  tang  4?  ss  1. 


Digitizfed  by 


Google 


444 

Es  wird  hier  anf  die  Grensio  voo 

ankommeo  für  ^  =  00  nod  ein  coDstan^es  Xr. 

1.  Wenn  i»+l  positiv,  so  iait 

alao 
log «jMi<rogiH*--(»+l) (5^:7  '*"2Ml2"*"*- 

Daher  nähert  sich  der  Logarithmus  ?ob  mu+ai  der  Grenze  —  oo, 
wenn  X  sich  dem  Unendlichen  nähert,  folglich  hat  m^t-^j^i  selbst  die 
Null  zur  Grenze,  und  die  Reihen  10.  11.  convergireo. 

2.  Wenn  «+1  negativ,  so  ist 

u.  s.  w. 
also 

log  ii2*+3x>iojc  *^^^(«+^)(2i5ri  ^2e;p2+ •••••*" 2^:^:21^ 

Da  aber  die  Summe  ^^     ,+,... +  g^^  mit   H  unendlich  wird, 

und    ^  -^x, +....+  . ^g^.,  hekanntermaasses  endlich  bleibt,  so 

nähert   sich    der  Logarithmus   dem  Unendlichen,    also    wird    auch 
i^sM^X  "*i^  ^  unendlich,  and  die  Reihe  10.  oder  11.  dirergirt. 

3.  Wenn  m  +  1=0,  so  bleibt  der  absolute  Werth  von  i*2<>44jL 
constaBt,  und  die  'obigen  Reihen  divergiren  wieder. 

Somit  haben  wir  das  folgende  Resultat  erbaltan: 
Die  GleichuDgea 

=  1  —  »,  taug  o:*  +  «4  tang  je*  —  etc. 


c,os  ;r« 
sin  nx 


»^  tang  j:  —  it,  fang  *,  + 1»,  tang  o? •  —  etc. 

•       —  — 

gelien  für  jedes  beliebige  ^,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
und  in  diesem  falle  brecheft  die  Reibea  ab. 
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Ist  aber  m  keine  potiftive  ganze  Zahl,  so  eonvergi#en  obige 
Reiben,  wenn  der  absolute  Werth  vcmi  tang  je  kleiner  als  die  Ein* 
heit;  ist  der  ^ibsölnte  Wertb  von  tabg  47  =  1,  so^cönrergiren  sie 
ancb  dann  noeb>  wonn  »+1^0.  In  allen  übrigen  Fällen  findet 
Divergenz  statt 

Multiplicirt  man  mit  cos  o?*,  so  nehmen  die  Gleichungen  die 
Gestalt  an: 

12.  cos  sii^=cps  ar* — J»a  cos  ä*»— ®sin  «*-f-it4Cos  or^-^sin  07* — etc. 
13,   sin  BJCi^ff^  cos  JC*—^  sin  a: — «,  cos  Ä*"'sin  ^r*  +etc. 


XLIX. 

M  i  s  c  e  1 1  e  n. 


Eine  algebraisch -geometrische  Aufgabe. 
Von  Herrn  Albrecbt  von  Graefe  so  Berlin. 

Es  sei  am  Mittelpunkte  <^  (Tsf.  VII.  Fig.  10.)  eines 
Kreises  ein  beliebiger  Winkel  AOB  '=i  a^  und  auf  der 
Peripherie  ein  willkührlicher  Punkt  Pgcgeheo«  Von  P 
aiail  auf  die  Schenkel  des  Winkels  AOa  die  senkrech- 
ten PC  und  PD  gefällt  Es  soll  die  Entfernunff  CD  der 
beiden  Fusspunkte  C  und  D  dieser  Senkrecbten  von 
einander  bestimmt  werden. 

Man  zi€he  den  Halbmesser  OPy  den  wir  im  Folgende^  als  Ein« 
heit  annehmen  werden,  und  bezeichne  die  beiden  Winkel  AOP 
und  BOP  mit  ^  und  /.    lo  dem  Dreiecke  COD  ist 

CD^=C0^-\-D0^-'2C0:D0.cw  ay 

und  folglich,  weil  CO  =  cos  ß^  jD0=:co9  f  ist, 

CD^  SS  cos*  /9  +  cos»  Y  —  ^®«  «  c^"  9  <50s  fy 
also  ^        , 

.  CD^  =cos' /?-^ sin*  /"-l- 1  — '2cos  a  cos  jS  cos  y  ^ 

Es  ist. aber. bekanntlich 

cos* /J-^ sin' 7^=: cos  (ß^Y)  ^<>«  iß'^T) 
«nd 

2cos  ß  cos  /  =  cos  {ß^y)  +  eoB  (ß-^f)* 
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MitkiD  iit 

CJ9'=:co8  (/J  +  y)  coa  (/}_;r)^l^eoB  a  cos  Ol+r) 

-- COM  ß  tarn  {ß'-rh 
alsoi  weil  a  =  /?  +  ;'  ist,  > 

Cö»  =  l  —  co8*a=s8iii'a, 

und  folglich  CDzzzsin  a. 

Die  Länge  von  CD  ist  daber  tinabbäDgig  von  der  Laire  dea 
Punktes  P,  indem  dieselbe  lediglicb  von  der  Grösse  des  mnkela 
»  abhängt. 

Nehmen .  wir  das  Dreieck  CDP  zu  Hülfe,  ao  gelangen  wir  noch 
einfacher  zu  demselben  Resultate.    Denn  in  diesem  Dreiecke  ist 

CD*  =sin'/^  +  sin*/  +  2coa  a  sin  ß  sin  f^ 

da  der  Winke]  CPD  =  l8Q^^m,  und  mitbin  sein  Cosinus = 
—  cos  a  isL  ^  Addiren  wir  diese  Gleichung  za  der  ana  dem  Dreieck 
CDO  sich  ergebenden  Gleichung 

CD*  =  cos*  ß  +  cos*  7^  —  2cos  a  cos  ß'  cos  y, 

ao  erhalten  wir 

2 CO»  =  (sin»  /J+  cos»  ß)  H-  (sin»  f -+-  cos»  /) 
—  2cos  Ov  (cos  ß  cos  y  —  sin  ß  sin  y)j 
d.  i. 

2CO»  =  2  — 2cos»  a,  C7I»  =  1— -cos»  o  =  sin*  a, 

also  6^/1=  sin  «• 

Auch  durch  Anwendtog  des  Ptolpmäischen  Lehrsatzes  würdea 
wir  immittelbsr  z^m  Re«iiltate  gekommen  sein.  Denn  da  im  Vier- 
edte  OCPD  die  gegeniiberliegpendeB  Winkel  sieh  einander  sufple- 
mentiren,  so  kann  dasselbe  als  ein  einem  Kreise  etngeschriebeneo 
betrachtet  werden,  lind  der  angefahrte  Satz  liefert  dahev  die  Glei- 
chung 

CD  .  0P=  CO .  DP^DO  .  CP, 

also,  weil  OP=zl,  CO  =  com  ft  DO  =  co»  y,  Ci»=sin  ß,  DP 
=:8in  y  ist: 

C&=s8in  ß  cos  ;'  +  co8  ß  sin  ^  =  BiQ(/^  +  /)=?siu  a. 

fendlich  ergiebt  sich  die  Gleichheit  von  CD  und  sin  o  auch 
leicht  |ittrch  die  Betrachtung,  dass  die  Entfernung  der  darch  Ver- 
längerffDg  der  beiden  Senkrechten  PO  und  PD  bis  zur  Peripherie 
entstandenen  Durchschnittspunkte  E  und  P  (T^t  TIL  Pig.  11.)  eis- 
mal  das  Doppalta  von  CD  iat^^da  man  die  Propottion 

EFiCD:=zEPiCP=z^.l 
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hat»  sodans  aber  aach  dwch  Saio  et  anagedtttckt  wird,  indem  iia 
alc  Sebna  voo  EOFss  2a  denv  doppelten  Sinua  dea  einfacben  Win- 
kala  a  gleich  ist 


Herr  Professor  Dr.  Sohncke  za  Halle  hat  mir  io  Bezu^  aaf 
die  Theil  II.  S.  326.  des  Archivs  von  Herra  Directof  nad  Protessor 
Str^hlke  zu  Daasig  ia  Betreff  des  tphärischan  Vierecks  anfge- 
worfeae  Frage  die  folgenden  interessanten  Bemerkungen  mitznthei* 
len  die  Giite  gehabt  G. 

Denkt  man  aich  eia  sphärisches  Viereck  mit  seinen  beiden  Dia^ 
gonaien  in  seinen  einzelnen  Stücken  wie  in  Tat  VU.  Fig.  12.  be- 
zeichaet,  so  wird 

die  Fläche  des  Dreiecks  />^Ä=:^±Ät±^:^^.r»;r=^.r«3r 

.      .       :      .      jsc=E±l^=:m  ^^^^^^^^ 

-     .  Vierecks  ^^C/Isss  |go *^^^^^m*       * 

wo  also  /»  =  /tt,+/tt,=/tt,+/tt^=s^+Ä+6^+/>  — 360*. 

Wendet  man  nun  de^  bekannten  Satz  fiir  die  Bestimmung  dei 
Flächeninhalts  eines  sphärischen  Dreiecks  aas  zwei  Seiten  nnd  dem 
eingeschlossenen  Winkel  an,  so  ergieht  sich: 

cotg  i/»,  =    ^  y^  ^  ^  ^  +  cotg  C 
cotg  i^^  s  — -V  2>  *-^  +  cotg  B. 

Vermöge  der  goniometrischen  Formel  cotg  {a:+%)  =z  ^o^^^'^Ste^ 
arkilt  man  hier«iw:  ^^ 

cotg  4(f*,  +  Mi)  =  cotg  ifk 
tg4^tgi^sanC-f.>gi«tgflfiin^-f-tgi4itgi4tgictg|i^sin(itf+6*> 
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• 

^^     tg^tgidsinD^tgi6tg^ainB'+.tgiatgibtgictg\d.sin(B'^D)  ' 

Setzt  man  in  beiden  Gleichongen  cotg  |/*  =  7p4^>  Bchaflft  dann 
die  Nenner  fort  und  reducirt,  so  wird: 

sin  ifA=:tg  i&  tg  ic  {cos  ifA  sin  C — sin  ^fi  cos  C] 
+  tg  ^a  tg  ^ä  \coB  ifA  sin  ^  —  sin  |/»  cos  ui\ 
+  tgiflrtgiÄtg|ctgirf}oos{/»tii<^H-0-«lft*i»c«i(^H-C)J 

und 

s»  if*=5tg  |d  tg  ^</  (ees  ifA  sin  jO  —  sin  ^f*  eoa  /)| 
'    H-tg  ja  tg  ^3  {cos  4/*  sin  B  —  sin  {fi  con  B\ 

+  ^^4«  tgi*  tgri^  tg¥<^  cos  {/*  sin(ÄH-/>)— 8ini^os(Ä+J9)  | 

Setzt  man  nun  auf  der  rechten  Seite  /»  =  ^+  i^H-  C+Z'— SM"" 
und  addirt  beide  Ausdrücke,  so  wird: 

2sin  ifi  =  tg  id  tg  ^a  ain  {^S  —  u^)  +  tg  |is  tg  j^  sin  (i^Sr—  B) 
+  tgi6tgieAn(iB--C)'^tgictgidmiiS^B) 

.       =2siB(;^.90o) 

oder  wenn  man  auf.  d<er  reckten  Seite  die  Sinns  der  Differenien 
auflöst  und  beachtet,  dass  fin  {8  s=z  —  sin  j/u  and  cos  ^B  ^ 
—  cos  ifA  ist,  so  wird: 

tangj^ 
tgidtgiasinJ-^tglaigiAsinB^tgiLtgicBmC'htgictgidiinD 
^^2^tgidtgiaco8A-htgi»tgiAcwiB^igiAigieco»i;-htgictgidcoUy 


B-erich  tigung. 


*  In  der  üebersehrift  des  Aufsatsei  No.  XXXVIII.  atreiebe 
das  erste-  denn. 
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Literarischer  Bericht. 

(In  dieser  Nuihmer  des  Literariscben  Berichts  Ist  es,  wie  nan  findeo 
wird,  suerst  nogUeh  gewesen,  sueh  die  amenksnische  Litehitar  besonders 
SU  Mriieksieluigen.  Üass  dies  aueh  feraeriiiB  möglich  ist,  sind  4ie  nothU 
gßa  EkdfituQgen  getrefen.) 


Geschichte  der  Mathematik  und  PhysilL 


Newton  nnd  die  mechanische  Nutnrwissenschaft.  Zq  Newton*s 
Gedächtniss  im  zweiten  Säculariuhre  seiner  Gehurt.  Von  R.  Snell, 
Lehrer  der  Mathematik  am  Kranae^schen  Institut  zu  Dresden. 
Dresden.  1843.    gr.  8.    12  ggr. 

Correspondance  math^matiqne^  et  phjsique  de  onel- 
ques  cdlebres  geometrea  du  IST.  stiele,  pr^ced^e  a'une 
notice  sur  les  tra?anx  de  L.  Kaier  tant  imprim^s  quUu* 
^dits  et  publice  sous  les  auspiees  de  l'acad.  imii.  dea 
Sciences  de  Saint-Petersbourg,  per  P.  H.  Fnss.  2  Vol. 
gr.  in  8.    St.  PetersbonrflT.  1843.    6  Thlr. 

Von  diesem  wichtigen  Werke  ist  schon  Literarischer  Berieht 
Nr.  V.  S.  87  aQsf&hrlicher  die  Rede  gewesen* 


Systeme,  Lelir-  und  Wörfterbficher. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  mittlerii  Kinase» 
höherer  Lehranstalten  von  Joh.  Aug.  Grnnert.  Zweiter 
TheiL  Ebene  Geometrie.  Dritte  vermehrte*  und  Ter« 
(besserte  Auagahe.    Brandenburg.  1843.    8. 

.Anaierdeü  daaa  Verfaeasemugen ,  wo  sie  nMhig  eraehienei»» 
I IV.  19 
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überall  aDffebracbfc  worden    sind,   hat  diese  dritte  Ausgabe  eiaea 

Srössem  Zusatz  über  den  Nonins  oder  Vernier  erhalten.  Sonst  ist 
ahl  and  Ordnung  der  Paragraphen  ganz  ungeändert  gebiieben, 
so  dass  diese  neue  Ausgabe  neben  den  frohem  ohne  die  geringste 
Störung  des  Unterrichts  gebraucht  werden  kann. 

Course  of  Mathematics  for  Colleges.  By  Charles  .Davies ,  late 
Professor  in  Military  Acaderoy.   7  vols.  8.   Hartford.  (Unit  States). 

Course  of  Mathematics  for  CiilU^es,  etc.  By  Jer.  Day,  D.  D. 
Pres,  of  Yale  College.    2  vols.    8.    New  -Haven.  (Unit.  States). 

Tho.  Cavhfllg«  fourse  of  MaaenffticaL  Hf  Fnoiilisar  Farrar 
of  Harvard  College.  2  vols.    8.    Cambridge.    (New  England). 

CoAirse  of  Pure  MatJbenatica  for  CoUe^s  etc»  vis.  Ceometryk 
T  ffh»  Algebra  7  sb.  Trig#n*metry^2  rols.  9  ah.  Corvea^  MotioBa» 
etc.  8  sh.  Sound,  12  sb.  By  Benjamin  Piere«)  A.  M.»  Pffsfeasar, 
Harvard  Dniversityr    8  vols.    8.    Boston. 

Farrar,  Calcules,  7  sh.  6  d.;  Algebra,  7  sh.  6  d.  Astronomy, 
16  sb.  Natural  Philosophy,  14  sh.,  Geometry,  10  sh.  6  d.  Topo- 
gra(>hy  7  sh.  6  d.  Trigonometry,  6  sh.  Cambridge.  (New  England). 

Encyclopädie  oder  allgemeine  ^IFissensehaftskunde  der  ange- 
wandten Mathematik  im  bürgerlichen  Leben,  vpn  M.  Woelfer.  2.  Bd. 
prakt.  Anweisung  zur  Physik,  Mechanik  nod  Maschinenkunde,  oder 
Grunds^itze  der  Physik,  Mechanik^  Statik,  Moscbinenbaiikanat, 
iLohr-  und  Wasserleilnng,  des  Plapzeicbncos  und  Mvellireiis.  8, 
Mit  28  lithogr,  Abbildungen.    Quedrinhurir.  1843.    1  tbir,  12  ggr. 


Ariäimetik. 


Proportions  7  Laera.    8.    Skar«,  ,1841. 

Lehrbuch  der  höheren  Arithmetik  und  Algebra,  entli.  nebst  den 
wichtigsten  Lehren  der  höheren  Analysis  nach  Gräffe's,  Bndan'sy 
Storm's,  Fourier's ,  Horner's  und  Sternes  Auflösungen  numerischer 
Gleichungen.     Entworfen   von   D.  J.  Phil.  Kniik^   ord.   Prof.   der 


höh.  Math.  IUI  der  Prag,  doiv,  u.  s.  w.  J.  Bvid.  Algebra,    3.  durch- 
aus nmgeark  Aufl.   Vrag.  1843.    gr.  9.    1  TUr.  ft^ggr* 

Maximilian  Marie  Discoars  snr  la  natnre  des  g^andeora  nega- 
tives et  imaginaires,  et  Interpretation  des  Solutions  imaginairea  en 
g^omatrie,  Paris.  lM3w«.    3  fr.  ' 

A  Taeaiiae  #»-Algehrat  eompriaiBg  llie '  DavelfMment>  ani 
Application  of  tha  recaatly  diseavered  Tlieoreni  of  tStarm,  ^te. 
By  C.  &  Perkina,.  A.  M.    6.    Otiea,  (Dmit  filalaa)  IML    It  a. 
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r   Bldnmii»rj  Alg«kMb    Bj  WarrMi  C^lbim.    8.    fto^ton.    «  ah. 

£fteMacar.Urokok  i  Alfakra  af  £.  ««  BjörlHig.  Pk  Mag, 
Machan.  Doc«  wH  Opsala  Aluiiic»  Vwmk  IMen  iimafalteD^le  .Jikaii 
•»«It  a  »cJb  S:  a  nr.  aemattoDar*  Pjenria  Cfmkuraa.  Dfaiü^  1848. 
&    mti  1  {»K  4L  1  Arfa.  4»  ik« 

Alffebr»  fear  Bf ryanare  af  C  A.  Faraadl ,  tUti.  l^ac^r  i 
Gaue.    8.    Seit.  lUiC    l.ftdr.  2«ak. 

B.  Laba^,  (Dodear  an  Scieoeaa,  ChataUer  4a  rQ4ra  du  I^ipp 
"IMeriaDdaia«  Corfaspaad.  da  inmiiiAt  Boyal  das  Pays-Baa,  ata.) 
Bdciiarcliiw.a«r..la  diatiaclba  daa  raeanaa  reaUaa  ^t  imagjawea 
dans  les  ^aationa  num^rique«,  iN-^c^d^as  d'uae  n^UTelta  d^niiHlr 
stratian  du  th^oreaia  de  M.  Sturm.  4.  ä  Anatardaai  et  la  Haye. 
IWJ.    i  I,  35. 

Ml  ^wkf  tba  ififü.  af  matkaaiatical  aaaljrate»  Mtd  iti  ralatiaa 
U  •  lögical  arataa«  TraMrialad  ffo«  tha  «eraiaft  ky  A.  J.  HUtti. 
8.    I^DdoD.  1843.    4  sh. 

Spfcimen  aoalyticn«,  (t^^aramuta  qnpadam  il^a  dß;  jutograü- 
Ims  deGaftia,  suoiaiatiaoß  sefieruai  aara«M|H«  in  aliaa  sfrias  irw^ 
fDrmaliaiie  axhibea«.  P.  1— VUI.  P.  P.  CAroJaa  Jobaanaa  Maiüatan 
Math,  infer»  Docens;  Retpp.Tbnre  Angnatui  Almgren«  Brie«a  Sa« 
iaoder,  Johannes  Magnus  Alfred  Grenander,  Georg.  Enhard.  Oss- 
k*hr.,  Clwd..  Alb.  Uodhagen,  Ot^0  WMmm  i^ewfcis,  Kmestua 
i^ijer  €t  Anders  Uadar^tJj»    üpaaÜaa«    4^ 

Sammlnng  von  Parweln,  Le,liMälf«fi  pnd  Anfga|»eji 
aus  iier  Bucbstabanrecbnnngr  und  Algebra,  von  Franz 
Math,  k.  k.  ordeatK  6ffenti  Pfaf.  dar  Matheai^aai  Ly. 
€^mm  in  Lina.   L  Abtbeüaog.   Li»«.  1843.  8»    1  Thli%  4  gg?. 

Dass^  diese  Sammlung  auch  eipe  ziemlich  grosse  Anzahl  von 
SUtzeo  und  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  Zahlen,  namentlicli  aua 
der  Lehre  von  der  Coogmenz  der  Zuhl^  enthalt^  wird  ihr  vor 
manchen  andern  ähnlichen  Sammlungen  zur  Empfebfung  dieocfUi 
indem  auch  die  fibrigen  Aii%alM  zfve^kmiUsig  gfCwäUl  und  gut 
geordnet  scheinen. 


ddkian 


Saigev,  Probl^mea   d'äritbm^tiqne   et   ^xercises  de  caicul. 
ian.    18..  Farn.    l.Cr.     . 


Geomedia 


Geometrie.   Neunter  Cursos.   Coordini^en4«1ire.   Vom 
Professor  Dr.  G.  Pancker.    Mitau.  1842.    8. 

Biaaa  Darstellttng  der  alialytis<^hea  Tbeorte  der  geraden  Linie 
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Id  der  Ehe««  «id  Am  Kreiw»  jettthih^ttaseliei  Eip;tiiitkteliclie, 
auch  eine  zieailich  grosie  Ansahl  nomeriicher  Aufgaben,  and  rer^ 
dient  daher  recht  sehr  anch-  in  einem  weitem  Kteiae  haschtet  sn 
werden.  Eine  recht  cweckmässige»  wenn  nach  nvr  kleine,  ans 
drei  Thailen;  Conatractianen  dea  erates  Gradea,.  ConatractioBen 
des  xweiten  Grades,  Aufgaben  zur  Cabinifc  ia  Gebrauch  der  Coor- 
dinaten  —  bestehende  '  Sammlung  von  Uebnngaanfgaben  ist  beige- 
fügt. Besonders  angeaprochen  hat  uns  der  dntte  Theil  dieser 
kleinen  Sammlung,  da  der  Gebranch  der  Coordinaten  nicht  nnr  für 
die  gesami^te  neuere  theoretische  Mathematik,  sondern  auch  für 
deren  Anwetidnng  in  der  Praxis,  z.  B.  in  der  Geodäsie,  so  öberans 
Wichtig  ist.  Wir  empfehlen  daher  diese  kleine  Schrift  auch  in  der 
letztem  Beziehung.  Vergl.  Literarischer  Bericht  Nr.  X  S.  154 
und  Nr.  Xll.  S.  1§0. 

Lehrbuch  der  Planimetrie  für  Schalen  von  Dr.  G.  W. 
r.  Langsdorff.    Mannheim.  1843.    8.    8  ggr. 

Ausser  den  gewöhnlichen  Sfttsen  der  ebeaÜBn  Geometrie  enthalt 
dieses  kleine  Bach  auch  611  Oehangaaafgabea  ohae  deren  AnflK^ 
,  sangen. 

Gmndriss  der  Elementar -GeometHe,  ftrAnfÜnger  andPreande 
dieser  Wissenschoft,  bearbeitet  von  R.  F.  Henaig,  Proreasor  der 
Mathematik  zu  Schweinfurt.  2,  venu.  Aufl.  .  Mit  12  Tafeln.  8. 
Schweinfurt.  1843.    21  ggr. 

Sadebeck,  Dr.  Marita  i   ord.  Lehrer  am  Magdaienämn  in  Brea- 
lau,  Elemente  der  ebenen  Geometrie.    Leitfisden  für  den  Unterricht 
.  an   Gjmnasien   und   höherh   Bürgerschulen.     Mit  3  Figarentafeln. 
2.  verb.  Aufl.    8.    Breslau.  1843.    10  ggr. 

De  Sex  Fdrsta  Jemte  Btfte  och  Tolfte  Böckerna  af  EucUdia 

Elemente  eller  Grundeliga  Inledning  tili  Geometrien,  tili  Swenaka 

*•  • 

Ungdomens  tjenst  ütgifne  af  Märten  Stromer  ^  for  detta  Astrono- 
miae  Professor  i  Upsala,  samt  Ledamot  af  Kongl.  Wetensk.  Acad.  i 
Stockholm  och  Societ.  R.  Lit.  et  Scient  i  Upsala.    Sjunde  Uppla- 

gan.    Orebro.  1842.    8.    h.  1  Rdr.  32  ak. 

Adh^mar^  J.,  Trait^  de  Geometrie.  Livr.  1.    Paris.  1843.    8. 

Darstallende  Geometrie  von  J.  M.  Ziegler.  Mit  3  Fi- 
gurentafeln  in  Folio.  Winterthur.  1843.  4.  7Thlr.  12 ggr. 
,  Wir  ^glauben  dieses  Werk  der  Aufmerksamkeit  der  Freunde 
der  descriptiven  Geometrie  empfehlen  zu  dürfen.  Am  meisten  folgt 
der  Verf.  deV  G^om^trie  descriptive  von  Ol i vier,  welche  dessen  Re* 
petitor  zum  Behuf  der  Centralachule  für  Künste  und  Manufactttren 
in  Paria  als  Manuscript  drucken  liessj  nnd  benutzt  zugleich  die 
Erfindungen  der  neuern  G^om^trie. 

Lerov,  C.  F.  A.,  Trait^  de  Geometrie  deacriptive,  4.  avee  AUaa, 
2.  Bdit     1842.    20  fr. 

Analjtical   Geometry,    from   the   French   of  Aiot,     Bj   Prc£ 
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Suntk    of    Virciai»   MiliUry    Imititotioii.      t.     New»  York.    t841. 
10  tb.  «  d. 


Piuktische  Geometrie. 


Barffflraliiy  Dr.,  Baoneitter  nni  DtrigoDt  der  Bili«  Gewerbe- 
Schale  zn  Minden,  die  GeemeUie  in  ihrer  Anwendung  anf  das  Ge- 
werbe  der  Banhandwerker ,  für  Bau»,  Gewerbe-  und  Sonntagt- 
Bchnleta,  lo  wie  auch  zum  Selbstanterricht,  namentlich' fdr  diejeni. 
gen  Banbandwerker,  welche  sich  zur  Meisterprüfung  vorbereiten 
wollen.  2.  verm.  und  verb.  Aufl.  gr«  8,  Ndist  15  Tafeln  mit 
3«  Fig.  (in  4.)  Minden.  1843.    Geh.  1  Thir. 

Cours  M^thodique  de  dessin  lio^aire  et  de  G^m^trie  usuelley 
par  M.  Lamotte.  2.  partie.  Cours  sup^rieurs.  In  8.  —  Atlas  in  4^ 
en  15  pl.    Paris.  1843.    6  fr. 

P.  Caen:  Tami  des  arts  ou  Part  du  trait,  contenant  la  g^omi- 
trie.    Nanci.  1843.    12.  mit  n  Taf.    6  fr. 

Course  of  Practica!  Geometry  fpr  Meehaniesv  .as  Introductorj 
to  everj  Brauch  of  Mathematieal  Drawinff;  by  W.  Pease  bte  of 
tbe  .Royal  Laboratory  Department,  Woolwieb.  18.  London.  1843. 
1  sh.  6  d. 

Grundriss  der  Geodäsie  für  den  Unterricht  und  zur 
Selbstbelehrung,  Von  Dr.  G.  W.  ¥.  Lanjgsdorff,  Prof.  au 
der  Groksh.  höheren  Bürgerschule  zu  llannheim.  Mann- 
heim. 1843.    8. 

Dieses  kleine  Buch  enthält  die  wichtigsten  Aufgraben  der  nie- 
dern  Geodäsie  auf  dem  gerinffen  Räume  von  143  Seiten  in  deutitchtr 
Darstellung,  und  kann  bei'm  Unterrichte  auf  höheren  Bürgerschulen 
und  lihnlichen  Lehranslalieu  in  den  Händen  eines  guten,  auch  im 
Aufnehmen  schon  praktisch  geübten  Lehrers  gute  Dienste  leisten, 
möchte  sich  aber  zur  Selbstbelebrung  weniger  eif^nen.  Nach  einer 
Binleituoff  über  den  Betriff  der  Geodäsie,  den  verjüngten  Maazsstab 
u.  dergl.  lehrt  der  Vert.  zuerst  die  Einrichtung  und  den  Gebrauch 
der  Instrumente  im  Allgemeinen  kennen,  sowohl  hei  Horizontal-, 
als  auch  bei  Vertikalmessuuffeu ,  und  trägt  dann  die  Rcctification, 
Aufstellung  und  genauere  Einrichtung  der  Instrumente,  und  die 
Correctiooen  der  Resultate  der  Beobbohtungen ,  nämlich  Correctio- 
nen  wegen  physischer  Kinflüsse,  wie  z.  B.  den  Kinfluss  der  Tempe- 
ratur, der  Verschiedenheit  der  Schwere,  der  Capillarität,  der  Strah- 
lenbrechung, der  Verschiedenheit  der  Decitnation  der  Magnetnadeü 
und  die  Corroctionen  wegen  der  Fehler  der  Instrumente  und  der 
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BcobacbtttOjeeii ;  wie  t.  B;  iktt  Fehler  Kei'in  Measen  4er'^eni4eii 
Linien  and  de^  Winkel,  die  Lehre  von  den  Fehlern  der  Di^ieeke« 
erst  in  den  beiden  letzten  Abschnitten  seines  Werkebens  Tor,  Alles 
übrigens^  nur  sanz  in  der  Kürze  und  in  den  nllgeneinsten  Um- 
rissen, jedenfolls  zur  Kriäuterung  durch  den  miindlicben  Vortrag 
des  Lehrers  bestimmt  Dass  eine,  solche  Trennung  der  allgemei- 
nen Lehren  von  den  feinern  Tbeorieen  bei'm  Unterrichte  erster 
Anfanger  in  methodischer  Rücksicht  ihre  Vortheile  haben  mag, 
räumen  wir  gern  <Alt^  llKllfc«A'  ober  diisl4he  Yttn  dem  rein  wissepi« 
schaftlicben  Standpunkte  aus,  nicht  f;nt  beissen,  indem  wir  der 
Meinung  sind,  dass  auch  die  Geodäsie  einer  streng  wissenschaft- 
lichen und  sptematischeo  Darstellung  nicht  bloss  fähig,  sondern 
av4)h  bedürftig  sei,  weoo  der  dunch  matheüaMMhe  Stitdion  hin- 
reiebend  vorbereitete  uttd  überbaute  sckea  weiter  woKgepcüpkte  Schü* 
1er  eine  vdllig  klare  Einsicht  in  4ie  Natur  und  ^ea  Zweck  ^ler 
geodätischen  Operatioeen  •  erlangen  ued  dergleichen  Arbeiten  voa 
grösserem  Umfange  auf  zweckmässige  Weise  seibat  auswifuhren  in 
den  Stand  gesfetat  Werden  soll.  Dess  das  H^odwerksmässiffe  immer 
mehr  und  mehr  auch  ati  diesem  Theile  der  |iraktischen  Mathema- 
tik entfernt  werde  —  welches  hier  übrigens  ganz  ohne  alle  Be- 
aiehuog  auf  das  vorliegende  Werkchen  gesag^t  wird  —  thut  gewiss 
.  im  böcbsteo  Grade  tTotii«  wenn  wahrhaft  tüchtige  Geodäten  gebil* 
det  werden  sollen.  Mancher  Feldmesser  ^uält  sich  lanffe  Zeit  ab, 
wenn  er  eine  gewöhnliche  Libelle  eines  Theodoliten  berichtigen 
soll,  weil  er  die  strenge  allgemeine  Tborie  dieses  Instruments  nicht 
kennt,  ttbd  ähtiliche  Tälle ,  wo  ohne  eine  etrünge  Theorie  gar 
nicht  aui|zukommen  ist,  würden  sich  noeh  tii  grosser  Anzahl  an* 
fuhren  lassen.  Alle  diese  Bemerkungen  wollen  wir  aber,  wie  ge- 
sagt»  aef  das  vorliegende  kleine  Werk  eben  gar  mitkt  «ufewandt 
Wissen,  indei*  im  Gegeatheil  in  demselben  vielmehr  alle  weseatlicbe 
Pinkte  der  Theoi-ie  hervoif;nbQben  oder  weoigeCeiM  angedeot^i 
und  der  weitern  Ausführung  durch  den  Vortrag  des  Lehrers  an« 
heim  gestellt  worden  sind. 

Gellet:  bartoe  trigonomdtriqne  eu  l'arpeateffe  rend«  üaciJet 
Montpellier.  184S.    lt.    ö  Fr. 

Regnanit,  M.,  Tratte  de  Gdomdtrie  pratiqne,  eempreimat  les 
epdratiees  graphiquei  et  de  nombreuses  npilicatioas  nuk  Unvaux 
de  rart  et  de  cMstmctiea,  8.  avec  II  gr.  PI.  .  Par^«  1842.    j^  fr. 

V.  Croizet!  g^d^sie  g^^ml«  et  nidtht>d«i|ue  ennsid^nto  Mmt  In 
rappert  de  la  mesure  et  des  divftinne  des  tertea.  t.  Mit  ¥*»- 
Kinne.  1843.    8.  bit  21  Taf. 

Gommere.  —  Treatise  on  Surveying,    8.    Philadelphia.    19  sh. 

Bekmanf^  neues  NiveJlir*instiiim«ni  «mäcfast  fiir  Wieseabauer, 
dann  auch,  unter  angegebenen  Verbesserungen,  für  Geometeiv  Ban- 
kondekteure  «.  s.  w.    8.    MürnCer.  1843.    Geb.  10  ggik 
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MainiTl»».    G«k   Uggf 


■  ftule»  in  |4«iM  mU  apli«feieal  trigonMMtoy:  will»  «iimtrous 
exaaples  «nil  prttklens^.  AjB.  W.  J^p»»  roy.ttl  naval  oolU^ 
formerly  oHitheBat.  Master  in  the  r.  «ilitary  acadeav,  Woolwicb. 
Landoa.  1843;    (3  nk  d  d.). 

VIementa  of  TriffODOBetry.  By  Professor  Uackley.  ,8.  New 
yorfc.l83»k    »ab. 

T.  Richard,  Table  des  sinus,  cosions^  tangentes  et  cotanffen- 
fes  natorela,  de  «iaata  ßm  miavte«  te  raian  .  d«  eorcie  etaot 
lOOOQOOO..  Paria.  l&U.    & 


Mecliaiiik, 


Attsfiibrliebea  £leaoiitarlebrbseb.  dot  Maabiia.ik  in 
ibrer  AnweadaDg  anf  die  Pbysik,  Kfinste  und  Gewerbe. 
Von  G.  Bfeaa»iik  |>entacb  beransgegebeii  von  Dr«  €•  H. 
Schnase.  In  Tior  Binden^  Erster^and»  01  eebaniii  (estel; 
Körper.  Mit  18  Figurentafeln  in  Folio.  Darmstadt.  1843. 
8.    4  Tbk. 

Was«  die  jelat  s#  oft  vorkoBimenden  üebertragHai^n  auslüa^f 
discber  Werke  in'«  Deolscbe  mwerci-  LiAcsatnr  •  eigentlich  nüteea 
sollen,  können  wir  nicht  recht  begreifen,  und  wnndiera  nos  hänfigy 
dass  dieselben  ein^n  Verleger  finden,  oft,  wie  auch  das  vorliegende 
Werk,  sehr  elegant  ausgestattet  werden,  indem  isi  Gef;;entheil  nicht 
selten  sehr  verdienstvolle  Original  werke  laoj^e  Zeit  ungedruckt 
bleiben  milssen,  weil  sieh  kein  Verleger  mit  denselben  befassen 
will,  und  sich  meistens  mit  einem  sehr  k&mmerlicben  Druck  be- 
gnügen müssen.  Wir  sollten  denhia,  dass  Deutschland  gegenwäf- 
tig  auf  eignen  Füssen  stehende  STcbriftstelier  im  mathematischen 
Fache  genug  besftsse,  und  Uebersetsnngen  aus  fremden  j^pracben, 
namentlich  ans  dem  Französischen,  dessen  Kenntniss  so  allgemein 
rerbrettet  ist,  nup  i»  ganz  speeiellen  Filllea  bedftffen  möchte.         * 

Renwick,  Treatlse  on  Mechanics.  8.  New  York.  1832. 
19  sb. 
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Mlfrea«»«  Ma«cMiiett-Biie?elo»lldK«  btfwüiMrcbeB'  yoo  J.  A. 
Bilise.  AtlM  11.  (2.  Bds.  5.)  Lief.,  (Tcf.  11»^119. 124.  1M--137. 
•othaltend)  qu.  i  gr.  Pol.    Leipsig.  1843.     If  Tblr. 

L*owvrier*m^ci|iiimii.  Gaiile  de  «^ceviqo«  firatii|ue,  pmr  Cb. 
ArMengaud  jeno«.    2.  Mitio«.    1d  12.    Park.  184S.    4  fr. 

TLe  American  MechaDic.  By  Cbariea  HttiU.  12.  Philadelphia. 
1838.    4  ah. 

BenwiclL,  Applrcation  of  tbe  Sdeoca  of  Mecbaniei  to  PraeCical 
Pnrpoaes.    18.    Philadelphia.  1842.    4  ah. 

A  Deaeriptive  aad  Uiatorieal  AcoMot  of  Hydraalie  and  other 
Macbiaea  for  Raisin^  water;  Aoctent  aad  Modera;  wtth  Ohaerra- 
tioas  OB  yarious  Sabjecta  coonected  with  the  Mecbanic  Arts,  iocia- 
ding  tbe  Progressive  Development  of  the  8fteam  -  Kogine  etc.  Bj 
Tb.  Ewbank.  With  nearly  300  Eagraviags,  royal  8.  New  York. 
1842.    18  «b. 

The  Steam-Kngine,xits  Origin  and  Gradnal  Improvement  froa 
the  time  of  Uero  to  the  present  daj,  at  adapted  to  Maoufactures, 
Locomotiont  and  Navigation.  Iltusirated  with  48  Plates  in  M\  detail, 
namerons  Woodcnts,  etc.  Bj  Paul  R.  Hodge.  C.  E.  1.  vol.  folio 
of  Plates,  and  letter-press  &    New  York.  1841.    3  L.  10  eh. 

Treatise  on  tbe  Steaai-BBgtne*  Bj  James  Benwick,  L.  L.  D. 
Professor  in  Col.  College.    8.    New  York.  1882^     12  sh. 

Lobmejer,  W.,  königl.  Hann.  Hjdrotekt,  Theorie  der  Kreisg«. 
wölbe.  (Nach  Petit  bearbeitet).  (Besonders  abgedrnckt  «as  CreNe'a 
Journal  für  dje  Bauknoat  Bd.  18.)  Mit  1  Pigurentafel,  gr.  4. 
Berlin.  1843.     12  ggr. 


Optik. 


•  Beriebt  über  die  Ergebnisse  einiger  dioptriscber 
Cntersnchungen.  Vom  Prof.  Joseph  Petsvsll.  Peatb. 
1843.    8.    15  ggr.       . 

Bei  seinen  im  Jalire  1840  begonnenen,  suerst  von  Herrn  Pro- 
fessor von  Ettingsbausen  veranlassten,  die  weitere  Ausbildung 
der   Theorie    der    Dioptrik    notl    die   Berechnung  von  Tafeln    be* 
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cweefeend^o  UntevMicfciiBgeB ,  a«t  4eii«a  Baartt  4m  onter  d«M  N». 
»eil  4tB  VoigtläBder*soh«n  A^paratM  bekavnte  Ob|ecliir  hervorging, 
^irar4  der  Herr  Verf.  Mf  des  Weeeniliekeie  und  l¥ii4uBMite  duroh 
die  TbellneliMe  Dolerslötzt,  welche  Meine  k.  k.  Belieit  der  Herr 
Knihentog  Ludwig  dieeen  Uttlereuchuogen  «ehenkte»  ii»d  inebe* 
eOBdere  dedarek  •mt  die  thaligete  Weiee  an  den  Tag  lefte«  däaa 
er,  als  k.  k«  GeneraK  Ardllerte-Direeter«,.  dem  Herrii  Verf.  iwai 
dareh  «atbeüatische  KeaatDieee  avegeseiehBete  Okerfeaerwerker» 
^e  Herren  Ltfsehner  nad  Hala»  nebat  tteht  im  RacbneB  gattbten 
BoaikardiereD  aar  Disposition  stellte,  om  ikm^  bei  aeinen  Dater» 
snebnagen^  voraftglicb  anch  bei  der  Bereebnang  der  Tafelo  beMilf» 
lieb  sa  seia,  welches  jedenfalls  aiaen  neuen  im  beobstea  Grate 
erfrevlicben,  jeden  Freand  der  JMatheaMitik  nad  der  WhseDeebaftao 
dberbaapt  wabrbaft  erwiraMüdea  Beweb  von  der  kräftig^ea  Dnter* 
•tbtsnng,  welche  voa  je  her  die  ezaeteo  Wisaeaaebaften  in  den» 
daterretcbiseben  Kaiserstaate  gefunden*  baben,  nnd  Ton  der  Titeü»  ^ 
nabme.  die  denselben  dort  binßg  von  den  bttebalei»  Peraonen  ge. 
sebeakt  warden  ist,  nad  fortwährend  geschenkt  wird,  sagleich  aber 
aacb  einen  neaen  Beweis,  von  der  längst  bekannten  ausgezeichne«. 
ten  wisslNischafclicben  Bildung  des  k.  k.  Artillerie  wCor{w  liefert« 
die  unter  dessea  gegeowärtiffem  hohen  Chef  immer  mehr  erhöhet 
worden  ist  Dem  Herrn  firshersog  Ludwig  über  den  Farlgang 
dieser  dioptrischea  üntersungeu  einen  eritea  Bericht  au  erstatten, 
ist  der  niebste  2weck  der  forlieffendea  Bchrifit,  auf  die  wir  die 
Freunde  der  •uptischen  Wissenschaften  aafmerksam  au  macbea  nicht 
vetfeblen;  iailem  wir  aogleleb  bemerken,  data  diesem  ersten  Be« 
richte  aacb  aaäere  von  äUnlicber  Teadeas  folgen  sollen. 

In  dem  vorliegenden  ersten  Bericbte  giabt  der  Herr  Varf.  an*. 
vdrderst  Nachricht  übet'  den  theoretiscten  TbetI  aeiaer  Aabeü. 
Auf  N.  t  macht  er  uns  mit  der  Aufgabe  bekannt,  von  welcher  er 
bei  allen  seinen  Untersuchungen  ausgegangen  ist.  Wenn  näm«» 
lieh  ein  beliebiges  System  brechender  oder  auch  reflec- 
firender  Rotationsflachen  mit  gemeinacbaftlicber  Rota^ 
tions-Axe,  die  man  ala  Axe-der  %  annebmeB  kaan,  g«ga*. 
ben  ist;  ein  Strahl  von  beliebiger  Richtung  in  einen  he- 
liebigen  Punkt  der  ersten  dieser  Flächen  einfällt;  an 
dieser  und  sodann  an  alleu  iibrigen  Flächen  gebrochen 
oder  reflectirt  wird;  nnd  endlich,  nachdem  er  die  letate 
verlassen,  ei^ne  gewisse  an  derselben  Aze  gedachte  Ro- 
tationsfläche tu  einem  gewissen  Punkte  schneidet;  so 
soll  man  die  Coordinatea  ($,  17),  ferner  die  Winkel  (ar, 
^),  welche  dieser  gebrochene  Strahl  mit  den  drei  Coor- 
dinatea-Axen  einschliessto  als  Functionen  ähalicber, 
d%B  Biafailapnnkt  in  die  erste  Fiä«be,  und  dte.Riebtnng 
daa  einfallenden  Strahls  bestimmender  Grösse«  (oi,  y. 
und  t^\'ß)  angeben.  Hierauf  entwickelt  der  Herr  Verf.  die 
Griaaen  S,  if<uad  ar,  ^  in  nach  dea  PotenseB  und  Produetea  von 
jPy  y  und  a,  /?,  unter  der  Voraussetxnn^ ,  dass  diese  Grössen  nur 
klaitt  sind,  fortsebreilende  Reiben,  und  unterscheidet  denn  Bilder 
veraetitedener  Ordnungen,  indem  er  überhaupt  uater  einem.  Bilda 
der  mx^  Ordnung  eines  Strahlen  auasendenden  Punkten  ein  Bild 
dieses  Punktes  auf  der  letaten  Ratationsfläche  versteht,  in  welchem 
sieb  die  Coordinatea  von  $,  17  fiir  alle  diesem  Bilde  entsprechende 
f«a  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  aaageheade  Btiablea .  nur  um 
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€M8it»  von ' diMMMtgr- tMrfciachwd— »  di«  in  Banng-nnf  Am-GcOmq» 
^i  P*  »9  ß  von  4«r  MlenrOcdonnir  biikI,  «obiri  lackt  nni  dm  tirn^ 
inr  derGnuftdUtftmittln'erMIft,  naa  m  wu,  flUM  i»«g»r«de  ZnU 
nein  kann.»  Dics^  besiinnte  UntersclMidnng  v^ii  BUdnrti  Aee 
3ten,  5(c»9  IttUt  9t«a  n.  a.  w.  Ordnnng  «cfc«iiit.  «iu.;sehf  immuc- 
-  lidi  8»  Min,  w«il .  4ndnrch  die  Di«|itrik  gewl>g6irüanien  «lü  dtimei' 
b«n  GiBsichtaiMinlote  behandelt  und  nnf  dmselbtn  Standpankt  ga- 
slallfc  wir4.  wekben  in-  der  Geametrie  die  Lciira  vam;4«ia  Barübra»« 
gen  sehon  Üatgst.  mk  «o  gracseak  Vartbeil  fiir  ihre  valUtandiga 
Attsbildung  eiogeaonaMea  bat,  md  wir  glanbaii,  4as8ein  ttrangea 
Feitbahaa  diBsei  Standpnnktes  aar  För4erll^g  dar  Wifln«iflcbitft 
baitraffen  wird.  Auf  S«  18.  und  8.  2lk  bebt  der  Herr  Verf«  zwei 
jmt  ibai  gefaodene  TbearMM  bevaaa,  deren  awaites  fiolgaader- 
■aasea  lanteti  dar  recip^vaJte  Weilb  des  Rtännrnngebalb* 
»eisern  daa.'gaomalriseban  Orts  eines  Bildes  asi  Sebeiteft 
ist  gle.ieb  der  ii^omaie  der  Produale. aua.  den  raaiprakeA 
Warthanider.  Bsennw.aitan  in  die  reeiprakan  Werthe  der 
Brecbttngsverbältnisse  der  einseinen  Bestandlin^en^ 
und  geht  danii:  naok  v^reebiedenan  aiideffn  aUgasmneni  Beaea» 
knageik  aar  Bareehonng  der  Carreetionen  der  erhaheaa»  Bildar 
iiber. 

Wir  sind  der  Meinung^  dann  die  diaptrischen  Datermehnngan» 
van  denen  der  varliegende» .  iai  Varbergebenden  wegen  der  Be* 
sf^ränkllkcit  das  Rannca  aar  in  gans  aUgemeinea  Usurisaen  skiV 
atrte  BeiicbA.  Nacbriebli  gieb4,  aaf  »ebr  verständige  Weise  angelegt 
sind,  bekennen  fipern»  dasa  wir  dieMi  Beriebt  mit  Interesse  nM 
eigner  Belebmng  gelesen  babea«  nad  .seben  den  verbeiaieaen  fer* 
neren  Bericbten ,  wekbe  vonägUck  den  durab  die  fciräftiga  Uater- 
aütsang  der  Regierung  des  Vei£i«  so  aebr  gcfardeilea  iaelnr  prak- 
tiscbeä  Tbeil  der  Cntavsncbnngev  helreiSen  sollen ,  ait^  Variangen 
entgegen. 

TreaAise  na  Ontics.  Bj  Bertlett,  Professer  in  the  Dnitad 
Stator  MUüarj  AfMieniy.    8.    New  York.  l&IL    10  sfa.  &  d. 


Astronomie; 


Biet,  Trait^  dldmentaiia  d'Astranaatie  pb^siqna,  Tom.  1.  8« 
avea  Atlas  de  26  Plancbea.    Paris.  1843.  .      . 

IKes  ist  der  erste  Tbeil  der  jetat  erscbaiaendeft  neuen.  Awi* 
gäbe  van  Biets  bekannten  trefEicben  Trait^  d^Aatronomie-  physiyn 

V.  J.  Baudet,  ^Maitre  de  Matbdmatiqoe  a«  CjMiase  d'Dtreeb4)8 
Apcvfu  du  aystcme  plan^taiia  avec  na  lableau  ajrnöfitiqna  den  nm- 
oipales  partionlnrit^  de  ee  ajvt^ne.  Bddid  a  la  aaeidtd^  da  pbya«- 
(|«a  de  hl  viUa  d'Otrecbt;  gr.  &  k  Devenler.  1&48^    1  1«,.  ftO. 

.   &nnd  seeiet  de  raxagdratioa  das  eaJaala  eopsnücienaMr  iaa 
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ßwmmn   dw   Mtr«,    devviM   Mr'l>*«tMr-  d«    t'AMi-OoMni«. 
<•.  1643.    8.    I  Fr. 

•  .  BnidftHy  Ifaiiieri  of  the  HwveiM.  With  mumefmm  Bagm^ 
yings.    Rojal  4.    Boiton.    31  ih,  6  d*  .      .. 

Btmttt.  -^  Th«  GMfrspby  of  tiM  HaMrtot,/iwlb  «  Ceiettial- 
Artat,  («olövrwiy  1#.  «düioii.  18m^  »o4  4liU  8.  vois.  N«w  Y«rib 
lOsh.  0  4, 

AslMv^BT  fcr  HeliMlft^  on  tko  BmI«  of  A»«ffo*i  I«fi€l«ras.  By 
A.  W,  IlMkfDi.  A.  M.    IS.    N«w  York.  184L    7  sh.  6  d. 

'  Att  EleMentary  Trefttistt  mi  AitronoMf :  cMiteiiiiDg  •  Sjrsler 
MCic  aod  CottfrebeBwre  Bx^itiota  of  «ftlie  Tboory,  asd  tke  wo 
mporUiit'PniQCical  ProUons.  Wkb  Sol«r,  LaMir  «nd  othof  Asir«» 
nomical  Tableo.  DesiffiMd  as  a  Text -Book  for  ColleKOs,  e^  Ej 
W.  A.  NortoD,  lafe  Professor  of  Ast.  CDiversity  or  New  York. 
Nwr  York.    8.    IVah.« 

Gummer«.  ^  Treatise  mm  AatfODonj.    &    PUladel|^ia.    12  % 

'  EkvdeyMm,  Treatiae  on  AalroaoBj;  displajioffp  tke  Arilbwelioal 
Arcbitecture  of  the  Solar  Sjateai,  ete«  2.  adit,  eftiarged,  Ottd 
enbellisbed  witb  nunerons  engravings.     12,    ff^ondoD.  1843.    5j>  ab. 

-    Astroaemi  «di  Allmiui  Physik,  Batraktodesed  BiliMaeiada  tili 

de  Bewis,  dessii  Wetenskaper'forete  pa  Guds  Allmagt)  Wisbet-oeb 
Godhe^  af  William  Wh^well:  Stoökbolm.  8.  StocläoliB«  1842.  h. 
sabskr.  1  Rdr.  12  sk.,  Köp.  1  Rdr.  40  sk. 

Beraettelse  MK  AaUe^elaiell8  Fraautoff  Caer  Aren  1837— 1841» 
Af  N4  H.  Seiander.    Sledcbolai.  1842.    &    40. ak. 

Oeuvres  de  Laplace.  Tome  1.,  traiU  de  m^caniqae  eheste.  I. 
Pairia.  18431    4.. 


Tke  NABaniane  C^Jeate  of  La  Plaae.  Traoalated,  witb  a  Com- 
■Mntarj,  b?  N»  Bowditcb^  L.  L.  D.  Witb  a.  Memoir  af  tbe  Trans- 
lator.   In  4  vols.  imper«  4.    Boston.    12  L.  12  sb. 


'  ^olntmis  af  tba  Aatraaomieal .  and  other  ProblaaM  ia  Jeaiia 
Bnlea  in  Plane  and  Spberical  TrigonoflMtrr;  designed  asan  Intro- 
daaüon  tm  Naatkal  AatronoMj.    London.  iMS.    3  ab.  6  d.     , 

Be  longEtodiae  tarreatra  e  atallia  ama  fera  es»  Jana  odauaanti» 
bns  detefminanda  dissertatia  Pmos.  TboBMa  'ttKvecr^an  Pbil. 
Mag.;  Rekim.  Gustayna  Saaiuel  ff^öweaibielni  et  Nicanor  Uaaimar^n. 
P.  I.  n    CTpsaiiae.    4.    Md.  1  Cab. 


Navigation    and   Nantical   Astronom][j   for   the   nse  of  British 
man.    P      ' 
1843.    10 


Seanen.    Bv  tbe  Rav.  Jameä  Inman,  Ik  D.  4.  editiatf.  8.    London. 

'^  ab. 
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J;  C.  B<Ane,  Mtronoiniiclie  StonischeilM,  oder  allffeaieiiM 
Hünmelskarte,  bis  zun  40  Grad  südl.  Breite,  «it  beweglichen  !!•- 
risonte   und   Höbeni|uadranten.     84-   Zoll   Durchneaaei'.     2  fcr^sae 


Knpfert  mid  1  Bff.  id  gr.  4.,  Anweisuug  sun  'ZnasnneaaelMä  ud 
san  Gebrauch.    Leipsig.  1843.    1  Thir.  8,ggr, 

Mittlere  Oerter  yen  12000  Fix-S4en|eB  für  de»  Auftuig  vm 
18S6,  abgeleitet  am  den  BeobacktiiiigeD  auf  der  HanWrger  tMtr»* 
warte  von  Carl  Rttnker.    Hanbnrg.  1843.    qu.  4.  (3  Tbl.). 

Ctttalogue  de  514  dtoiles  double»  et  multiples  ddcouvertus  auf 
rhenispb^re  eilest«  borM  .par  la  gründe  lunette  da  Tobterfaloire 
central  de  Ponlkova,  et:  Catalogue  de  256  etoiles  doubles  priaci- 
pales  oii  la  dlstauce  dea  conposantes  est  de  32  secondes  k  2  ni- 
uotes  et  fu  se  trouvent  sur  Tfaentsph^  berdar.  (pur  W.  StrovcX 
Par  raeaddnie  inpdviale  des  scieuces.  FoUo.  8t.  Peterri^urg.  1843L 
1  Tbir.  • 

J.  C.  Böbne,  das  Rad  der  Zeit  nit.  einer  drehbaren  Planisphara 
von  8  Zoll  Durchnesser.  Innerwäbreoder  Monats  •,  Nanens-  und 
Fest- Kalender 9  nit  bildlicher  Darstellung  der  täglichen  Richtung 
der' Erde  gefgcen  die  Sonne,  lij^  Zoll  in  Qoadr.  2  grosse  Knpfert. 
und  1  Bg.  iu  gff.  4.  Anweisung  sun  •  Zusannensetuen  und  sun 
Cehr.    Leipsig.  1843.    1  TbIr.  S  ggr. 

Horisontal  -  Sonnenuhr  für  die  wahre  und  nittlere  Zieit ,  nach 
nathenatiscben  Gesetsen  verfertigt  von  J,  C.  Bohne.  11^  Zoll  ih. 
1*^099 ,8^  Zoll  breit.  Auf  zwei  grossen  Kupfertafeln ;  mit  deutlicher 
Anweisung  «um  Zusanmensetxen  und  Beii(utzen  derselben,  I^ipsiir. 
1843.    1  Tblr. 

Znsammengesetste ,  halb  borisontale«  halb  verticale  Konneailhr 
fllr  die  wahre  und  ihittlere  Zeit,  von  J.  C.  Bohne.  8^  Zoll  lang» 
S|  Zoll  hoch  Auf  4  Kupfertafeln.  Mit  Anweisung  u«  s.  w.  Leip- 
sig. 1843.    1  Tblr.  8  ggr.  . 

Bestündig  Sjö -Kalender,  Inneballande  Knkla  och  Sikra  Metho- 
der och  Tabeller  för  Latitudens  och  l^ongitudens  Bestännande« 
tttan  Tillhjelp  af  Naütikal-Almaoakan;  on  Bmket  af  Krouonetern 
och  Sjobaroaietern,  santen  Allmftn  Tidwatteos  Tabell,  af  J.  Gril&ni 

Navigations-Lärare   i   London.     Frau   Andra  Bngelska  Upplagan 

OetWeriMtt  och  Tlltökt  af  J.  J.  A.    12..  Göthehorg.  1842.    »  ak. 

Obserrationes  astrooonicae  in  specula  regia  Monachienai  inati- 
tutae  et  regio  jussu  publicis  inpensis  editae  a  J.  Lanont  Vol.  VL 
seu  novae  seriei  Yni.  f.  (Obaervationes  a.  1828»  1830  et  U30  faetas 
cont.)  4nai.    Menaebii.  1841.    Geb.  1  Thir.  6  ggr. 

•^  id.  VoU  Vll.  seu  novao  ser.  VoL  11.,*  obseirv*  a.  1831  et 
1832  faetas  cont.    4fluij.    Ibid.  1842.    Geh.  1  Tblr.  6  ggr. 

^  id.  X.  seu  novae  a^r.  Vol.  V..  observ.  a.  1835,'  1830  et 
J837  faetas  cont.    4naj.    Ibid.  1842.    Geb.  1  TUr.  61  ggr. 
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V*L  VIII.  IX.  shHl  18M  UBii.  1830  encbiaiia»  un4  katte«  eben- 
faHs  jeder  1  TUr.  6  ggr. 

ConiMiiMMice  des  Team,  k  Taiage  des  Aetriuioiiea  el  des  Ne* 
vinteora,  pouf  Paon^  1843.  8.  Parii»  6  ür*  evee  •  AddiliiMi# 
7  fr.  50  c. 


Physik. 


Deber  dM  academisehe  Stodian  der  Waturwigeeaiehaftea ,  rar- 
aiglicli  das  der  Chemie.  Eia  Beitre|^  sa  seitgeallMeB  Betraehtaa- 
gea  über  Teriaderaeffea  im  aeadeaueeliea  Uoterricht  (mit  Bezug- 
aahme  auf  die  Schrin  des  Prof.  Liebig:  Ueber  das  Sfadiom  der 
Naturwim.  uad  über  den  Zuitaad  der  Oiemie  in  Preassea.  Braaa» 
scbweig  1848)  tob  P.  L.  HUaefeld.    GreTfswald.  184S»    8.^ 

Meles,  J.  €3«,  Naiuflebre  für  Biirger«^'  nadVoMcssebiileB  sowie 
die  naiern  Klassea  der  fi^mnasiea.  6l  AnA;  Bnrebgesebea  and  be- 
tOBders  ia  Hiasiefat  anf  die  phjsikalisehen  und  astroaoanschea  Ble« 
mentsrkenatnisse  berichtigt  uod  vermehrt  von  Dr.  E.  P.  Anguit> 
Director  des  Real  •  Gymnasiums  in  Berlia.  8.  I^ipsig.  1843. 
18  ggr- 

Leitfaden  fir  den  Unterricht  in  der  Physik  «af  GyaM 
nasiea,  Gewerbeschulen  and  höheren  Bfirgersehalen  veo 
Dr.  U«  A.  Brettner«  Achte  vermehrte  und  verbesserte 
AaClage.    Bresian.  1842.    8.    M  ggr. 

Nach  der  VorreHe  hat  der  Verf.  die-  aenera  Gatdeckaage«  fai 
dieser  neuen  Anflage  iibersU  aaebgeiragen,  ohne  die  Zahl  und  Drd- 
aang  der  Paragraphea  sa  ftildera. 

Gruadriss  der  mechanischea  Naturlehre^  Als  Leit« 
faden  für  physikalische  Vorträge  an  Handels*  und  Ge- 
werbschalea  eatwbrfen  yon  Christian  Albert  Weialig, 
Leipsig.  1843.    &    19  ggr. 

Wir  glaubea,  4ass  dieses  dentliche  Lehrbuch,  welches  die  im 
praktischen  Leben  wichtigsten  Sätae  der  Theorie  «ad  deren  An- 
wendaagen,  die  wichtigstea  KLuastaaedriicke  aad  Porssela  in  klarer 
and  präciser,  daher  aaä  die  amlbematiscbe  Form  aicbt  mit  unnMH* 
ger  AengslMehkeit  gaaa  venaeidender  Form  dea-  Schilefa  der  airf 
dea  Titel  geaaaätea  LehranstalteB  ia  *  die  Hftnde  sa  geben,  alles 
Aadere  aar  anzadeut^n  strebt,  seinem  Zwecke  recht  wohl  ent- 
spricht^ Guter  Druck  und  die  sauber  ai|sgefiihitaa  Hofamchaitta 
dieoea  deaiselbea  ensserdem  aar  Banpfbhlang. 

Pouillet's  Lehrbuch  der  Phyiik  and  Metaarologie^  illr  dentseba 
« Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  J.  Müller.    In  2  Bänden  mit  gegen 
low  in  den  Text  etagedraektea  Uaiaachaittea..   &  aad  6«  Liefen 
mag.  gn  8.    Braaascbweig.  1848w    1  Thir. 
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lhir«etv^  Viy  Prof.'  «o  4er  Amdmmt  tu  Genf,  41^  Bxpemientiil^ 
Physik.    ZoB  8el1iitUDterrichte  für  GebildlBle'iMid  Boa  Gebraoch  ia 

EeaU  nnd  poljtecbDischen  Sehalea.    Nach  der  3.  Aufl.  de«  Frass. 
bers.  TM  G.   KiMNog:     Hilf  •  'TbMb   Pinren.    ^  Ws  4*  Lief. 
gr.  8.    Lodwigsburgr-  iS43.    18  ggr. 

1^8  ph^Domines  de  la  nature.    Pnbli^  par  de  Marias.    2.  ddii. 
.Paris.  1843.    8.  mit  4. Abbilduogen.    3  Fr. 

lettre«  siir  la  physiqiie,  par  A.  Bertraad.  2  vols.  io  8.  Paria. 
1843.    8  fr. 

Carpenter,  Mecfaanical  Philosoph j,  Horology  aad  Astroaoaiy. 
LoDdoo.  1843.  8.  9|  sh.  (Auch  ii»ter  dem  Titel:  Popolar  Cyclo- 
paedia  of  Ifataral  Scieaae  vol.  2)« 

Ooaao»  Dr.  6.  W.i  Kömgl.  Bmrj  flofia^b  and  ord.  Prof.  4at 
*  Physik  aad  aUg;  Chemie  aaf  der  Uimt.  Wäraburg^,  neue  Betträge 
uw  €hemÄe  uod  Physik.  1«  Baitüar.  Mt  «alyaaakaastiaelien  Ab- 
bilduogen,   1,  Lief.    8.    Wöiabarg.  1848.    Geb.  8  ggr. 

Populäre  Vorlosaa^ea  aber  aatarwiteeaacbaiftliche  Gefematäode 
um  dea  iG^iete»  der  Geologie,  Physik  and  Chemie,  im  Jabm  1842 
gahaUeo  vor  dea  g ebildetea  Bewobaem  todBodii,  too  G.Biaefaal. 
gr.  8.    Bodo.  1843.    8  ggr. 

Figureotafela  sur  Physik,  nebst  ausfahrlicher  Erklärung  von 
Dr.  G.  ff^autesch läger,  Grossherz.  Hess.  Hofrath  uod  Lehrer  an  dem 
Gymitfiaum  au  DanDsftadt.  &  Hett  MagneHsonie  und  Electricität. 
Lax.  &    Darmstadt.  1842.    12  ggr. 

\  Sammlung  physikaliscber  Aufga^eja  oebst  ifarar  Aa£> 
Uisaagj-  Zna  Gebraach  in  Scbalea  uad  beim  ISelbaton- 
tarricbt.    V»n  Friadricii  i^rias.    Jcaa^  1643.*    8. 

Diese  empfehjeaswertfae  Sammloag  phjrsikaUscber  Aofgabea  bat 
trifft  die  Bestimmung  des  specifiichen  Gewichts,  die  Bewegung  d^r 
Kdrper,  den  Fall  4er  fifirper,  den  Slaoa  der  Karper,  daa  Gleich- 
MWiobt  fester  Körper^  das  Gleiehgewicbt  Bäasiger  Körper^  4ia 
yerdiohtaag  aad  ^erdäaaaog  elaiitäMher  FliismgkeiteD,  das  G4eiob« 

Sewicht  fester  und  flüssiger  Körper,. die  Archimediadie  Aufgäbe, 
ia  Lahffe  vom  Liebte,  die  Warane,  Gageaatimde  der  aagewaadcen 
NalurMira.  Aas  der  Lehre  von  -der  ttlaetiioität  nad  dem  Magna« 
ümtMM  sind  gar  kefao  Anfgaban  aalgenammaa,  ireil  dia'AttÜaaag' 
dctfsaUban  ftbeila  auf  VermMäen  batafat,  die  gmröbolicherwaiae  niebf 
bi  den  Sebniea  aogesteUt  werden,  tbaüs  Kenntnäisa  aiibrdaft,  dia 
bei  ..eijicni  Scbiler  nifebt  TOBaasgeoefeat  werden  4iöonen.  Zweek» 
■HMeig  aiod  4ia  Aullösnngen  'van  den  Aafgabea  getnenai«  Gewiaa 
wird  idiasa  Samaüung  den  fichvarn  4er  Piiyslk  «wilHcOttAien  aain, 
da  überhaupt  die  Anzahl  aofober  Sammla^gan  phasikaUncber  Au£- 
gaben  noch  sehr  gering  ist.  Benutzt  hat  der  Verf.:  Noaveauz 
Ffoblemes  4e.PltyaiqHa  ek*.  Fht  9L  B.  Bary.    Paris.  1838.    «. 

Tratte  .de  Ja  cbalcnr  eaMd^ate  dani  «ao  applioatiano;  par  JC.' 
Fielet.    2.  ^dit.  2  val.  lu  4.    Pari«.  1143.    M  Ft^ 
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Anvef  ll.'W.,  jDttt«ifiiclning;^B  tu  Gel^lMe  der  liidiicCioiM^letM- 
eilllt  EaB0  ^kn  der  Akademie  der  IVieseneebafteii  *  tu  Berit«  geU^ 
MflvAbliaodlttiiir.  Mit  flolsMMtteB  mid  ehrer  ll^iMfcitirfel.  rv.  4. 
Berlin.  1842.    1  TUr.  4  ggr.  2 

•  CevtrilbutiMs  U  Bteeltieili  Md  MmnMtiBa.  Bf  Ptofnwor  J. 
Bearf.    4.    PbiMetpMa.  18M.    6  sli. 

Haldat,  recherchea  anr  1a  pulsiance  motrice  et  riateatite  dea 
eamns  de  l*dleetrieild  dynamiqae.    NaiicL  1843.    8.' 

.  Oovia,  Mäaual  of  Magivetiaai,  Elecfneity,  the  Blactmlype  •ata. 
Wtib  100  arigiiml  llluatratians.    fioitoo.  184t. 

":  Naiil.  Alex.  Tbeod.,  metearolMiaebe  «nd  natmlMtanarlM  Cbro- 
fl«k  dee  Jabrea  1842.  Bog««  1--8  «it  den  TaMlam  Jaimnr  viid 
Vebntar.  •  gr.  8.  Barmstadt.  iM3.  Preiadea  Gattaea  t  Tiilf.  12  «gi. 
•      M.  irergl.  Lit.  Ber.  Nr.  X.  B.  IM. 

Howard,  aeyen  lecftures  ob  neleonlogy.  Lande«.  184S.  8d. 
ed.  \\  ab. 

Treatise  on  tbe  Law  of  Storma;  b?  W.  &  Bedfiold.  &  VHr 
Yofk.  1B42. 

•Onf  tbe  Natvre  of  TboBdar^^BtefaHH  and  on  tb«  Mecm  «f  Pro- 
tecting  BnildiBgs  and  Sbipping  againat  tbe  Deatmdrae  fifeilta  of 
iÄgbtSmgrbj  W.  Bttow  tiarria,  T.  «i  B.  8.  Loiid«a^  1848. 
10  8b.  0  d. 

-  Tbe  Pbifoflopbr  «C  Stonna-,  by  JaiDea  P,  Bapy.  Witb  Miqta, 
BngfafiBgs,  etc.    CC    Boaton.  1841.    16  ab. 

Notice  lur  lea  tremblemena  de  ferro;  des  tentatiyei  faitea  ponr 
lea  pr^yenir,  ezpoi^  d'uo  noureau  mode  ae  conatruction  ponr'ga- 
raatir  la  via  des  bonmea  contre  leara  dteMitrenx  eSeta;  par  Z. 
Nanci.  1843.    8. 

Pbotograpbic  Manipnlation ;  eontaining  simple  and  praetical  De- 
taila  of  tbe  aioat  inproved  Proceasea  bf  Pbotogenic  Drawing,  tbe 
Dagnerreotjpe  and  Calotype.    'S«    London«  1843i    1  sb.  0  d. 


Yemiischte  Schriften. 


Mdmoirea  de  PAeaddmie  iaipdriale  des  scieneea  da 
Saint-Pdtersbonrg.  VI  adrie  (sciences  itaatbdaiatiqaes, 
pbjsiqnea  et  naturellea)  Tome  V.  on  Tome  Hl.  de  la 
1.  pnrtie  (aiencoa  mntb«   et  pbyaiqnes).    4.    St.  Pdtera- 
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bonrg.  •  Thir.  18  m*  iDliait:  BuonUkowftky,  ««kitiam 
tun  probidme  de  l'una^se  de  Diophsnte.  -r*  O.  8triive,  Beslim- 
nuBg  der  Coostanten  4er  PräccisUii  »it  Berödisicbtigiiiig  der  cigaen 
Bewegung  des  SonoeDsjstemi. 


Det  KongeHge  daiiske  TidenskakeraeB  Selskab«  Natarvidc 
kabelige  og  matbematiske  Afbandlinger.   9  Dael  med  10  TavW.  4. 
Kopenbagen.  1842.    2  ThIr«  12  ggr. 

Ve  opere  di  Galileo  Galilei.  Prima  ediziaiie  com. 
pletu  coodoftta  lUgli  autentici  manoicritti  palatini  et 
dedicata  a  S.  A.  J.  e  R.  Leopoldo  II.,  Gran  Duca  di  Tee- 
cana.  Tomo  1.  Florens.  1843.  8.  (Mit  4  Tafeln  and  Bil^ 
Bisa).    101  L. 

Ab  Redacteur  dieaer  Ausgabe  wird  Eugenler  Alberi  genaiint, 
der  voa  Vinc.  Autiuori  und  in  matbematischer  Beaiehuag  von  Cae- 
leatiao  Biancbi,  in  literariscber '  Beiiehnng  von  Fieüro  Bigasa 
nnteratütit  wurde.  Der  Inbalt  ist  nacb  dem  Stoffe  in  folgend« 
6  KJassen  getbeilt:   .  ^ 

I.  Dell«  materie  astronomicbe. 
II.  Delle  materie  meccanicbe. 

III.  Delle  materie  varie  scientificbe. 

IV.  Delle  materie  letterarie. 

V.  Della  corrispondenaa  varia  acieotiBca  in  quanto  non  sinn  Inttcfn 
cbe  debbono  considerarsi  piuttosto  come  trattati  a  parte  di 
tra^tati»  le  quali  avmnno  Inogo  nelle  tre,  e  apecialmenle  netle 
dne  prime  claasi. 

TL  Delia  vita  e   della   opere  pin   propriamante  relative  «IIa  vita 
deir  autore. 
Die  ganse  Ausgabe  ist  auf  12  Bände,  von  etwa  40  Bogen,  ba- 

recbnet;  diese  sollen  in  Zwiscbenrinmon  von  8  bia  4  Monaten  cr- 

«cbeioeo,  so   dass   bis  aar  Vollendung  etwa  4  Jabre  v« 

würden. 
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Literarischer  Berieht 


Geschichte  der  Bf ath^matik  und  Pliysik. 


Gnil.  Libri  Stori«  delle  idaiiie  nateaaticbe  in  Italia.  Venk 
di  Lttigi  Masieri.  Pnntoto  1.  2.  (k  ItV  L-)  Mailand.  1842.  8. 
(Das  Gania  in  24  aolchan  Pnnt,  die  4  Bände  bilden.) 


Sdiriften  Aber  Unterrichtsmethode. 


De  renaeignenent  des  Matbteati^ea  dana  lea  eollteea,  conai. 
AM  aena  le  double  ^«nnt  de  Toe  dea  preacriptiona  r^idttantttrea 
de  Pttniferaitö  et  dea  prineipea  fondumenUinx  de  In  adenoe.  nnr 
F.  C  Bnaaet    ln-8.    Paria.   1843.   6  fr. 


Systeme,  Lehr-  mid  Wörterbücher; 


Lebrbttcb  der  MatbemafilL  für  die  obern  Claaaen  hö* 
herer  Lebranstnlten^  von  Johann  Augnat  Grunert.  Drit- 
ter Theih  Ebene  nnd  aphäriaehe  Tru^ononetrie.  Dritte 
Tamehrte  nnd  verbeaaerte  Anaffabe.  Brandenburg.  184S. 8. 

Anch  die  dritte  Auagabe  dieaea  die  ebene  und  aphäriaehe  Tri- 
gonometrie enthaltenden  dritten  Theila  neinea  Lehrbucha  der  Ma- 
thoBMitik  fttr  die  obern  Ciaaaen  höherer  Lehnmatalten  iat  an  mehre* 
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ren  Stellen »  überhaupt  überall,  wo  es  nötbig  schien ,  verbesaert 
worden,  ohne  jedoch  eine  nur  ei nigerm aasen  erhebliche  Aenderang 
seiner  ganzen  Anlage  erfahren  zu  haben,  so  dass  diese  dritte  Aas- 
g^be  neben  den  früheren  ohne  irgend  ^in  Hinderniss  in  den  Lehr- 
anstalten, für  welche  das  Buch  bestimmt  ist,  gebraucht  werden  kann. 

Erster  Cnrsus  der  Planimetrie  für  Gymnasien,  Real-  und  Bär- 
gerschulen und  zum  Gebrauch  für  Hauslehrer  und  zum  Selbstvnier- 
richt  von  Dr.  August  Wiegand.    Mit  2  Kupfertafeln.     Halle.  1843. 

S.  '  8  ggr. 

De  Sinn»  Corso  completo  di  iiatoäaticha  pure.  Tamo  !•  Nea- 
pel.  1843.   8. 


üriAmetik. 


A.  Steen,  Elementair- Arithmetik,  som  Inledning  til  den  rene 
Mathematik.   8.   KjoebeabaT».   1843.  20  fs. 

Bourdon;]ä(enen8  d\ag^bre.  ^9e.  ^it.    PÄr».   ISiS. 

Ke^  to  the  Treatise  on  Algebra  in  Chamber's  Edocatipnal  Coune, 
contfiiiung  Solutions  of  all  the  Exercises  in  that  Work.  By  A.  Bell, 
formerly  Mathematical  Maater  in  Dollar  Institution.  8.  London. 
1843.    2  sh.  6  d. 

Algel)raische  Üebungsaufgaben  nebst  Auflösungen ,  von  J.  H. 
D.  T.  Brandt.     Hamburg.  1843.  8.    1  Thlr. 

Tafel  logistkM^er  LogaKtbtton.  Zug^e  s«  4oa  Vegn- BSIsse- 
sohiBo  Hsd  anderen  i»garitbmen -Tafeln.  '^Aus  Oalkt's  ^>TaUM 
^  Logaifthmes'«)  Niraberg.  1843.    %  fgt.      ;    ' 

Chr.  Jürgensen,  Hoiere  Algebra  og  Differentsregning.  2.  Udg. 
Kjobenhavn.  1843.  8,  44  fs. 


•^  C.  Ramus,  Undersoegelse  af  Resten  af  La^anges  Raekke ;  og 
om  en  Bgensküb:  v^d  djß  ln<|aef^  Difc^entlalliMIMtr  -^^  2  Va- 
riable. 4.  Rjoebenhavn'.  1843.    1.  Udg.  af  Vidensk.  Selsk.'  32  fs. 


Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale  von  Dr. 
Dakar  «chlöoüiUb.    Jena.   1843.  4.  • 

;  Oie^e.  für  iie  Theorie  der  battitaiaton  iMegtale  jederfalb  wich- 
tige Schrift,  wekfao  von. Keinem i der: sieh' nU:  «ign«a UntersnckiiB^ 
fgeA  auf  dieseflk  noch  reiche  firBteB.Verspsodiendaa  F/alde  4er  hohen 
HiKhemai^ik  lueschäftigit,  itnbeachtot  geAäseen  veüdfe»  ditff»  boateht 
^aua  vien  Tkeileo,  deren  4rei  erat«  Ugeade  Debciaehitfl^  filkrea: 
L  We  Theoreme  Ton  Lagrango  and  Ponrier.   U.  Jknin%ndftngaa  der 
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Th€ore»«  voii  Lagrange  und  Foorier.  III.  Deber  verachiedene  be- 
stimmte Integrale,  deren  Wertbe  durch  doppelte  Integrationen  ge- 
fii(iHlen  werden.  Der  rierte  Theil  enthält  eine  Pormelaammlunr  und 
beatebft  wieder  ans  swei  Theilen,  nämlich:  I.  Formeln,  welche  lu 
,ReiheD8ummirangen  benutzt  werden  können.  11.  Die  Werthe  der 
wichtigsten  beslimmtf^n  Integrale.  Zweck  vnd  Inhalt  der  einzelnen 
Abschnitte  sind  dnrch  diese  üeberscbriften  hinreichend  bezeichnet, 
und  ohne  uns  hei  einer  Schrift  ?on  so  reichem  Inhalt  hier  natiirlicb 
auf  das  Einzelne  einlassen  zn  können,  wollen  wir  nur  bemerken, 
dass  in  dem  ersten  Abschnitte  der  Herr  Verf.  insbesondere  beabsich« 
tigt,  die  bekannten  schönen  Untersuchungen  Dirichlet's  über  die 
Convergenz  der  berühmten  Fonrier'schen  Reihen ,  welche  zuerst  in  ' 
Crelle's  Journal  für  die  reine  nnd  angewa|idte  Mathema- 
tik. B.  IV.  S.  157.  mitgetheilt  wurden,  und  auch  in  deni  Sapple^ 
menten  zum  mathematischen  Wörterbuche.  Abth.  I.  S.  239. 
Tollständig  entwick,«it  worden  sind,  ohne  der  Strenge  Eintrag  zu 
thun,  auf  eine  viel  einfachere  Weise  darzustellen.  Der  zweite  Ab« 
schnitt  ist  durch  die  in  demselbep  fl^egebenen  Anwendungen  der 
Fonrier'scben  Theoreme  sehr  lehrreich  oi^d  ganz  geeignet,  die 
Wichtigkeit  dieser  Theoreme  in  ihrer  ganzen  Grösse  zu  zei- 
ffen.  Die  dritte  Ablheilong  enthält  zwar  die  Anwendung  eines  be« 
kannten  Princips,  führt  aber  zu  manchen  neuen,  insbesondere  auch 
die  Gammafunctionen  betreffenden  Resultaten.  Ueberbaupt  lehrt  uns 
die  Schrift  den  Herrn  Verf.  von  Neuem  als  einen  mit  den  neuern 
Fortschritten  der  Analysis  vollkommen  vertrauten  Mathematiker  ken- 
nen, und  verdient  denen,  welche  äich  mit  ei^neta  Forschungen  in 
der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  beschäftigen,  wiederholt  an- 
gelegentlichst zn  sorgfältiger  Beachtung  empfohlen  %tt  werden. 

üeber  eine  auch  hierher  gehörende  Schrift  des  Herrn  Prof. 
Verdam  zn  Leiden  vergl.  m.  Geometrie  am  Ende.  Eben  so 
vergl.  m.  über  des  Herrn  Prof.  6.  Winkler  Edler  von  Brücken- 
brand logaritfamische  und  trigonometfiscbe  ^>faln  Praktische 
Gaometrie  am  Anfange, 


Geometrie. 


E.  Ljonnet,  Eisens  deg^m^trie.  %  ^ition.  Paris.  1848.  6  fr. 

Bl^mens  de  g^om^trie,  par  E.  Catalan,  r^p^titeor  de  s^om^rie 
de^riptive  k  P^cole  polytechniqne.  Avec  planches.  In -8;  Paris. 
1848.    5  fr.  50  c. 

Cieometri,  i  Föreninff  med  Linearteckning,  för  Folk-LErare« 
Seminarier  ach  Folkschofor  af  C.  M.  Larerhamn,  Phil.  Mag.  Stock*' 
heim.  1843.  8.,  med  7  pl.  h.    24  sk. 

Sammlung   ?on   Fi»rmeln' und   Gleichungen   aus- der 
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Blementargeoinetrie  and  it'rigonoflietrie.    Von  6.  A.  Jfaho. 
Leipzig,  im  8.    1  Thlr.  12  ggr. 

Diese  eioe  grome  Anzahl  yon  Formeln  aus  der  ebenen  Geome- 
trie, Stereometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  auch  aui 
der  trigonometrischen  Fehlerrecbnung,  und  aus  der  ebenen  Poly- 
gonometrie  enthaltende,  zweckmässig  znaammengestellte,  got  und» 
wie  es  scheipt,  auch  correct  gedruckte  Sammlung  wird  zngleidi 
beim  Unterrichte  als  eine  Sammlung  von  Uebungsaufgaben  v^rtheil- 
haft  gebraucht  werden  können.  Sehr  zweckmässig  wurde  es  tibri« 
g«;ns  nach  unserer.  Meinung  gewesen  sein,  wenn  der  Herr  Verf.  in 
seine  Sammlung  auch  die  wichtigsten  Formeln  und  CSieichungen 
aus  der  analytischen  Theorie  der  geraden  Linie  in  der  Ebene  und 
im  Räume,  des  Kreises,  der  Ebene  |ind  der  Kugel  aufgenommen 
hätte,  da  man  diese  Formeln  auch  bei  solchen  Untersuchiyngen,  die^ 
eine  mehr  praktische  Tendenz  haben,  wie  z.B.  in  der  Optik  und' 
Astronomie,  gegenwärtig  so  häutig  gebraucht,  wohl  nicht  minder 
häufig  als  die  Formeln  der  ebenen  und  spbärischen  Trigonometrie. 
Jedenfalls  würde  er  dadurch  sein  Buch  überhaupt  auch  dem  neuem 
Zustande  der  IVIatb^matjk  mehr  genähert,  dessen  wissenscbafitlichcn 
Werth  erhöhet  und  ihm'  die  Anwendung  in  einem  grösseren  Kreiae 
gesichert  haben. 

G.  Sch/eiber,  Geometrisches  Portfolio.  Blätter  über  dar- 
stellende Geometrie  und  ihre  Anwendungen.  Nebst  einem  erläu- 
ternden Text  2.  Heft,  krumme  Flächen  enthaltend.  Tfxt  in '4. 
und  22  Tafeln  in  Folio.    Carlsruhe.  1843.    3  Thlr. 

C^sar  Lambert  et  J.  Picqu^,  Cours  de  gi^m^trie  descriptive. 
Paris.  1843.  8.  mit  12  Tafeln.    3^  fr. 

D^veloppemens  de  g^om^trie  descriptive,  par  Tb^od.  Olirier. 
Texte.    Paris   1843.  gr.  4.  mit  1  Atlas  in  24  Blättern.     18  fr. 

LoQons  de  g^om^trie  analytique,  pr^^d^s  des  BIteens  de  la 
trigonom^rie,  par  P.  L.  Cirodde.   Paris.  1843.   In- 8.    7  fr.  50  c* 

Nieuwe  Verhandelingen  der  eerste  Klasse  Tan  het 
Koninklijk-Nederlandsch-Institut.  Tiende  Deel.  Ver- 
handeling  oyer  de  hyperbolische  jiaraboloide,  door  G.  J. 
Verdam,.  Uoo^leraar  te  Leiden.    Te  Amsterdam.  1843.  4. 

.Der  eigentliche  Titel  dieser  Schrift  ist:  Bijdrage  tot  de 
meetkundige  beschouwing  van  der  hyperbolische  nara- 
bolo'ide.  Door  G.  J.  Verdam,  und  dieselbe  ist  jedenfalls  als 
ein  sehr  dankenswerther  Beitrag  zu  derauf  die  Theorie  des  hyper- 
bolischen Parabdioids  angewandten  descriptiven  Geom<$trie,  so  wie 
zu  der  Theorie  dieser  Fläche  des  zweiten  Grades  an  sich  in  be- 
trachten. 

Wiskundige  bijdrage,  inhoudende  eene  yerklaring 
en  beschouwing  der  Tafelen  Yan  elliptische  bogen,  be* 
rekend  door  den  hoo^leeraar  Schmidt;  alsmede  eene 
mededeeling  van  herleidingen  eener  reeks  van  integral- 
formulen  tot  elliptische  fnnctien.  Door  G.  J.  Verdam» 
hoogjeeraar  te  Leiden,  lid  der  eerste  Klasse  van  het 
Koninjclijk  Nederlandsche  Institnut. 
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Der  nächste  Zweck  dieser  sebr  lesenswertheii  Schrift  ist  eine 
Telistäodige  Analyse  der  in  Nr.  IX.  S.  137.  des  Literarischen  Be- 
richts angezeigten  elliptischen  Tafeln  von  Schmidt,  und  wird  daher 
für  die  des  Holländischen  hinreichend  kundigen  Besitzer  der  Schmidt- 
sehen  Tafeln  um  so  mehr  ein  sehr  angenehmes  Geschenk  sein^  weil 
diesen  Tafeln  nur  eine  ganz  kurze  Einleitung  beigegeben  ist.  Aus- 
ser dieser  Analyse  dei^  genannten  Tafeln  enthält  die  Schrift  aber 
'  auch  noch  mehrere  eigenthnmliche^  fdr  die  Theorie  der  elliptischen 
FuBctienen  nicht  unwichtige  FormelUf  und  besteht  ausser  einer  Ein- 
leitung eigentlich  «us  vier  Theilen,  ?on  denen  der  erste  die  Erklä- 
rung der  Schmidtschen  Tafeln  enthält,  der  zweite,  dritte  und  vierte 
aber  die  Ueberschriften:' A.  Ontwikkeling  der  Formulen  van 
Legendre;  B.  Ontwikkeling  van  eenige  bijzondere  Inte- 
irraal^ormuleo;  €.  Ontwikkeling  v^n  eenige  algemeene 
Integraal-FormuleD  fiihren.  —  Die  Schrift  ist  besonders  abge- 
druckt aus  dem  ersten  Hefte  des  zweiten  Theils  der  von  dem  Kö- 
niglich Niederländischen  Institute  der  Wissenschaften  und  Künste 
herausgegebenen  Zeitschrift. 


Praktische  Geometrie. 


Systematische  Abhandlung  über  die  Pathenot^sche 
Aufgabe  in  ihrer  einfachsten  Anwendung:  aus  ^rei  ge- 
gebenen.Punkten  den  Messtisch  in  einem  vierten  Punkte 
zu  orrentiren,  und  zugleich  durch  das  Rückwärtsein- 
schneiden  diesen  Punkt  auf  dem  Tischblatte  zu  bestim- 
men, um  dadurch. eine  Messoperation  zu  beginnen,  fort, 
lusetzeaund  zu  vollenden.  Allen  deutschen  Geometern 
freundlichst  gewidmet  von  Georg  Winkler  Edlen  von 
Brückenbrand,  Prof.  der  Mathem.  an  der  k.k.  Forstlehr- 
anstalt zu  Mariabrunn  u.  s.w.    Wien.  1843.  8. 

Diese  kleine  Schrift,  welche  der  Herr  Verf.  auch  der  diesjäh- 
rigen Versammlung  der  deutschen  Naturforscher  zu  Grätz  vorzu- 
legen beabsichtigte,  enthält  die  in  der  Messtischpraxis  am  meisten 
brauchbaren  Auflösungen  des  gewöhnlich  nach  Pothenat  benannten 
Problems,'  welche  das  Gesuchte  entweder  sogleich  direct  mit  völliger 
Schärfe  oder  durch  zweckmässige  Näheruogen  nach  und.  nach  ne- 
fern,  in  einer  sehr  einfachen  und  deutlichen,  jedem  auch  nur  mit 
den  eisten  Elementarsätzen  der  Geometrie  bekannten  Praktiker  ge- 
wiss völlig  verständlichen  Darstellung,  verbunden  mit  manchen 
aus  eigner  Erfahrung  hervorgegangenen  Bemerkungen,  und  ver- 
dient daher  Praktikern,  welche  sich  mit  dem  in  Rede  stehenden 
Probleme  näher  bek«(nnt  machen  wollen,  wie  in  ajlen  Fällen 
•ehr  zu  wünschen  ist/  empfohlen  zu  werden.  Am  ]Bnde  giebt 
der  Herr  Verf.  auch,  noch  die  gewöhnliche  Auflösung'  durch  die 
ebene  Trigonometrie,  wie  sie  sich  z.B.  in  Mayer's  praktischer 
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Geometrie' findet,  erläutert  dieselbe  durch  ein  BeiepieU  verbreitet 
eich  in  der  Vorrede  auch  übör  die  Geschichte  des  Problems,  und 
verbindet  damit  u.  A.  die  Bemerkung',  dass  die  direete  Auflösnog, 
deren  Erfindung  Scbulz*Montanus  in  seinem  bekanntlich  von 
jMra'ktischen  Georaetern  viel  gebrauchten  Handbnche  der  g'e- 
sammten  Land-  und  Erdmessunr.  6.  IL  S.  146.  sich  beileibe, 
schon  gegen  Knde  des  vorigen  Jahrhunderts  von  Österreichiscbea 
Ingenieurs,  namentlich  von  dem  bekannten  Geographen  Freiherm 
von  Lichtenstern  gebraucht  worden  sei,  wie  aus  einer  tob  dem- 
selben der  k.  k.  Grundsteuer-Regulirungs-Uofcommission  überreich- 
ten Denkschrift,  und  aus  einer  späteren  Broschüre  desselben:  Vor- 
schriften 2n  dem  praktischen  Verfahren  bei  der  trigo- 
nometrischen und  geometrischen  Aufnahme  eines  gros- 
sen Landes,  hervorgehe.  e 

Bei  dieser  Gelegenheit  wollen  wir  die  Leser  des  Archivs  auch 
noch  darauf  aufmerksam  an  machen  uns  erlauben ,  dass  den  von 
dem  Herrn  Verf.  der  vorhergehenden  kleinen  Schrift  im  Jahre  1839 
in  einer  zweiten  Ausgabe  herausgegebenen,  auf  gutes  Papier 
sauber  und  correct  gedruckten  necnnntelligen  Logarithmi- 
sclien  und  Logarithmisch  -  trigonometrischen  Tafelnl 
Wien.  1839.  In  Commission  bei  J.  6.  Heubnvcr,  deren  in 
^  Nr.  X.  S.  154.  des  Literarischen  Berichts  nur  kurz  Krwähnuog  ge- 
than  worden  ist,  ein  Vorzug  vor  manchen  andern  kleinen  Tareln 
dadurch  gebühren  möchte,  dass  sie  die  erforderlichen  Differenzen 
und  Proportionaltbeile  überall  wie  die  grössern  Tafeln  vollständig 
berechnet  enthalten. 

J.  B.  A.  Thorel,  Arpentage  et  G^od^sie  pratiques.  Formerie. 
1843.  8.  mit  12  Tafeln. 

Abr^g(6  de  g^om^trie  pratique  appliqu^e  au  dessin  lin^ire,  par 
L.  C.  et  F.  P.  B.     14.  Edition.  12.    Tours.  1843. 

Tbeoret.  Praktisk  Lärobok  i  Landtmäteriet.  Till  I^ndtmäta- 
res,  Landtbrukares,  Jurisfers  och  Kameralisters  m.  fl.   Tjenst  Sam- 

s  e 

mandragen  och  utgifnren  af  Anders  Alreik,  Fil.  Mag.,  Ofwer-Inge- 
niör,  R.  N.  o.  W.  0.  Stockholm.  1843.  8.  med  10  pl.  h.   4Rdr.  16  sk. 

Bnr.  Montucci,  Geometria  e  meccanica  applicate  alle  arti  ec.  di 
Policarpo  Bandini  sulle  tracce  della  publica  elementare  istruzione. . . 
deir  accad.  Tegea.    Disp.  1  —  3.    1843. 


Trigonometrie. 


Sammlung  von  Formeln,  Aufgaben  und  Beispielen 
aus  der  Geometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigonome- 
trie, nebst  Anwendungen  auf  die  Stereometrie  und  Po- 
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lyeonoflietrte.     Berauflgegebed   fn   J.  I^alomon;     Wie». 

.  DUse  Schrift  «nlbält  «ine  oeicbe  Sanoilatig  von  Formetn  loA 
Aüfgabeo  aos  den  aof  dem  Tkitk  genannten  Tbeilen  der  Matlieaia-* 
tik,  so  wie  aneb.  ans  der  l^bre  von  den  goniometriseben  und  oy** 
ciometrischen  Reihen  2^' der  Kreisrechnung  und  der  goniometriseben 
AttOösitog  der  Gleichungen,  und  wird  daher  fi&r  einen  Jeden,  dem 
di«  firwerbnngr  ^"^  griMSern  Gewandtbeil:  -  im  trig«nomntriscbeii- 
Oalcnl  Biidtirfniss  ist,  ein  eifwilnscbtes  HüUsmittel  sein.  Denn  schwer« 
lieb  wird  Jemandem,  der  dieses  Bncb  vollständig  durcb^carbeitet 
bat,  noch  ein  Fall  anfstossen  können,  in  welchem  er  sich  nicht 
snlbat  nu  belftn  wissen' aolUe,  Weshalb  dasselbe  allerdings.allgemei- 
ner  bekannt  zu  werden  und  Eingang  an  find.en  verdient. 

E.  Lobatto,  LeerbodiL  der  refftliinigie  en  anberiscbe  drltbdeks- 
meting.    1843.  ^0. 


Mecbaiilk. 


A.  MnM^  Conrs-  de  statiquc,  k  Tnsage  des  aspirans  a  iS^cole 
polytecbniqne  et  des  ^coles  dV^ill«n<s  ^t  de. marine.  8..  Paris.  1848* 


Praktische  Mechanik. 


Allgemeine  Maschinen  *Enc3rcIop&die.j  herausgegeben  von  J.  A. 


Hülse.    Atlas  12.  (2.  Bds.  6.)  Lief,    Taf.  92-95r  97.  105  —  109. 
enthaltend,  qu.  |  gr.  Fol.    Leipzig.    1843.    1  Thlr.  16  ggr. 

'  Poppe,  Dr.  J.  H.:  die  praktische  Mechanik  und  Ma)ichi »entehre 
'  unserer  Zeit;  ein  fassiich  dargestelltes  Lehr-,  Lese*  und  litilfsbuob 
zum  Nutzen  und  Vergnügen  für  alle  Stände.    Mit  190  Abbildungen. 
1.  Lieferung.    Zärich.    1843.    8.    14  gp. 

Der  prakttache  M'ascbinenbaufer,  von  A.  V.  Demme,  prakt.  Ma- 
schinenbauer. 13.  Lief.,  mit  20  Tafeln  Abbildungen.  8.  ftnedlin« 
bürg.     1843.    2  Thlr. 

Description  des  Machines  et  proc^d^s  consign^s  dabs  les  bre- 
vets  d'invention  etc.  Tom.  47.  avec  plancbes.  4.   Paris.  1843.  15  fr. 

Werkzeichnnugen  oder  praktische  nnd  detaillirte  Zeichnnngen, 
BedcbreibttDgen  und  Erlinterangen  der  verschiedenen  Arten   von 
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avsflrefübrten  Haadiiiieii  vnd  MaaehinerieB.  HeniiBMgeb 
'  T.  N.  Mendelssohn^  unter  Mitwirkiinflr  mehrerer  Teäniker.  1.  lUad 
6.  Beft,  enthält  die  AnUfi^e  einer  ToUftändigen  Oelfabrik  nebst  Za- 
behdr.  (6  lithoffr.  Blätter  in  gr.  Felie  und  1  Bagen  Text  in  ffr.8.) 
Berlin.    1843.    1  Thir.  12  ggr.     . 

Premiers  ^Umens  de  m^caniqne  appliqn^e,  camprenant:  1)  la 
-tb^rie  des  machines  simples  en  mosTement;  t)  des  notians  jrend« 
rales  sur  les  machines  comnosto;  aar  H«  Sonnet.  In  1%.  Paria« 
1843.    4  fr.  • 

Angelo  Parocchetti,  Manaale  di  Meeeaniea  pratica  per  1'  inge- 
gnere  ciyile.    Mailand.    18tö. 

Gabrio  Pioia,  Naoye  ricercbe  per  nna  risolnBione  piii  rigaros« 
di  Tarii  problemi  sol  meto  delP  acqna. .  4.    Mailand.    1843. 


Optik. 


Albert,    Petit  trait^  de  perspeetive   pratique.     limoges.    Mit 
14  Tafeln.    Paris.    1843, 

L.  Salme,  Traitd  de  perspective  thteriqae  et  pratiqne.    3.  Mit 
Hit  «Tafeln.    Paris.    1843. 


Astronomie. 


Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1846,  heravsgegeben  Ton 
.  F.  Encke.    gr.  8.    Beriin.    1843.    3  Thlr.  4  ggr. 

Astronomy  and  Scripture^  or  some  lUnstrations  of  that  Science, 
and  oC  the  Solar,  Lnnar«  Stellar  and  Terrestrial  Phenomeoa  of 
Holv  Wrir.  By  the  Rev.  T.  Milner,  M.  A.  Author  of  „The  History 
of  tne  Seven  Churches  of  Asia  etc.*^    London.  1843.    7  sh. 

C.  Rossari,  Trattato  di  astronomia  elementare.  16.  Mailand. 
1843.    1  L. 

Handbok  i  Practiska  Astronomien  af  S.  A.  Cronstrand.  Andra 
Haftet,     Till  ledning  nnder  föreläsningarna  wid  det  högre  Militär 

Lärowerket  pa  Harieberg.    Stockholm.   1843.  8.  samt  H  ^^  Ta- 
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beller.    h.  2  Rdr,  40  sk.    Man  vergL  Litorarisdber  Bericht  Nr.  I. 
8.  13. 

Kreil ,  C,  üeber  die  Natur  nnd  Bewming  der  Kometen.  Mit 
besonderer  Berttcksichtignnff  des  grossen  Kometen  Tom  Jahre  1843. 
8.    Prag.    1843.    12  ggr. 

E.  M.  Beima,  Ferhaiidelingen  oyer  den  ring  ran  Satomni.  Lei* 
den.    1843.    t^  fl.    Man  vergl.  Literarisclier  Bericlit  Nr.  X.  8. 1021 

Connsissance  des  tems  oa  des  monvemens  Celestes,  k  l'nsage 
des  asCronomes  et  des  nayigatenrs  ponr  Tan  1846.  Publik  par  le 
boreau  des  longitndes.    8.    Paris.    1843.    7  fr.  50  e. 

J.  Seidelin,  Tabel  over  Selens  Deelination  tii  bver  Dags  Sand- 
middag  og  Maanens  ovre  Cnlminalions  Middeliclokkeslet  forv  Kbb. 
Meriduin  i  1845.    Kjoebenba?n.    1843.    20  is. 


Derselbe:  Tabel  oyer  Solens  Deelination  og  Tid  -  Eqnationen' 
til  bver  Dags  Sandmiddag  og  Mtddeimidda^,  samt  Maanens  oyre 
Cnlminations  MiddelklokEeslet  for  Greenyiebs  Meridian  i  18^. 
Ibid;    1843.    32  (s. 

Kerigan*s  Mathematieal  and  General  Navigation  Tables,  2  yols. 
rojal  8.    London,    reduced  to  30  sb. 

Mappa  co^lestis,    siye  tabulae  qninqne  inerrantium 

3 Optimum  ordinem  non  ezcedentium  et  nsqne  ad  30  gra« 
nm  decl.  anstr.  pertinentinm  qnas  pro  medio  seenlo  19 
stereograpbiee  constrnzit  6.  Schwinck.    Lips.  1843.    Pol« ' 
0  Tblr.  16  ggr. 

Diese  trefflichen  fSnf  Sternkarten  sind  in  den  astronomi- 
schen Nachrichten  Nr.  482.  S.  30.  von  Bessel  mit  vollem. 
Rechte  sehr  empfohlen  worden.  Am  Ende  seiner  Anxeige  sagt 
Bessel:  »Die  Karten  stellen,  wie  pns  dem  Gesap^ten  hervorgeht, 
den  in  anieren  Gegenden  sichtbaren  Theil  des  Himmels  dar.  Sie 
leisten  di<ises  nicht  nnr  weit  vollständiger,  sondern  aach  in  jeder 
anderen  Beziehnog  weit  vollkommener  als  das  umfangreiche  Werk 
▼on  Bodo.'  Sie  befriedigen  ein  Bedürfniss^  dessen  Befriedigung 
alle  mir  bekannt  gewordenen  ähnlichen  Biilfsmittel  nicht  gewährten.'" 

Uranometria  nova.    Stellae  per  mediam  Buropam  so- 
lis  OGulis  conspicuae  secundum  veras  lucis  magnitudi- 
nes  e  coelo  ipso  descriptae  a  Dr.  Fr.  Argelandro  (Auch 
mit  deutschem  Titel).    Berlin.  1843.    Mit  dem  Steroveraeich*  ^ 
nisse  4  Thir. 

„  Alle  Bimraelscharten ,  die  wir  jetzt  besitzen  *S  safl^t  der  Herr 
Verf.  in  der  Vorrede,  „haben  zwei  wesentliche  Mängel:  die  Gros« 
sen  der  Sterne  sind  auf  denselben  nach  den  Schätzungen  angege- 
ben, die  die  Astronomen  in  Fernröhren  gelegentlich  der  Bestimmung 
ihrer  Positionen  gemacht  haben,  und  die  häufig  sehr  fehlerhaft 
sind,  und  es  stehen  auf  ihnen  eine  Menge  hellerer  Sterne  nicht, 
während  viele  schwächere  gezeichnet  sind.  Beide  zusammen  ge- 
nommen Terfindem  die  am  Uismiel  sich  darstellenden  Confignratio- 
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nen  bft  so  bedenteikd,  dass  Imb  iidi  odtfwBtUch  in  ao.  hetlefea 
Sternen  ärmern  Gegenden  desselben  kaum  zurecht  finden  kann. 
Diesen  Mängeln  für  die  im  mittlem  £nropa  mit  blossen  Aogen 
flichtbaren  Sterne  so  yfißl  als  nögHcb  abzubellen,  ist  der  Zweck 
der  geipenwtrtigfltn  neuen  HimmelsdiarteD/^  Allerdings  glauben 
wir,  dass  diese  schönen  neuen  Hiramelsch arten >  in  deiieo  di^  Sterne 
von  der  ersten  bis  zur  sechsten  Grösse  seh^  bestimmt  und  deutlicli 
V4»n  einander  OBterspbitden  sind«  in  difeser  und  in  anderer  Bezie- 
kttdg  einem/weflentUchett'Bedärfiiiissß.abbeifea,  und  empfehlen  die- 
selben daher  den  Astronomen  und  den  Liebhabern  der  Astronomie 
angelegentlichst)  letzteren  auch  itsmentlieb  desbalb|.weH  dieselben 
mit;  geringen  fittlfimitteib  sohätsbare  Beobaebtnngen  über  die  vei^ 
schiedene  Grösse  und  Helligkeit  der  Sterne  anstellen  können,  und 
die  Vervielfältigung  solcher  Beobachtungen,  zu  denen  Liebhaber 
der  Aati*oiiomie  nicht  genug  ermuntert  iwerden  können ,  jedenfalls 
sehi!  zu  wnnsebea  ist.  Sehr  zweckmässig  sind  auf  diesen  Charten 
die  Sterne  schwarz,  die  Umrisse  der  Stcfrnbilder  dagegen  mit  blas- 
sen rothen  Linien  gezeichnet.  Auch  der  verhältnissmässig  sehr 
niedrtge-Prek  ton  4  Thlr.  .für  die  C^biftrten  mit  dem  Sternven&eich- 
nisse.nuAiimmen^  gereicht  dienern  schönen  «Werke. zur  Empfehlung, 
und. wird  dessett  Ansdiaffiiag  erleicbiern,  und  aa  seiner  weiteren 
Verbreitung,  die  es  so  sehr  verdient,  gewiss  wesdntUch. beitragen. 

Mittlere  Oerter  von  12000  Fix  »Stern eli  für  den  An- 
fang von  1836,  abgeleitet  ans  den  Beobachtungen  auf 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rfimker.'  Hamburg. 
1843.    4.    3  Tblr. 

Das  Vorwort  des  Berrn  Conferenzraths  Schnmaoher  ffiebt 
/den  Lesern  biareichende  Nachricht  über  das,  was  dieser  trefSiobe 
Stcü'ncatalog  zu  leisten  sucht, .  auf  weltohes  wir  daher  hier  uns  %u 
verweisen  erlauben. 

New  Star  Tabies,  adapted  to  Practical  Purpoies  for  Twenty^ 
two  Yearsj  commencing  Jaottary  1843:  for  the  Cse  of  Marinera, 
Amateur  Astronomers,  Chronometer  JHakers  etc.,  .with  an  Appendix, 
which  togetber  centain  all  the  principal  Problems  far  delermining 
tbe  Latitude  and  Lengitude  at  dea,  with  several  Tabies  and  Exam* 
f  lificatiolns.  By  Thomas  Lynn.     Boy*  8.    London.    1843.    10  ab. 

S.  Janse«  Berekening  en  cönstructie  van  zonnew^zers  vor 
den  middelbaren  tijd,  benevens  de  handelwijze,  om  dezelve  binnen 
in  vertrekken  te  beschrijven.  JH  fl. 


Physik. 


Die  EzperimentaU Physik  5  methodisch  dargestellt  von  Dr.  F. 
Heussi»  Oberlehrer  am.  Gymnasium  su  parchim.    }.  Cursiis..  Kennt- 
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niss  der  Phänonette.   3.  Tem«  nnd  verb.  AulL    gr*  8.   Berlin»/1843. 
1^  ggf*    Mab  vergleiche  Literarischer  Bericht  Nr.  VIL  S.  111. 

Pouillet'B  fjebrbnch  der  Physik  und  Meteorologie  far  deutsche 
VerbäUnilise  bearbeitet  von  Dr.  Job.  Müller.  7.  und  8.  Lief.  Braun- 
schweig.  1843.    8.    1  Tbir. 

Kastner»  K.  G.  W.,  Handbuch  der  angewandten  Naturlehre. 
8.  Lieferung,    gr.  8.    Stuttgart.  1843.    7  ggr. 

Populäre  Vorlesungen  über  naturwissenschaftliche 
Gegenstände,  aus  den  Gebieten  der  Geologie,  Physik 
und  Chemie,  im  Jahre  1843  gehalten  vor  den  gebildeten 
Bewohnern  von  Bonn,  von  Gustav  Bischof.  Bo'nn.  1843. 
8.    8  ggr. 

Den  Inhalt  dieser  Schrift  bilden  zwei  Vorlesungen ,  von-  denen 
die  erste,  um  uns  hier  mit  einer  ganz  allgemeiden  Angabe  zu  be- 
gnüffcn,  die  Lehre  von  der  Verdunstung  zum  Gegenstande  hat.  Die 
zweite  kündigt  sich  an  als  eine  Erklärung  der  Erscheinungen  des 
Thau's,  beschäftigt  sich  auch  etwa  auf  den  ersten  fünf  Seiten  mit 
diesem  Gegenstande,  enthält  aber  nachher  lauter  Dinge,  die  cor 
Lehre  vom  Thau  gar  nicht  gehören,  wie  z.  B.  die  mehrfach  be- 
'hauptete  bekannte  Thatsacbe,  dass  durch  Oel  die  Gewalt  der  Mee^ 
reswellen  gebrochen  werden  könne,  und  eine  ausführliche  Beschrei» 
bong  des  Geysers  auf  Island,  von  dem  auch  eine  Abbildung  gegeben 
ist,  und  dessen  Erscheinungen  durch  einen  Versuch  nachzuahmen 
gelehrt  wird. 

R,  F.  Addenet,  Nouvelle  th^orie  de  P^ectricit^.  N^cessit^  des 
fordts  poar  Tagriculture  et  le  bien-6tre  g^n^ral.    Paris.    1843. 

Electrical  Magazine.-  Conducted  by  Mr.  Charles  V.  Walker. 
No.  1.    London.    1843.    8.    2  sh«  6  d. 

Zantc^deschi :  Esperienze  suir  origine  AelV  elettricita  voltiana, 
e  descrizione  di  un  elettro  -  motore ,  in  cui  la  furza  chimico-felet- 
trica  e  cospirante  coUa  elettro -motrice  di  contatto.  4,  Vicenza.  1843. 

Zantedeschi:  SuU'  indozione  dinamica  attraverso  involucri  e 
diaframmi  di  ferro.  Vicenza.  (Aus  dem  Sept.  —  Oct.- Hefte  des 
Jahrganges  1841  der  Annali  delle  scienze  del  regno  Lombardo- 
Veneto  besonders  abgedruckt.) 

Zantedeschi:  Dell'  azione  reciproca  di  dne  correnti  ellettrichi 
in  un  nredesimo  filo  e  In  fili  isolati  vicinissimi,  delle  leg^i  deir 
induzione  volta-elett/ico  dinamica  e  della  identiia  fra  la  virtu  in- 
duttiva  elettro  •magnetic«  e  magnett  -  elettrica.  Vicenza.  4.  (Aus 
dem  Nov. — Dec. -Ueft^  des  Jahr^.  1841  der  Annali  delle  scienze 
del  regno  Lombardo  -  Veneto  besonders  abgedruckt.) 

Zantedeschi:  Sopra  aicuni  fenomeni  che  presentano  i  poli  di 
an  elettro -motore  voUiano.    Venedig.  18tö.  8. 
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GittB.  Zamboni,  Soll'  elettro^notore  perpetno,  iatraxione  teor. 
prat    VeroDa.    1843, 

Zannatti,  Elementi  di  fifica  positiva.  Fase*  l-*3.  Neapel. 
1843.    8. 

Die  bydroelektrisclie  Metallüberziebiing  oder  Ter* 
golduDg,  VersilberoDg,  Verplatiniruog,  Verkupferang 
und  TerzinkuDg  auf  galvaniscbem  Wege.  Ausfübrlicb 
bearbeitet  für  dea  Gewerbsmann  von  C.  F.  Bänle.  Lahr. 
1843.    8.    16  ggr. 

Diese  Scbrift  acbeint  recbt  deutlicb  bearbeitet  xn  sein,  und  kann 
daber  allen  denen,  welche  sich  mit  hydroelektrischen  Metailüber- 
Ziehungen  beschäftigen, wollen,  empfohlen  werden. 

An  Account  of  some  remarkable  Applications  of  the  Electric 
Fluid  to  the  Useful  Arts.  Bv  Hr.  Alex.  Bain.  With  a  Vindication 
of  bis  Claim  to  he  the  First  Inventor  of  the  Blectro-Maffnetic  Te- 
legraph» and  also  of  the  Electro*Magnetic  dock»  by  John  Finlai- 
son,  Eso.  Actuary  of  the  National  Debt  Office.  London.  1843.  8. 
with  5  diagrams.  4  sh. 

Ueber  das  Licht  von  Ludwig  Moser.  Vortrag,  ge* 
halten  in  der  phirsikaliscb  -  ökonomischen  Gesellschaft 
SU  Königsberg  den  7.  April  1843.  Königsbecg.  1843. 
8.    8  sgr. 

„DerWnnscl^  einiger  Freunde  veranlasst  mich^S  sagt  der  Herr 
Verf.  in  dem  Vorwort,  „eine  in  der  hiesigen  physikalisch -ökono- 
mischen Gesellschaft  gehaltene  Vorlesung  dem  Druck  zu  übergeben. 
Sie  enthält  die  Resultate  meiner  Untersuchungen  über .  das  Licht, 
in  derjenigen  Form,  in  welcher  sie  vielleicht  ein  grösseres  Publi- 
kum interessiren.  Ich  glaube  nicht,  dass  wenn  man  vor  das  grös- 
sere Publikum  tritt,  es  mit  den  oberflächlichen  Ergebnissen  gethan 
sei;  ihm  gebühren  vielmehr  die  besten,  d.h.  diejenigen,  welche  in 
das  Wesen  der  Sache  am  meisten  eingehen.  Das  einzige,  was  man 
da  zurückhalten  darf  und  soll,  sind  (iie  minutiösen  Details,  welche 
das  Interesse  der  Männer  von  Fach  zu  bilden  pflegen,  und  ihnen 
reservirt  bleiben  müssen.'*  Wir  empfehlen  diese  Scbrift  allen  den- 
jenigen, welche  sich  in  der  Kürze  mit  den  Uauptresultaten  der 
merkwürdigen  Moser^scben  Entdeckung  des  sogenannten  unsicht- 
baren Lichts  bekannt  machen  wollen,  und  sind  zugleich  der 
Meinung,  dass  die  in  derselben  angegebenen  Gesichtspunkte  ganz 
geeignet  sind,  die  Leser  auf  den  richtigen  Standpunkt  zu  stellen, 
aus  welchem  sie  diese  in  neuerer  Zeit  mehrfach -angefochtene  Ent-* 
decknng  zn  beurtheilen  haben. 

Traitd  de  Photographie  >  derniers  perfeetionnemens  apport^  au 
daguerr^otype.  4.  ^dit  Par  R.  P.  Lerebours.  lu  8.  Paris.  1843. 
3  fr.  50  c. 

Photogenic  Manipulation,  containing  piain  Instructions  in  the 
Theory  and  Pratice  of  the  Arta  of  Photography,  Calotype,  Cyano- 
type>  Ferrotype,  Chrysotype,  Anthotype,  Daguenreotype ,  Thermo- 
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grapby*    Bj  Georg  Thomas  Pii^her.     ISlso,  illutnited  by  wood«^ 
cots.    Ijomlon.  1843.    1  sh. 

Meteorology ;  comprisinff  a  DeteriptioQ  of  the  Atmosphere  and 
its  PheoomeDa;  the  Laws  of  Climate  in  general  aad  especially  the 
Climate  Features  peeuliar  to  the  Regrion  of  the  Uoited  States;  with , 
sosie  Remarks  upon  the  Clinates  of  the  Ancient  World  as  based 
OB  Fossil  Geology.  By  Sam.  Forry,  M.  D.  Witb  13  iliastrations, 
snail  folio.    New  York.  1843.    1  sh  6  d. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagaetismas  nad  ver- 
wandte   Gegenstände,    rediglrt    von    Gron^ert,    Koller,- 
Kreil^  Lamont,  Piinninger,  Quetelet,  Stieffel$  heraus* 
gegeben  von  Dr.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1842.  Heft  IV.  München.  1843.  8.  Magne- 
tische Störungen»  beobachtet  im  magnetischen  Observatorium  der 
k.  Sternwarte  bei  München.  —  Relevl  des  observations  m^tt^orolo- 
fflques  faites  a  !' Observatoire  Royal  k  Marseille  par  M.  B.  Valz.  — 
Susammenstellung  der  meteorologischen  Beobachtungen  in  Schössl, 
von  Herrn  A.  Bayer.  —  Auszug  aus  dem  Annuaire  magn^tique  et 
m^t^orologtque  du  corps  des  Ingenieurs  des  Mines  de  Russie  pär  A. 
T.  Knpffer.  —  Mazima  und  Minima  der  Barometerstände  im  Jahre 
1841.  ^  Resultate  der  meteorologischen  Beobachtungen  an  der 
Sternwarte  in  Dorpat  für  1842,  mitgetheilt  von  Herrn  Hofradi 
Mädler.  —  Brucbstticke  ans  den  meteorologischen  Beobachtongen 
vom  Hohenpeissenberge,  —  Meteorologische  Beobachtun(|^n  in  La* 
brador  und  Grönland.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  Utrecht, 
mitgetheilt  von  Herrn  Professor  van  Rees.  —  Quantitd  de  Plaies 
tomb^s  a  l^on,  par  M.  Job.  —  Ständlicher  Gang  der  Temperatur 
und  des  Luftdruckes  beobachtet  im  Jahre  1842  In  der  k.  Sternwarte ' 
bei  Manchen.  •—  Zusammenstellung  der  täglichen  meteorologischen 
Beobachtungen  von  Stuttgart,  Giengen  an  der  Brenz,  Garlsrube, 
Wien,  Parma.  —  Znsammenstellung  der  monatlichen  Mittel  des 
Luftdruckes  und  der  Temperatur.  -^  Ph^nom^nes,  registr^  k  Parme 
pendant  Tann^e  1841,  par  M.  Colla.  ^-  Ceber  die  Bestimmung  des^ 
Gesetzes,  nach-  welchem  der  Magnetismus  in  Stahlstäben  vertheilt 
ist,  vom  Heransgeber.  —  Vermischte  Nachrichten,  vom  Heransgeber: 
Annuaire  magnetiqne  et  m^^orolofflque  da  corps  des  Ingenieurs 
des  Mines  de  Russie  etc.,  par  A.  1\  Kupffer,  ann^e  1840.  Ans^g 
aas  einem  Schreiben  des  Herrn  Staatsratas  and  Akademiiers  Knpffer 
an  den  Herausgeber.  Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Pro* 
fessors  van  Rees.  Absolute  Intensitätsbestimmung  von  Herrn  Prof. 
Lloyd.  Mittheilung  des  Herrn  ProC  Fournet  aas  Ljon.  Meteoro- 
logische Beobachtungen ,  veranstaltet  von  Herrn  Espy  in  Washing* . 
ton.  Witt^rungsbericbt  von  Herrn  Hofrath  Mädler  ans  Dorpat. 
Mittheilong  von  Herrn  Colla.  Magnetische  Wärme -Compensation. 
Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Koller.  Variationen  der  mag^ 
netischen  Inclination. 

Jahrgang  1843.  Heft  T.  Manchen.  1843.  8.  Auszug 
aus  dem  Annuaire  mogn^ique  et  Indt^orologiqae  du  corps  des  In- 
genieurs des  Mines  de  Russie,  par  A.  T.  Kupffer.  Ann^e  1840.  — 
Magnetische  Störnngen,  beobachtet  im  Gbservatorium  der  k.  Stern- 
warte bei  Manchen^  1841.  -—  Monatliche  Mittel  des  Barometer*-  and 
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TfaemoiBeteritaiides  in  Dansig.,  beoba^et  jtob  den  Bern  R«gie> 
rungsrath  Dr.  Kleefeld,  tod  1807  bis  1838.  -^  Zusanaeagtellnng 
der  täglicben  meteorologiscbeo  Beobacbtungen  in  Wien,  Salzburg, 
Stuttgart,  Benaberff  und  Cranberg  1842.  — ,  Vergleicbang  der  me- 
teoralogiaeben  onu  narnetiscben  BeobacbtoD^o  in  Briiasel  ond 
JMuBcben  1841.  -^  Mittlere  magnetische  Deetination  in  Möneben 
1841  und  1842.  —  Magnetiache  Beobaebtungen  der  rnaaitchen  Sta- 
tionen, auageaogen  aas  dem  Annuaire  des  Herrn  Staatsratbs  und 
Akademikers  Kupffer.  —  Magnetische  Beobachtungen  in  Mönchen 
Tom  August  1842  bis  Mai  1843.  —  Bemerkungen  zu  den  vorher- 
geheuden  Beobachtungen.»  —  Vermischte  Nachrichten,  Tom  Heraus- 
geber: Magnetische  Bestimmongen  in  Böhmen,  von  Herrn  KraiL 
Tieter  Barometerstand  am  Ende  Februar  1843.  Auszüge  aus  Brie- 
fen des  Herrn  Colla.  Magnetisches  Observatoriam  in  Washington. 
Bemerkungen  über  magnetische  Beobachtungen. 

Bestimmung  der  HorizontaMntensität  des  Erdmagnetismus  nach 
absolutem  Maasse.    Ton  Dr.  J.  Lamont.    München.    1842.    4. 

Resultate  der  magnecischen  Beobachtungen  in  München  wäh- 
rend der  dreijährigen  Periode  1840,  1841,  1842.  Von  J.  Lamont. 
München*     1843.    .4. 

In  den  Gelehrten  Anzeigen,  herausgegeben  von  Mitgliedern  der 
k.  haver.  Akademie  der  Wissenicbaften ,  3.  März  1843.  Nr.  44.  45. 
S.  358^-366,  hat  Herr  Dr.  Lamont  der  k.  Akademie  einen  Bericht 
über  Die  magnetischen  Beobachtungen  in  der  dreijähri- 
gen Periode  1840  —  44 — 42.  erstattet.  In  denselben  Anzei- 
Sen,  26.  Juli  1843.  Nr.  147.  148,  149.  S.  148—164,  findet  sich  ein 
ericht  desselben  Herrn  Verfs.  üh^t  die  von  ihm  eingeschla- 
gene Methode  zur  Messung  dar  magnetischen  Inclina* 
tion*  Aach  berichtet  in  Nr.  149.  ff.  Herr  Akademiker  Dr.  Schaf- 
bäutl  über  die  Resultate  seiner  Beobachtungen  mittela 
eines  von  ihm  eonstruirten  Photometers. 

Der  Urzustand  der  Erde  und  die  Hjpotbese  von  einer  statt- 

§ehahlen  Aenderung  der  Pole,  erklärt  durch  üebereinsttmiming  mit 
agen  und  Nachrichten  aus  ältester  Zeit.  Eine  geolog.  histor.  üu- 
tersuchung  über  die  sogtnaonte  SündHuthskatastrophe  von  Fred. 
Klee.  Nach  der  dänisehen  Handschrift  des  Vt'rfassers  von  Maj.  6. 
F.  von  Jenssen- Tusch,    gr.  8.    Stuttgart.  1843.    UThlr.  18  ggr. 

W.  C.  Redfield,  tin  Whiriwind  Storms:  with  Replies  to  the 
ObjectioDs  and  Sirictures  of  Dr.  Hare.    New  York.    1843.    6  sh* 

Sammlung  physikalischer  und  hydrographischer  Beobachtungen, 
welche  an  Bord  der  k.  preussischen  Seehandlungs-Schiffe  auf  ihren 
Reisen  um  die  Erde  und  nach  Amerika  angestellt  worden  sind. 
Geordaet  und  herausgegeben  von  Dr.  H.  Berghaus.  Erste  Abthei- 
luag:  Reisea  um  die  Welt.    Breslau.  1842.    j.    5  Thlr. 

Philosopbioal  .Diamma,  illastratin^  the  yarions  Branchen  af 
Natural  Phil  o«ophy.     By  Fred«  J.  Minaai,  Leeturer  on  Nat  Philo* 
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Mpby,    1.  Scriet.    Meeliaaiefl  (15  Biälter  Mit  Pig«reM)i    hmkima 
1843.    15  Bh. 


Yermischte  ScbirifteD. 


Tbe  Cambridge  mathematical  Journal.  No.  XV.  Mar, 
1842.  I.  Od  tbe  Geoeral  Problem  of  Intercalations.  II.  Note  od  tbe 
Tbeory  of  tbe  SolutioDs  of  CiiJmc.«iu1  Biquadratic  Equatioos.  III. 
ExpositioD  of  a  General  Tbeorj  of  Lioear  Transformati ods;  Part.  II. 
IV.  A  Metbod  of  obtainiDg  aaj  Root  of  a  Number  in  tbe  Form  of 
a  ContiDued  FractioD.  V.  Notes  od.  some  Points  in  Formal  Optics. 
VI.  On  Elltptic  F^nctioD8.  VII.  Od  tbe  Solntion  of  FuDctioDal  Dif- 
ferential Cquations.  VIII.  On  Certain  Defimte  Integrals.  XI.  De- 
monstrations  of  some  Gcometricai  Theorems.  X.  On  tbe  motion  of 
a  Solid  Body  about  its  Centre  of  Gravitj.  Xl.  Mathematical  Notes: 
1.  Demonstration  of  tbe  principle  of  Virtual  veloci^es.  2.  Problem 
from  tbe  Papers  öf  1842.  ^  It  JT  (o?,  y,  «)  =  y  (•#,  r,  «r),  wbere 

F  it  homogeDeoin  of  the  «th  degree  in  :c^  y,  x  and  m  :=  ^, 

No.  XVIll.  Majj  1843.  I.  Od  certain  Formulae  made  nse  of 
in  Pbjsical  Astronomy.  II.  Note  «on  vibrating  Cords.  III.  On  tbe  , 
Integration  of  certain  Equations  of  Finite  DifTerences.  IV.  On  a 
Class  of  Differential  Equations,  and  on  tbe  Lines  of  Curvature  of 
an  Ellipsoid.  V.  Note  on  a  Problem  in  Dynamics.  VI.  On  tbe  In- 
tegration of  Linear  Partial  Differential  Equations  by  tbe  Methode 
of  Monge  and  Lagrange.  VII.  Ön  the  Attractions  of  Conducting 
and  Non  -  Conducting  ElectriGed  Bodies.  IX.  On  Lagranges  Theo- 
rem. X.  Note  on  Orthogonal  Isothermal  Surfaces.  XI.  On  Foa« 
rier'a  Theorem.  XII.  Mathematical  Notes:  1.  Stability  of  Eccentri- 
cities  and  Inclinations.    2.  Mnemon\c  Ruie.    (Für  die  Formel: 

cos  c  cos  iff  zz=  sin  c  cot  a  —  sin  iff  cot  A 

der  sphärischen  Trigonometrie).  3.  To  shew  that  tbe  greatest 
and  least  radii  of  any  plane  section  of  tbe  surface  of  elasticity  are. 
at  rigbt  angles.  4.  Problem  in  the  Papers  of  1842.  A  quadrilate- 
ral,  composed  of  four  unequal  beams  jointed  to^etber  at  the  extre- 
mities,  is  compressed  by  a  givtfn  force  in  the  direction  of  one  dia- 
gonal: flnd  the  force  in  the  direction  of  the'other  diagonal  wbicb 
will  resist  the  compression. 

M^moires  pr^sent^s  par  divers  ^avants  a  l'Acad^mie 
royale  des  sciences  de  Tlnstitut  de  France  et  inprim^s 


Digitizedßy  Google 


224 

par  iOB  ordre.   Seieoces  vatb^vatlqadi.  Toae  ¥111.   Pa- 
ris.   1S43.    4. 

Au«  diesem  Bande  sind  folgende  Abhandlnngen  aaszueieliDen: 
E.  Bec(|uerel ,  memoire  sar  le  rajonnement  chiiaiqne  qni  accoinpagne 
la  lumiere  solaire  et  4a  Inni^re  ^lectriqne.  —  0.  Laaid>  meaioire 
snr  la  d^oostration  d^un  noaveaa  eas  dn  dernier  th^or^me  de  Fer- 
mat  — .G.  Delafosse,  r^berches  snr  la  cristollisation  considerfo 
8008  les  rapports  pbjsiqnes  et  natb^matiqnes. 
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Literarischer  Berieht 


Geschichte  der  Mathematik  nnd  Physik 


Alberi,  Eag,;  De  Galilei  Galileii  circa  Jovis  satellites  locubra- 
lionibus  qnae  in  i.  et  r.  pittiana  aalatiaa  bibliotbeca  adaervantor. 
Floreat.  1843. 

Derselbe:  Dei  Layori  di  G.  Galilei  intoroo  i  satelliti  di  Giove 
eBiatead  nell  i.  r.  bibliotbeca  Palatina  de'  Pitti.  4to.  Florens.  1843. 
(WahrBcheinlicb  aas  der  neuen  Ausgabe  der  Opere  di  G,  Galilei 
besonders  abgedruckt.)  * 

M.  s.  Literar.  Beriebt  No.  XIII.  S.  ^8.  und  unten  unter  den 
Vermiscbten  Sebriften. 

Wilde*«  Gescbicbte  der  Optik.  Zweiter  Tbeil.  s.  m.  unter 
Optik. 


Schriften  fiber  Unterrichtsmethode« 


G^rono  et  Rognet,  Pregtamoie  d^tailU  des  connaissances  ma- 
tb^matiqaes  exigiSes  pour  l'admisBion  anx  Cooles  polytecbnique »  na« 
vale,  inilitaire,Torcsti^re  etc.  2  ^dit  8.  Paris.  1843.  2  fr.  50  c. 
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Systeme  9  Lehr*  nnd  Wörterbücher. 


Reber,  Peter,  Herzogl.  Leuchfeiiberg.  Oberadministr»tioii9ratb 
zu  Eichgtädt,  Handbueb  der  Aritbmetik,  Geometrie,  Stereometrie, 
Trig^oDometrie  uud  deren  praktische  Anwendung  für  Forstmänner, 
Militairs,  Beamte,  Geometer  und  Alle,  welcbe  sieb  in  dieser  Wis- 
senschaft selbst  unterrichten  woBey.  2.  Abtb.:  Geometrie,  Trigo- 
nometrie uod  Polygonometrie.  gr.  8.  nebst  S  litb.  Tafeln  in  |  Fo- 
lio, 1  Tafel  in  4.  nod  I  Karte  in  Folio/ .  Kemptep.  1841.  2  tbir. 
12  ggr.  •  '    .   » • 

Bordes,  L. ,  Le^ons  de  matb^matiques.    2de.  idit.    Part.  1.  2. 
Avec  8  plancbes.    Paris.  1843.    8  fr. 
I 

Francoenr,  Corso  completo  di  matematicbe  pure.  2  Toni.  Con 
10  TaF.    Neapel.    1841.    21  L.  25  r. 


Arithmetik. 


Fiebag,  denLOPstratiye  Recboenkonat  Okr  die  «nteien  Gjanaatiii« 
Klassen,  für  Seminari*»  und  ftiöbere  Börgerscliulen.  2te  TermefafU 
und  verbesserte  Auflage.    Breslau.    1843    8.    -)•  ibir. 

Bernhardt,  J.  B.,  Lebrer  in  Fieischwangen,  yerf^hrwi,  «lle  Ver^ 
bältnissrecbnnngen  durch  Vernunftschlüsse  aoschaulicb  und  zugleicb 
bequem.,  leicht  und  scbiieU  ^ufzutöaen.  Eine  Zugabe  znr  gewöhn- 
lieben Scblussform  und  zunächst  ein  methodischer  Leitfaden  für  ^€ 
Hand  des  Lehrers.     Ulm.     1843.    gr.  8.    8  ggr. 

Fnscb,  Friedr..  Lebrer  in  Basel,  Aufgaben  zum  Zifferrecbnen, 
f&r  schweizerische  ElemeutarscbnleD.  Nach  einem  stufenmässigen, 
▼om  Leicbtern  zum  Schwerem  fortschreitendem  Gange  und  mit  be- 
sonderer Berücksicbtigunpf  der  schweizerischen  Miinzen  und  der 
neueren  Maasse  und  Gewichte..  2,  ilhUii:  ^as  Reobaen  mit  Sorten, 
Brüche,  Drei^atzrechnuDg,  Zinsr^cbnung  und  Gesellschaftsrecbnung. 
Basel.    1842.    8.     Geb.  11  ggr. 

Derselbe:  Scbliisfeel  sur  eratta  A^b^llnng,  der  Au%«ben  sum 
Zifferrecbneo*    Kbend.    8.    Geb.  4  ggt. 

■ '        '    . 

Loehinann,  Fr.,  neue  arithmetische  Uebungsbeispiele  furDeutacb- 
lands  Gymnasien  und  BUrgerscbulen,  sowie  rar  Berg-,  Porst-,  Mi- 
litair-  nnd  andere  Institute  bearbeitet.  Istes  Heft;  die  4  Recb- 
Dungsarten  mit  ganzen  gleicb  nnd  ungleicb  benannten  Zablen.  2te 
vermehrte  Aufl.    Leipzig.    1843.    8.    9  ggr. 
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Derselbe.  Stes  ITeft:  die  4  RechDUOgsarten  gleich  nod  uogleidi 
beoaEDter  Zahlen  mit  gemeiikeD  Brüchen.  Ste  Termehrte  Auflage. 
Eheod.  1843.    8.    $  ggr. 

Anweisung  zum  Gebrauche  des  englischen  Rechen« 
Schiebers  (Sliding  ruie- Regle  k  caicul),  eines  Instru- 
ments, mittelst  dessen  man  den  grössten  Tbeil  der  im 
technischen  Leben  vorkommenden  Rechnungen  sehr 
schnell  und  sicher  vollführen  kann;  zunächst  für  Ma- 
sehinenbauer,  Ingenieure,  Arehitecten,  Zimpiermeister, 
Steinbuuer,  Fabrikanten  und  jeden  im  technischen  Be* 
triebe  Beschäftigten,  wie  nicht  minder  für  Astronomen/ 
Physiker»  Optiker,  zur  grossen  Erleichterung  und  Si- 
cherstellunff  ihrer  Reohnungen.<  Von  Dr.  L.  C*  Schills 
V.  Strassnicki,  ö.  o.  Prof.  der  Mathem.  am  k.  k.  poljtech* 
nischen  Institute  zu  Wien.    Wien.  1843.   8.     1  Thlr.  12  ggr. 

,8o  wie  das  hier  bescMebene  Instrument  selbst  ist  auch  die 
vorliegende  Schrift  wegen  der  grossen  Sorgfalt  und  Gründlichkeit, 
mit  welcher  dieselbe  im  Allgemeinen  verfasst  ist,  und  den  vielen 
zur  Brläuteirttng  heigehrachtem  Beispielen ,  die  nicht  der  geringsten 
Undeutlichkeit  Raum  lassen,  hauptsächlich  Lehrern  an  hdhern  Bür- 
gerschulen, Realschulen  und  Gewerbeschulen  in  jeder  Beziehung 
sehr  znr  Beaehtnng  z«  empfishlea»  und  der  Herr  Verf.  hat  sich  durcn 
deren  Ausarbeitung  sowohl  um  diese  Schulen,  als  auch  um  die  anf 
dem  Titel  gpuannten  Personen  gewiss  ein  sehr  dankbar  anzuerken- 
nendes Verdienst  erworben.  Durch  die  Rohrmann'sche  Bnchhand- 
Inn^  zu  Wien  kAnn  der  von  Lenoir  Jn*  Parts  ans  Buzbanm  Ver- 
fertigte, an  Genauigkeit  keinem  englischen  Instrumente  nachstehende 
Sliding  ruIe  um  den  sehr  geringen  Preis  von  2  fl.  30  kr.  Comr.- 
Münze  =  3  fl.  Reicbswährung  von  ganz  Deutschland  bezogen  wer- 
de^. In  den  bekanntlich  oogemein  reichen  Sammlungen  des  k.  k« 
polytechnischen  Instituts  zu  Wien  befinden  sich  eilf  Sliding  ruie'a 
T#it  vertchiedener.  Einrichtung,  die  auf*  S.  184—198  der  vorliegen- 
den Schrift,  der  am  Ende  anch  noch  Tabellen  der  Divisoren  für  die 
vorzüglichsten  Maasse  und  Gerichte  beigegeben  siod|  sämmtlick 
beschrieben  werden. 

Sassmlon^  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben 
aus  der  gewöhnlichen  Rechenkunst,  Mathematik  andPhy* 
sik  von  Dr.  J.  Götz,  Prof.  de&  Mathematik  (am  Gymna- 
sium zu  Dessau).    Berlin.    1843.    8. 

Drei  Theile  sind  erschienen.  Erster  Tbeil.  Sammlung  von 
Aufgaben  aus  der  gewöhnlichen  Rechenkunst.  8  ggr.  -^  Zweiter 
Tbeil.  Siammluog  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben  aus  der 
Arithmetik,  Algebra  und  allgemeinen  Grössenlehre.  10  ggr.  — 
Dritter  Theil.  Sammlunj^^  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Au^abeo 
aus  der  ebenen  Geometrie,  analytischen  und  .ebenen  Trigonometrie, 
ebenen  Polygon ometrie,  SfereoAietrie,  rohärischen  Trigonometrie  nnd 
sphärischen  Polygonometrie.  1  Thlr.  6  ggr.  —  Die  jedem  Kapitel 
vorausgeschickten  Fragen  und  lüe  in  das  System  gehörenden  Sittse 
hätten  nach  nnserer  Deberzeugung  weggelassen  werden  soUen. 

Reber»  Tabellen  über  Längen*,  Flächen-  und  Körpermaasse, 
aber  den  inneren  nnd  gMgbana:  Weitli  der  Müazen,  über  VerglaFi» 
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^ban^f  verscbiedener  Handelsgewiclite,  Ellen »,^  Getreide-  ond  Ge- 
tränkemaasse  aller  Länder,  dann  ilber  das  «pesifiacbe  Gewicht  nnd 
die  Verhältnisszablei)  bei  Flüssigkeiten,  Metall,  Mineralien,  Qolzu.s.w. 
nach  bayerseben»  Kubikscbub  und  Gewicbt  berecbnet.  Mit  1  li- 
tbogr.  Tafel  in  kl.  Fol.     Kempten.    1843.    gr.  8.     12  ggr. 

Derbois:  cabier  oa  progi'aninie  d^taill^  d'afitbm^ique  th^oriqne 
et  pratique.    8.     8r.  Ld.     1943. 

Knapp,  PI.,  Tb^orie  des  pfoportinns  eom^os^es  et  ses  applicii- 
tions,  8  rusage  des  maisons  d*^ducation.     18nio.-    Brazelles.  1443. 

Bergery ,  C.  L. ,  Complemens  '  de  calcul  des  ^colea  prinaires. 
Seeonde  Edition.     Paris.     1&43.     18  ggr. 

Aritbmetic ,  designed  for  tbe  Cse  of  Schools.  By  tbe  Rev. 
J.  W.  Colenso,  M.  A.  Fellow  of  8t.  Jofm's  College.  Cambridge. 
1843.     12mo.    4  sb.  6  d. 

Prancois,  Gius.,  Trattato  teorieo  -  pratieo  d^antnatiea.  Florenz. 
1843.    5  L  88  <!. 

Fiebag,  die  allgemeine  Grflaseiilebre  und  nieder«'  Algebra  für 
die  oberen  Gymnasial  blassen  und  fttulselralen.  gr.  8.  Breslaa. 
1843.    8  ggr. 

Sans,  BDcbstabcD-Recbnung  und  Algebra.  Mit  I  Lagaritbmeii- 
Tafel.  II.  Abtb.  der  Fortaetzung  des  „Recbenbueiies  fiir  Volksacbn- 
loa",    gr.  8.    Altona.     1843.     1  Tbir. 

Derselbe:  Resultate  dazo.     gr.  S.    6  ggr. 

Fiedler^  T>r.  J„  Lebrbucb  der  allgemeiiien  Arithmetik  zum  Ge* 
brauch  für  Gymaaaien  und  liöbere  Büi^emcbulen.  gr.  8.  Breslau. 
1843,    1  TMr\ 

Gräfe,  Dr.  H.,  Sammlung  Ton  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der 
BoebstnbenrechttUDg  und  Algebra  zum  Gob^aueb  in  R^l*  tfud  Bür- 
genscbulen.    1.  Hett.    8.    Jena.     1843.    9  g{]fr. 

Derselbe:    Resultate    zu   vorstehender  »^mmlung^.     8.     Eheiid. 

Blaser,  C,  Allgemeine  Behandlung  der  Reihenum- 
kebrnng  nebst  Anwendung  derseib.en  zur  Oai-atetluog^ 
4ar  Wurzeln  algebraischer  Gleiebovgeu  in  unendltcfaeti 
Reiben.    4.     Bern.     1842;     10  ggr. 

.  Wenn  der  Verf.  dieser  Schritt  klagt,  dass  die  Reibenumkeh«» 
ruog,  die  bekanntlich  längere  2eit  einen  Haupfgegenstand  der  Ud« 
teranebungen  der  Bearbeiter  der  camblnatorischea  Analysis,  nament« 
lieb  BtodeDbnrg's,  Rotbe's,  Eschenhach^s,  PlafiF's  auamacbte,  gegen- 
wärtig von  den  Mathematikern  vernachlässigt  und  eher  umgangen 
als  angewandt  werde,  so  hätte  er  bedenken  sollen,  dass  oi«  ge- 
genwärtige Theorie  dieser  anmiytiaohen  Operation   in  so  fem  wAb 
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eine  im  lUklfsten  Gfrade  üiivotikfliiiiiieiie  beseieliiiel:  tr^rifii  j^ubs, 
weil  sie  uds  rn  völliger  Uogevisslieit  ober  die  Gonvergenz  (Hier 
DiyergeDz  der  betreffeadeo  Reiben  lässt,  und  dass  daber  d  i  e  Jttdtbe* 
matiker,  welcbe  statt  der  ReiheDumkebruDg  zu  andero  Metbodea 
ibre  ZaBiiebt  uebme«)  JedenMU  viel  eber  zu  hiben  ak  zu  tadeln 
sind»  Hätte  el*  seine  Ünteräucbungea  aof  den  vorher  in  Anregung^ 
gebrachten  Punkt  gerieb tid:,  so  wfirde  er  der  Wisüenscbaft  einen 
wesentlichen  Dienst  zu  leisten  im  Stande  gewesen  sein;  er  bat  die- 
mtm  .Hanfltpuiikt  ia  dw  Tbeori«  der  ümkebrung  der  Reibea>iiber 
gBOz.  unbeachtet  gelaaseta. 

Elementar   Afbandling   om    Seriers    Couvergens.      Praes.   Carl' 
Joban    llill,.Matbeia.  'Ptof.;   Res».  : Theodor  Ibrmann.     J.     liuud. 
1848,    8.    .        , 

Mondt^  C.  A.H  de  acciiratloa«,  qua  possit  quuatita;»  per  tabulasf 
determtnari.  et  ^|uidem  cum  per  tahulas  in  Universum^  tum.  siogula«. 
trm  per  tabutiis  logaritbmicas  et  triganometriciis,  4.  Hauniae.  1842 
2Tblr. 


Geometrie. 


Bolzano,  Dr.  Bern.  Versuch  einer  objectiven  Begrüedung  der 
I^ebre  von  den  drei  Dinensionen  des  Raumes  (aus  den  Abbandlun- 

g>eii  der  künigl.  böbm.  Gesellschaft  der  Wiss.,  V.  Folge*    3.  Band,- 
esouders  abgedraekt).    gr.  4.    Prag.    1843.    4  ggr. 

Türk,  Wilb.  v.«  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Formen« 
und  Graesenlebre.  5.  Aufl.  mit  120  Kuitfertafeln.  gr.  ß.  Potsdam. 
1843.    1  Tblr.  18  ggr. 

Raumlehre  oder  Geometrie,  nach  den  jetzigen  Anff>rdeniDgea 
der  Didaktik  für  Lehrende  utid  Lernende  bearbeitet  von  Dr.  F.  A. 
Wi  Diesterweg,  Director  des  Seminars  für  Stadtschulen  in  Berlin. 
Zweite  vermehrte  4ind  verbesserte  Auflage.  Mit  9  Steintafeln,  gr.  8. 
Bonn.    1843.    1  Tblr. 

Grnber,  Dr.,  die  Formen*  und  Raumgrösseelebre  in  der  Volks- 
und Fartbiiduagasdiule,  für  l^ehrer  bearbeitet,  gr.  8.  Karlsruhe. 
184?.    12  ggr. 

Habliitzel,  J.  G.,  Lehrer  und  Geometer,  die  Kiemente  der  Geo- 
melrie^  nebst  einem, g^rdneten  StuiFengimge  von  80  Aufgaben  aus 
der  Constroctions-,  Verwandluags*  und  Tbeilungslebre.  Für  Schu- 
len und  zum  Privatunterricht.  Nach  einem  neuen  und  erleichtern- 
den Svsteme  bearbeitet,  gr.  12.  mit  33  lith.  Tafeln.  Schaffbausen. 
1843.    16  ggr. 
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Leitfadea  bei  dem  CDterrichte  in  der  LäDreii-,  Plftehea-  nod 
iCörperlelire,  fiir  Volksscbolen  bearbeitet  von  F.  L.  Scböne.  Leip- 
zig.   1848.    8  ggf.     -^ 

Wiegand,  Aug.,  Zweiter  Carsos  der  Planimetrie  für  Gymnasieo 
und  Realschulen.  Mit  2  Kupferfateln.  8.  Halle.  1843.  8  ggf.' 
(M.  vergl.  Liter.  Beridit^b.  XIV.  S.  210.) 

Dr.  Georg  Recht,  I^hrer  der  Mathematik  und  Privatdoeeut  mi 
der  Universität  MÜDchen.  Die  Elemente  der  Geometrie,  gr.  8.  mit 
7  Steintafeln  in  qu.  ^Fol.    München.     1844.     1|  Thlr. 

Sammlung  von  120  Aufgaben  aus  dem  Gebiete  der  Blementar« 
geometrie  mit  ihren  Auflösungen  und  Beweisen  ohne  Anwendung 
der  Proportionen,  nelist  einem  Anhange  von  Formeln  cur  Berech- 
nung der  Flftefaen  und  Körper,  für  Elementarb lassen  der  Geome* 
trie,  sowie  zum  Selbstunterricht  und  ztir  Vorbereitung  auf  Prüfun- 
ffen,  herausgegeben  von  K.  Schulz,  Conrector  au  Fürstenwalde. 
Mit  5  Knpfertateln.    8.    Leipzig.   ^1844.    8  ggr. 

Die  Aufgabensammlung  von  Götz  s.  unter  Arithmetik. 

Th^r^mes  et  problemes  de  g^oihetrie  ^l^mentaire,  par  H.  Ch. 
de  la  Fremoire.    In- 8.    Paris.    1843.    6  fr. 

Die  Lehre  von  den  Transversalen  in  ihrer  Anwen^. 
düng  auf  die  Planimetrie.  Bine  Erweiterung  der  Eukli- 
dischen Geometrie  von  C.  Adams,  Lehrer  der  Mathema* 
tik  an  der  Gewerbschule  in  Winterthur.  Winterthur.  1843. 
8.    1  Thlr.  12  ggr. 

Lehrer  finden  in  dieser  Schrift  eine  sehr  deutliche  und  -uiemlleb 
voUständige  Znsammenstellung  der  Elementarsiitze  der  Lebre  vott 
den  Transversalen,  deren  Anfaahme  in  den  geometrischen  Kiemen* 
tafunterricht  jedenfalhs  sehr  zu  wünschen  ist,  worin  wir  dem  Verf. 
völlig  beistimmen.  Dass  die  wichtigsten  Anwendungen  der  Lebre 
W9n  den  Transversalen,  insbesondere  auf  die  Lehre  vom  Kreise,  die 
im  vierten  Abschnitte  in  ziemlicher  Vollständigkeit  behandelt  ist« 
nicht  fehlen,  braucht  wohl  nicht  erst  besonders  bemerkt  zu  werden. 
Auf  die  Kegelschnitte  bat  der  Verf.  seine  Untersuchungen  nicht  aus- 
gedehnt, was  aber  wohl  auch  nicht  in  seinem  Plane  liegen  konnte, 
da  sein  nächster  Zweck  die  Abfassung  eines  Elemeatarlehrbu- 
ches  war.  Dagegen  sind  im  fünften  Abschnitte  mehrere  Anwen- 
dungen der  Lehre  von  den  Transversalen  auf  die  Auflösnng  ver« 
schiedener  zweckmässig  gewählter  Aufgaben  der  praktischen  Geo- 
metrie zusammengestellt.  Scbttlem,  welche  einen  Cursus^der  ebenen 
Geometrie  durchgemacht  bähen,  wird  diese  Schrift  wegen  ihrer 
Deutlichkeit  und  Klarheit  mit  Nutzen  für  ihre  weitere  Ausbildung 
zum  eignen  Studium  in  die  Hände  gegeben  werden  können. 

Zwahr,  J.  G.,  die  Quadratur  des  Zirkels  auf  ihre  einfachen 
Grundregeln  zuriickgefÖh rt.  1  Tabelle  und  1  Holzschnitt.  Sprem- 
berg.     1843.    8.     10  ggr. 

Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  descriptiven  Geome« 
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tri«  TOB  Dr.  Betvikard  Gag;ler  (aus  dem  ^Mern  ,,Lebrb«eli'*  et«; 
de«  Verlmer»-  ansgehobeo,  v^rKUgeweite  fir  den  Gebrauch  dcfr  Öe«^ 
weHieeebvlee).    Mk  %  Kupferrafeln.  Nöroberg.  1844.  21  ggr. 

Die  Kegt^lsebiiiitie  für  den*  Oebraucb  ie  GynitteflieB  und  ^Reitl-: 
sebalen,  bearbeitet  toii'K.  H.  ^hellbach,  Pro^s.  der  MaCbenatilB 
und  Pbjiiik  a«i  «"riedrioh  Wilhelme -GymDaeiontv'tterltn-  8.  mit 
7  FigdreDtafeln.    Berlin.     1848.     1  Thir.  8  ggf. 


Praktische  Geometrie. 


Die  Geometrie  in  ihrer  Auwendueg  uuf  das  Gewe|:be  <|er  BiiUr 
handwerker  für  Bau -Gewerbe-  und  Sonntagsscbulen  u.  «•  w.^  von, 
Dr.  Burgheim,    Miodea  und  Leifizig.     1843.    8.     1  Thlr. 

Jahn,  Dr.  G.  A.,  Berechnungstafeln  für.  den  Inhalt  vierkantiger, 
wallen-  und  kegelförmiger  Hölzer  und  für  die  Kosienpreise  der- 
selben,   kl.  4.    Leipzig.    1843.     1  Thlr. 

Bergery,  C.  L.>  G^omdtrte  des  eoürbes  appliqu^es  aux  arts. 
2  ^dit.    In -8.    Paris.    1843.    6  fr. 


»n,  Fr.  T.,  Vorlagen  zur  praktisch -mathematischen  ZSeich- 
re.  Gründliche  Anweisung  zur  8elbsterlernung  und  Cebung 
etrischen  Zeichnen,  als  Vorbereitung  zur  topographischen, 
B-,  Fortifikations-,  taktischen,  Artillerie-  und  Maschinen-    , 


^yrnon,  Fr.  T.,  Vorlagen  zur  praktisch -mathematischen  ZSeich- 
niingslehre.  '"-•■"'••■-'"-  ^^^^:. ^  —  kj-iu«*-.-!^ ..~j  tt^-u.,..-- 

im  geometri 

8ituations-, ,  ,  >...«     .. — 

Zeichnung  für  Geometer,  Forstmänner,  Regiments-,  Gewerksschu« 
len  und  andere  Erziehungs  •  Institute.  2  Hefte.  München.  1843. 
1  Thlr.  4  ggr. 

Fuchs,  Dr.,  üeber  den  Binfluss  der  Gestalt  des  Terrains  auf  die 
Resultate  barometrischer  und  trigonometrischer  ilöbenmessung,  so 
urie  auf  die  Bestimmung  der  geographischen  Lage  eines  Punktes 
auf  der  Oberfläche  der  lilrde.    8.    Wien.    1843.     12  ggr. 

Versuch  einer  iieuea  Methode  zur  Bestimmung  der 
Polböbe  bei  geodätiscben  Messungen.  Von  Job.  August 
Grün  er  f.    Leipzig.    1844.    8.    9  ^gr. 

leb  beabsichtige  mit  dieser  kleinen  Schrift  dem  Geodäten  eine 
Methode  zur  Bestimmung  der  Polböbe  oder  geographischen  Breite 
an  die  Hand  au  geben,  mittelst  -welcher  er  dieses  wicbtige  £lement 
blois  mit  Hilfe  des  iostnimente,  mit  iivelebem  er  iiberboopt  alle 
aeiiie  Messungen  ausfdbrt,  nämlicb  des  Azimutbaitheodoliten,  also 
namenlliob  gas«  ohne  Ubr,  und  zugleich  ohne  Voranssetznng 
vieler  astronomiseheu .Kenntnisse  und  Fertigkeiten,  zo  bestimmen 
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im  Stand«  ist.  Die  Fehler  dieger  Methode  fbd  i«  der  Sehrift  eiaer 
•orfffaUigen  aDalytisehen .  UntersuchuDr  uoterworfea  worden.  Vor* 
züfflich  wünsche  ich,  dass  diese.  Methode  Twlleicht  VeranUssang^ 
geben  möge,  dass  künftig  öfter  als  bisher  auch  mit  kleinem  prak- 
tuchen  Messungen  Polhönenbestimmangen  verbunden  werden,  wo- 
durch, wie  es  mir  scheint,  der  .Geographie  mancher  dankenswerthe, 
wenn  auch  allerdings  hin  und  wieder  noch  spätere  Berichtigungem 
bediirfende  Beitrag  geliefert  werden  kann.  6. 


Trigonometrie. 


Maznre  &  Bellinanit',  Tables  trigonom6tri(|U^s ,  dounant  pour 
tovs  les  angles  du  qoart  de  cercle  calcul^de  cinq  minutes  cent^i- 
males  et  appliqu^  a  tontes  les  bjpot^nnses  possibles,  les  sinns, 
Cosinus  on  segmens  des  bnses  arec  des  ddcimales  etc.  In  »8.  Mont- 
mirail.    1843.    6  fr. 


Mecfaaiiil£. 


Treatise  on  Mechanics^  by  S.  D.  Poissoa.  Translated  from  tbe 
Frencb,  and  elucidated  witb  Explanatory  Notes  bj  tbe  Rev.  H.  U. 
Barte.    2  \ol8.    8.  with  8  Plates.  clotb.    London.    1843.    28  s. 


Praktiscke  Meclianik. 


Bresson,  Carl,  Lehrbuch  der  Mechanik  in  ihrer  Ad  Wendung  auf 
die  physischen  Wissenschaften,  die  Künste  und  Gewerbe.  Aus  dem 
Frans.  3.-5.  Lief.  gr.  4.  Nebst  lith.  Tafeln  in  ^Fol.  Leipzig. 
1843.    h  Lief.    12  ggr.    M.  vergl.  Literar.  Ber.    No.  X.    S.  159. 

Poppe,  Dr.  Job.  Heior.  Mor.  v.,  Hofrath  und  Prof.  zu  Tübingen» 
die  praktische  Mechanik  und  Maschinenlehre  unserer  Zeit;  ein  faas- 
lich  dargestelltes  Lehr«,  Lese-  und  Hülfsbuch  xum  Nutsen  und  Ver» 
gnngen  für  alle  Sande.  Mit  190  Abbildungen  auf  24  Taf.  2.-*4. 
Lie^  gr.  8.  Zürich.  1843.  1  Thlr.  18  ggr.  (U.  vergl.  Literar. 
Bericht  No.  XIV.  S.  215.) 
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HftHidT,  Sm  d{tMMelimeBkiiad«nidHafl«Uii6BseidiiiaDff.  4LiQ£. 
(Sdilmui).  Text  gr.  4.  »H  T«f«]n  in  R«l.  MttnchcD.  1843.  5  Thlr. 
S  ggr.    (M.  vergi.  Liter.  Ilericht.    No.  IIL    &  ».) 

DeiMDe,  A.  ¥.,  der  pri|ktiBche  MaschiaeDbaiier.'  14.  u.  15.  Lie< 
fomvg.  8.  Mit  $0  Taleki  Abhilümigen  io  4^  Polio,  ^nedlioburff. 
1843.    4Tlilr.  Wggf.    (M.  vergl.  Liter,  ßer.    No.  XIV.    S.  215.) 

Taffe,  A.,  Applieatioii  de  f a  ndeaoique  «ax  macbioes  le  ptea  en 
naage,  mues  fwr  Heao,  la  vapeur,  le  veut  et  loa  animaaz»  et  a  di^ 
▼erses  eonstrnctieaa.    3  ^dit.    8.    Baria.    1843.     10  fr. 

HoffnaDD,  Ludw ,  Baameiiter  io  Beriia»  die  Sägenible  nit  de« 
neaeitea  ponatroolioiMm ,  in  den  HaoptaBaicbteo  y  Profilen,  «ad  'eia-^ 
seinen  Tbeileo  nbeh  dem  Maaistabe  geaeicbset  nnd  beaebriebao« 
Polio.    Leipzig.     1843.    H  Tblr. 

Daa  Kiseobabnweaea ,  oder  Abbilduagen.  Und  Beeekreibunpff^ 
▼an  den  YorsögUebsten  Dampf- ,  MaoitioDa-,  Traniporl-  und  Pei^ 
aonenwagenv  too  Schienen,  8tübleD,  Drehscbeibeo,  Auaweieb«  oder 
Radlenkaebieneli  und  aongtigen  Vorricblongen  und  MascbiaeD',  dio 
auf  den  Eiaenbabnen  Englands,  Deatacb^ands,  Frankreicbt,  Beigiena 
in  Anwendttog  ateben.  Auf  Veranlasfong  des  königl.  fram.  Ütiai-^ 
aterinm«  dea  Handela  und  der  dflPentlicbeii  Arbeiten  berausgegabea 
von  Armeogaud  d.  A.,  lageniear  und  Frofeasor  am  Conservatarium 
der  Riiaate  aad  Gewerbe,  und  voa  €.  Armeogaud ,  Zeichner  ao() 
Prof.  des  MnaebinenweBens.  6te  Lieferung  oder  Is  Supplemenibeft. 
In  Folio.    Weimar.    1843.    2  Thlr. 

Stabe] :  Die  rollende  Kugel.  Ein  Bewegungssystem  als  Versocfi 
zu  einer  theilweiaen  Ersparung  der  Damprkratt.  Deutsch  u.  fran- 
zösisch.   Mit  1  litik4)gr.  Tafel.    Bruno.    1843.    11  ggr. 


Optik. 


Geschichte  der  Optik,  vom  Ursprünge  dieser  Wis- 
senschaft bis  auf  die  gegenwärtige  Zeit,  von  Dr.  Emil 
Wilde,  Prof.  der  Mathem.  und  Physik  am  Berlinischen 
Gymnusium  zum  grauen  Kloster.  Zweiter  Theil.  Von 
Newton  bis  Eule r.     Berlin.     1843.    8.    2  Thlr.    8  ggr. 

Der  vorliegende  zweite  Theil  dieses  Werks,  welches  wir  gleich 
hei  dem  Erscheinen  des  ersten  Theils  als  ein  sehr  verdienstliches 
unternehmen  hegrüsst  haben,  umfasst,  wie  auch  der  Titel  angieht, 
deo  Zeitraum  von  Newton  bis  Euler,  unü  schildert  insbesondere  auf 
eine'eabr  aoapreeheade  Weise  die  Verdteaate,  welche  sich  Newton, 
Uuygena^  Mariotte,  Bouguer  und  {.«ambert  —  die  letzterea  beiden 
varsüglich  io  Bezug  auf  Photometrie  *^  um  die  optischen  Witsenachaf« 
ten  erworben  babea»  wobei  überall  von  dem  Verfaaaer  .selbatatäpdig 
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bearbeitete  Atttsiige  a«e  diMi' Werken  4ieeer  bflriijklliten  Mäeeer  mit- 
getbeiit  werden,  welchee  beeendera  sebf  Tetdiemtlkb  ist,  weil  meo 
auf  diese  Weise. eine  sebf  deetlicbe  Aniicbfiaaeg  foq  deren  wieh« 
tij^stea  Entdeckungen  gewinnt,  und  de«  yorliegende  Werk  in  ge- 
wisser Rücksicht  segleiek  den  Cberekter  eines  ziemlich  follsandi- 
gen  I^hrbachs  der  Optik  ^noinnt  €e|rea  Gdthe  hat  der  Verfeeeer, 
wie  es  Kecbt  war,  Newton  kräftig  in  Scbntz  i^eaomniea.    Bei  Hnj- 

Jens  unterwirft  der  Verfasser  iu  diesem  Theile  bloss  dessen  Ver- 
reaite  um  die  doppelte  Breebiin^,  ;die  Ua4iiLaiionitheOrie  und  die 
meteorologische  Optik  einer  ausfiibriiohem  Betraclitiiag»  ohne  der 
,,Dioptrica^\  we!c|to  nack  unserer  Uebeneogaag  auch  in  goo* 
metripcker  Rücksicht  jetzt  immer  noch  sorgfältig  studirt  zu  werden 
terdiettt  und  der  »^Commentarii  de  fArmasulis  poliendieque 
Titris  ad  telescopia'^  irgendwo  £rwähiuing'  aa  tbna,  anob  oicbt 
unter  dea  biograplnaehen  Notizen.  Leider  ist  uns  der  etate  Tbeil 
des  vorliegenden  Werks  in  diesem  Augenblicke  nicht  aar  Uaai^  aa 
dass  wir  nicht  nachsehen  können,  was  der  Verfssser  etwa  dort  über 
die  genanatea  Werke  des  beriibmten  holläadisehen  Geometera  ge* 
sagt  bat.  Der  Schluss  dieses,  aweiten  Tkeits  bandelt  roa  den  phoa« 
pborescireaden  Körpern.  Wir  empfehlen  diese  Gescbiebte  der  Oatik 
wiederbolt  iasbesoadere  allen  denen,  welche  den  Gebrauch  einer 
•  grossem  Bibliothek'  entbehren  aiüaseu,  und  sich,  ohne  auf  die  Quel- 
len selbst  zurückzngeben,  eine  binreiobbnde  ILenatniss  van  der  Aua- 
bildaag,  welche  dieser  wichtige  and  so  höcbat  iuliSreasante  Theii  der 
Mathematik  und  Phjaik  nadinnd  nach  erhallen  hat,  versebaffeo 
walten ,  und  sehen  deren  weiteren  Fartsetaliag'  mit  Verlangen  ent- 
gegen. 

Die  Gesetze  der  Doppelbrechnag  des  Lichts  in  com- 
primirten  oder  ungleichförmig  erwärmten  unkrystalli-. 
nlscheü  Körpern.  Eine  am  8.  November  1841  in  der  kö- 
niglichen Akademie  der  Wissenschaften  zuÄerlin  ge- 
lesene Abhandlung  von  P.  E.  Neumann,  Prof.  der  Physik 
zu  Königsberg.    Berlin.     1843.    4.    2  Thir.  8  g^r. 

Der  wesentliche  Inhalt  dieser  wtchtigen  Schrift  lässt  sich  hier 
nur  ganz  in  der  Kürze  angeben.  Dieselbe  zerfällt  in  drei  Abschnitte. 
In  dem  ersten  Abichqitte  beschäftigt  sich  der  Verf.  mit  dem  Gesetze 
der  Doppelbrechung  des  Lichts  iu  gleichförmig  dilatirten  oder 
comprimirten  uiikrjstalliniscben  IMrpern,  wobei  er  die  Dilation 
(oder  Conlraklion)  eines  Körpers  dann  gleichförmig  nennt,  wenn 
dieselbe  an  jeder  Stelle  desselben  sowohl  in  Beziehung  auf  Rich- 
tung .als  Grösse  gleich  ist,  wiewohl  sie  in  den  verschiedenen  Rieb- 
tungen  verschieden  ist.  Im  zweiten  Abschnitte  werden  die  allge- 
meinen Formeln  für  die  Farben -Erscheinungen  entwickelt,  welche 
ein  ungleichförmig  dilatlrter  Körper  unter  den  bekannten  Be- 
dingungen im  polarisirten  Liebte  zeigt.  Diese  beiden  Abschnitte 
bilden  die  Grundlage  des  dritten  Abschnitts,  in  welchem  der  Verf. 
die  Theorie  der  Farben  entwickelt,  welche  in  durchsichtigen  un- 
krjstallinischen  Körpern  im  polarisirten  Lichte  aus  der  ungleichen 
Temperatur- VertheiluDg  entstehen. 

Lecturea  ob  Polariseil  Light,  delivered  befora  tba  PbaraMieea« 
tical  Society  ef  Great  Britein,  and  ia  the  Medical  Scbool  af  tha 
Londott  Hospital.  By  Jaaatban  Pereira«  8.,  ilinstiatad  by  abaee 
W  woodeuts.    clotb.  -  Londott«    184^  .  9^  ab.  6  d. 
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'  A  Maninil  «f  F^pecHye;  Mng  a  Kf  miliar  ISxpImiaCiMi  of  tkm 
9cvipet,  ttfdudtng  fhto  Rale«  aecesaary  (ar  tbe  comtct  {lepmeata- 
ti«a  of  ObjtK^ts;  tbe  Principles  at  Skadawi,  RefleefwMif  in  Water  etc. 
B.  J.  Wood.  Jna.  2  adit.  with  aiMitiaaB,  royal  8.  7  plates.  *eL 
LoodoD.    1843.    4  8b.  6  d. 


Astronomie. 


Himaiel  imd  Erde,  baaehriabaa  und  m  Modell  darfraa(«IU  raa 
F.  G.  L.  CSirdsaler.     Vieita  AuB.    Laaganaalaa.    IM^    8.    8  ggf. 

•  Dea  Haraosaebara  Scbrift  aber  eiaa  neue  Matbade  aar  Ba3liai- 
MiHi|^  'dar  FaUiötia  oder  geaffrapbtaebea  Braitto  bei  pvaktiacbcn  Maa« 
auofen  b.  ai.  'Bater  frakdache  Gacraiatrie.  * 

Die  düeraotia  meridiaaoraai  ex  obscrvati«  foaraar  occolta-» 
ttaDibaadatarviaanda  diaaertatio.  P.  P.  Chrialiaaaa  Fiw  Undaiaa, 
Pbil.  Mag-«;  Reap.-Andreaa  Wiemer.    Üpaaliae.    4.     1  TnM. 

Ad  Theoriam  Cometaruai  Additamenta.  P.  P.  Aadr.  Jon.  Aag* 
atrdtfi^  Phya.  Kxpeh  Dao.,  ad  Oba.  Aatron.  fJakn.  Adj.;  Reapp.  Daniel 
Haquiaiia  Forsaberg»,  Andreaa  Nardanstam  et  Abrabaaius  P^eiuKta; 
UpaaHae.    4.    1848. 

«       .  .         »    »■  '  ' 

Die  Elemente  der  Mechanik  des  Himmelai  auf  neuafa 
Waga  obaa  Hälfe  bökarer  Recbnuagaarten  dargeatelit 
vaa  Anguat  Ferdinand  Möbioa,  Prof.  der  Aatrdaomte  an 
Laipxig  u.  8.  w.    Leipxig.    1843.    8.    2  Thir. 

Uebär  diese  IKcbrift»  welche  wir  mit  besonderer  Freude  begrüsst 
^  habe»,  glauben  wir  den  Lesern  dea  Arebiva  am  besten  mit  den  fol* 
genden  eignen  Worten  des  Verfassers  einen  kürten  Beriebt  erstat« 
ten  an  können.  ,,Dte  yorliegende  Schrift  bat  die' fortschreitende 
Refweguag  dar  Uimmelskärper  und  die  Kräfte^  durch  welche  diese 
Bewegung  erzeugt  wird,  an  ihrem  Gegenstände »  und  behandelt 
aoroit  den  durch  Newton  begründeten  und  von  den  vorziiglichsteii 
Matbearatikefi»  and  Astronomen  der  spätem  Zeit  bis  in  dus.foinste 
Detail  aoagelildetea  Theil  der  NuturforacbuBg.  Gewisa  war  ea  jof 
derzeit  vielen  Freunden  der  Astronomie  und  der  Naturwiasenscbiaf- 
ten  w&flaeheoswertb,  nicht  bloss  die  hockst  iotereasHaten  Resultate 
dieser  Gatersncbnngen ,  sondern  auch  ihren  innern  Zusamaiieobang 
aad  ihre  fintwickelong  aus  den  ersten  Rrinciuien,  und  diese  Ent. 
wMcelaivg  aicht  bloss  durch  eine  nberaichtliche  Kriäateraog,  son- 
dern atretig  matbematiach  begründet,  kennen  au  lernen.  Allein  nur 
Wattigen  «nater  ihnen  war  ea  möglich,  dieaen  Wanaeh  zu  befriedi- 
gen»  well  daa  Studium  der  Werke,  in  denen,  die  gedachten  For* 
aebangen-  riiedergalegt  aind,  nicht  wenig  Zeit  und  beträchtliche 
Vorkenntniaae  aua  der  höheren  Analjaia  erfordert.    Ich  glaube  da- 
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her  vielen  eiDeo  ftngeneliaien  Dieosl  so  enveiMm,  wenii  idh  Hmeii 
io  dieser  Schrift  eioea  Weg  zeige  y  auf  welchem  sie ,  o|iee  emliMne 
Kenntnisse,  »Is  die,  welche  schon  auf  den  Scbulen  erleml:  werde*, 
zn  hesttz^n,  mit-  den  Gebeinoisseo  der  plaaetarischen  Bewegungen 
sich  in  Kurzem  vertraut  machen  können. 

Die  Schrift  zerfällt  in  vier  Abschnitte, 

Der  erste  enthält  die  zum  Verständnisse  des  folgenden  erfor- 
derlichen Lehren  der  Dynamik,  und  dürfte  sich  von  den  bisherigen 
Darstellungsweisen  dieser  Wissenschaft  besonders  dadurch  unter- 
scheiden, duss  ich  mehr  als  gewönlich  nach  Veranschanlichong  der 
BegriflPe  und  Sätze  mit  Hülfe  einfacher  geometrischer  Betrachtungen 
gestrebt  habe;  und  näclistdem  dadurcht  dass  ich  die  in  der  Dyna- 
mik unentbehrlichen  Elemente  der  Differentialrechnung  so  weit,  als 
es  für  den  nächsten  Zweck  nöthig  war,  aus  dem  Begriffe  der  Be- 
wegung selbst  erst  entwickelt  und  sie  demgemäss  als  eine  Rechnung 
«Bft  den  <3esehwindigkeiten  hingestellt  habe,  mjit  denen»  sich  Jron  der 
Zeit  abhängige  Grössen  ändern.  Bei  dieser  IJarstelfaing  der  Dyna- 
mik'spielt  liesonders  die  gleich  zu  Anfange  bebandelte  l<ehre  von 
der  Zusammensetzung  gerader  Linien  eine  wichtige  Aelk.  Weil 
Ge8ehwtndi|;keiten  nnd  Kräfte  ihrer  Richtung  und  Grösse  .nhch  nU 
gerade  Linien  sich  darstellen  lassen,  so  ist  mit  der  Zusammen- 
setzung gerader  Linien  zugleich  die  von  Geschwindigkeiten  und 
Kräften  erklärt;  auch  die-  Zusammennetzuiijg^  irgend  wnlnher  Bewe- 
gungen von  Punkten  wird  sehr  einfach  auf  die  von  geraden  Linien 
zurückgeführt;  späterhin  wird  auf  dieselbe  I^efare  die  Theorie  den 
Schwerpunktes  gegründet,  und  endlich  wird  eben  daraus  noch  die 
Zusammensetzung  ebener  Flächen  abgeleitet. 

Als  Vorbereitung  zu  d^r  i^ehre  von  der  Planetenhewegtfng  habe 
ich  am  Ende  des  ersten  Abschnittes  die  -^  obwohl  nur  dem  (^eine 
nach  —  in  der  Astronomie  veraltete  und  verachtete  Theorie  ^der 
Bpicyklen  wieder  ins  Leben  gerufen,  und,  wie  ich  ginube,   nicht  . 
ohne  guten  Brfolg. 

Im  zweiten  Abschnitte  werden  die  im  ersten  entwickelten  Grand» 
lehren  der  Dynamik  auf  den  nach  Kepler's  Gesetzen  geregelten 
Lauf  der  Planeten  um  die  Sonne  und  oer  Nebenplaneten  um  ihre 
Haupt iilaneten  angewendet  nnd  die  Kräfte  bestimmt,  durch  welche 
diese  Bewegungen  hervorgebracht  werden.  Das  Newton'sche  Ge- 
setz der  allgeneinen  Anzieliun||^  ist  das  endliche  ResMitat  dieser 
Untersuchung.    Den  Bescbluss  dieses  Abschnitts  bilden  die  drei  für 

{ides  System  sich  anziehender  oder  abstossender  Körper  geltenden 
rincipien  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts,  der  Flächen  und  der 
lebendigen  Kräfte. 

Die  noch  folgenden  zwei  Abschnitte  enthalten  den  interessan- 
testen Theil  der  physischen  Astronomie,  die  Theorie  der  Störungen 
oder  der  kleinen  von  den  Kepler^schen  Gesetzen  sich  zeigenden  und 
dadurch  erklärbaren  Abweichungen,  dasa  jeder  Planet  nicht  bloss 
von  der  Sonne  und  jeder  Trabant  nicbt  bloss  von  seinem  Haupt* 
planeteo,  sondern  zugleich  von  allen  übrigen  Körpern  des  Systesm 
angezogen  wird,  im  vierten  Abschoitte  werden  die  von  den  enstan 
Potenzen  der  störenden  Masse,  der  Eiccentricl täten  und  derNeigiing 
abhängigen  Störungen ,  welche  die  Planeten  auf  einander  imsüheo, 
gatiz  auf  dieselbe  Art,  wie  die  Stömngen  des  Mondes  durch  die 
Sonne,  entwickelt,  nur  dass  ich  hier  nicht  länger  Anitand  gennnt- 
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ifienr  bähe,  rbn  ii%t  Differential recliDnog  Sb  ihrer  gewöbaiieheo  Fom 
Gebrauch  sii  machen. 

•  In  einem  Anhanre  iM  zwei  Aofattize  über  4na  Theetem  La* 
srrnDff^'s  tan  4er  UnverftDderliehkeit  der  groesen  Axen  und  über 
iieBeredinnng  der  sogenannten  epezieHen'Stömngen  bitoviigefllgt 
wenden.*' 

Gewiss  wird  diese  in  vielen  Beaiebnngen  anageieiehnete  Sebrifit 
znr  weitem  Verbreitnag  der  Lebren  Uer  physischen  Asftrenomie  w^ 
«entlieb  beitrage«. 

L.  de  Gerin- Rote:  IMairael  dn  navigateur  anglais<<fran^8,  en 
5  putties.    Paris.    1843.    12' h. 


Physik. 


Fricfc,  Dr.  J.,  Prof.  der  Naturlehre  sn  Freibnrg,  Anfangsgronde 
der  Natarlebre.    Freiburg.    1843.    8.    {  Thir. 

Die  ExpeNneatal 'Physik.  Zaa  Selbstuoterriehte  för  Gebildete 
und  zum  Gebrauche  in  Rciol-  und  polytechnischen  Schulen.  Nacft 
del*  dritten  Auflage  des  Französischen  des  J.  Marcet,  Prof.  an  der 
Akademie  na  Genf,  ubeesetzft  von  G.  Kissling,  Professor,  Lehrer  der 
natbesuitBschen  und  physikalischen  Wissenschaften  und  der  neueren 
finraohen.  Mit  %  Tafeln  Ficuren.  Lief.  5.  6.  gr.  8.  Ludwigshurg. 
1M3.    12  gr.    (M.  vgl.  Liter.  Bericht.   No.  XIU.  &  206.) 

Anfangsgrunde  der  Physik.  Von  Prof.  A.  v.  Ettings«» 
bansen.  Erste  Lieferung.  Preis  des  ganzen  Werkes 
5Thlr.  8g^r.  , 

.  Wesnsdieieh  nur  erst  die  erste  Lieferung  dieses  nenen  Lehr* 
bnebs  der  Physik  uns  vorliegt,  so  glauben  wir  doch  die  Msec  des 
Archivs  schon  jetzt  auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen, 
iBsbetondere  wegen  der  grossen  Grfindlichkeit,  mit  welcher  es 
npgefascfcei^icfa  heatbeitet  ist,  so  dass  kein  Satz,  wie  dies  wohl  ia 
vielen  andern^  phyaskaliscben  Lehrbüchern  geschieht,  ohne  Beweis 
hingestellt  wird,  wobei  der  Verf.  natürlich  einen  fortwährenden, 
jedoch  siel  nirffeiuLi  über  die  gewöhnlichen  Elemente  ersteck^nden 
Gebrauch  von  den  Lehren  der  Mathenintik  jnnohen  «msste,  was  je- 
denfalls im  höchsten  Grade  zu  loben  ist,  weil  nur  auf  diese  Weise 
eine.  Dantellnng  der  Ph^^sik  möglich  wird,  die  mit  Recht  auf  den 
Namen  einer  streng  wissenscbaftliehen  Ansprach  maeheo  kann; 
wenn  «neb,  wie  dies  bei  dieser  bloas  die  elementaren  Lehren  der 
Mathematik  in  Ajispruch  nehmenden  Art  des  Vortra||^a  nicht  andere 
sein  kann,  allerdings  manehe  Sitze  fiir^s  Brste  nur  in  anniUieruDga- 
weiser  Biehligkeit  aufjp^estellt  werden  können.  Dasa  aber  neben 
dieser  mehr  mathematischen  Seite  des  vorliegenden  Werks  auch 
die  rein  physikalischen  LehMii  ketneawega  in  den  Schstten  gestellt 
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worden  .Mml  und  werden  «oUen«  sewen  •e^n  di€i  drei  erstes  Ha«^ 
Stücke,  welche  die  Grundlehren  der  Gliemie,  iosbeaendere  aoch  der 
Stdcbiemetrie  entbulten,  mi(  Unreieliesder  Deutliobkeit«  .  Zugleich 
erweckt  dieses  Werk  eioen  sehr  veftbeilhafteo  Begiriff  von  der  sa- 
tbemetiscben  Vorbildimg  der  Znbörer  des  Verfesser«.  Auf  vieleD 
andern  deutschen  Universitäten  würde  man  freilich  sehr  bald  aar 
leere  Bänke  vor  sich  sehea,  wenn  man  »eiaen  Vortrag  streng  an 
ein  solches  Lehrbuch  wie  das  vorliegieade  aascIUiesseB  woUte»  Je- 
denfalls ist  übrigens,  wie  es  uns  wenigstens  immer  geedMenen  bat^ 
bei  dem  Vortraj^e  der  Physik  der  Gyinnasiallebrer  gegen  den  Uni- 
Tersitätslehrer  im  Vortheil,  weil  ersterer  eine  bis  »>.  einem  be9tiBm- 
ten  Grade  gehende  mathematische  Vorbildung  seiner  Schüler  veraus- 
setzen  und  verlangen  kann,  wenn  auch  freilich  hiebei  imnier  noeh 
einige  nicht  leicht  zu  beseitigende  Hindernisse  übrig  bleiben  *). 
Deshalb  sollte  aber  auch  der  physikalische  Unterricht  auf  Gymna^ 
sien  und  ähnlichen  höheren  Learanstalten,  ohne  die  rein  physikali- 
sche Seite  zu  vernachlässigen,  immer  vorzugsweise  die  mathemati- 
sche hervorzuheben  sich  angelegen  sein  lassen,  aus  welchem  Grunde 
wir  denn  das  vorliegende  Werk  der  Aufmerksamkeit  der  l^eh^er 
an  den  genau nten  Lehranstalten  glauben  empfehlen  au  dürfen. 

Grnndznge  der  Experimentalphysik,  mit  Rücksicht 
aaf  Chemie  und  Pharmaeie,  zum  Gehrauche  bei  Vorle- 
sungen und  zum  Selbstunterrichte.  Von  D^r.  B,  Euiij 
Professor  an  der  Universität  zu  Giessen.  Mit  zabirei- 
eben  Holzschnitten  und  aasgeftthrten*  Tafela.  L  Lief. 
6.    Heidelberg.    1843.    1«  ggr. 

Dieses  Buch  hebt,  so  weit  sich  aas  dem  bis  jetzt  vorliegenden 
ersten  Hefte  nrtheiten  läset,  mehr  die  experimentelle  als  die  matbe« 
matische  Seite  der  Physik  heraus,  scheint  aber  seinem  auf  dem  Ti^ 
tel  angegebenen  speciellea  Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen«  £a 
ist  deutlich  verfasst  und  gute  Holascfanitte  und  Figurentafeln  di^ 
nen  zur  Erläuterung.  Auch  die  am  Ende  beigefügten  Tafeln  sam 
Gehraitehe  des  Physikers  und  Chemikers  sind  empfehtenswenh. 

Stein,  Trait^  6l^mentaire  de  physique  h  la  porl^  des  eafaotS) 
secoade  Vitien  revue,  corrig^e  et  augmeat^  de  notions  sar  l'ouie 
et  sur  la  daguerr^typie.    in -18.     Bmxeltes.    1843.     12  gfr.   ' 

Lectures  on  the  Principles  aad^Practjce  of  Physich  delirend  «1 
King's  College.  By  Thomas  Wotvon,  M.  D«  Fellow  of  the  Royal 
Collefcißrof  Physicians.    2  vols.    8.    eletb.    Laadna*     1843«    Ms. 

*  ■ 

Fizyks.  Physik  von  Jozef  Zochowski  Warscha«. 
1842.     2  Thle.    Soll  ein  sehr  werthvoUea  Bach  sein. 

Memoire  aor  les  ph^nombnes  qne  präsente  uae  maaae 
liquide  libre  et  sonstraite  a  Paetion  de  la  pesanteoT, 
aar  J.  Plateau,  Professeur  a  Taniversit^  de.6a«d  et« 
Premiere  partie*  (Extrait  du  Tome  XVK  den  mi^moirea 
de  rAeademie  royato  de  Brnxelfes.)    4. 

Eine  sehr  lesenswerthe,  Tiele  schöne  nur  einfoche  Apparate,  die 

'')  M.  B.  Literarlseher  Bericht.    Ho.  ¥1L    &  112.     . 
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aicb  ei»  iadtt  leioht  wird  zvBiiiiiiaenstellen  laMea  kiKiDeii;  6rfor* 
demde  Experiüeote  enthaltende- Scbfift^  die  wir  der  AiifaierkiBoi«- 
keit  der  Physiker  enpfehleii. 

Grandvoinet ,  J.  A.,  Esquisse  d'une  th^rie  des  ph^nom^nee 
nagD^dques.    Paris.     1843. 

A  Conrse  of  twelre  Elementary  Lecturea  on  Galvanisni;  illu- 
strated  with  upwards  i»f  100  eii|g^fdpftiffs' oC  Sjc^erineDts  aod  Appa- , 
ratus.    Bg.   W.  Sturgeao.    l2mo«     doui,    LoDdoo*     1843.    5  sh. 

Walker,  Manipulatioti  i^lectrotypique ,  on  Irait^  de  galranopla« 
«fie.    2e  ^die.    18.     Paria.    1843.    16  ggr. 

Praktische  AnweiflnDg  zäm  Dagoefteot^pirea  cur  Ersengaog 
•chÖB  cotorirter  LicbtbUder  aaeh  dea  «eaestefi  Metbadeit.  Mit  Be* 
aehreibnng  uad  Abbildaag  der  daxu  gehörigen  Apparate.  Nebtt 
Andeutungen  über  galfanoplastisebe  Versuebe  m  Bereiche  der  Da« 
guerreoi^pie.  3te  verbesserte  und  vermehrte  Aaflage.  gr,  10.  iiebA 
2.  liftb.  Tafeln  tn  4.    Leipzig.    184a.    12  ggr.         .  i 

A  Treatise  ao  Pbotognipbj;  coatainiiig  tfae  lateat  Diseovertet 
and  improveoenlB  appertaining  to  tbe>  Dagiierr^atvbew  By  N<  P* 
Ldrebanrs,  Optietaa  to  the  ObeervätviT.  Paris  «te.  Trantlated  fraia 
tbe  Freneh  by  Bgertao.    Post  8.    wlth  JPIate.    Londw.    1843.    7  ac 

öd.  .  V '  ■■; 

•  Traitd  de  cristallogrspbie^  pi»*  W«  A.  MiHer^  tradmt  de  l'aagUis 
par  H.  de  Seaarmant,  Ing^aieor  des  Miaea.  1  ir4l..  6.  Paris.  1840; 
avec  12  plancbes.    5  fr. 

Coura  complet  de  m^t^arolagte  de  Ia  P.  Kaemta,  traduit  et  an- 
not^  par  Cb.  Martins,  avec  im  appendice  contenant  la  repr^sentation 
rrafhique  des  tableaux  nom^riques,  par  I^  Lialaane.  Mit  10  Tafelu. 
gr.  12.    Foria.    1848.    8  f r.   • 

Magaetikcbe  und  meteorologiaebe  Beobaebtangen  au  Prag4>  ia 
Verbindung  mit  mehreren  Mitarbeitern  »usgefilbrt  umI  auf  öffsatK 
Kosten  heraosgiegeben  von  KHrl  Kreil«  Adjanet  an  iler  k.k«  Stern»* 
warte.  3ter  Jahrg.  vom'  1.  Air^t  1841  hva  31.  Juli  1842.  gr.  4. 
uebst  2  litb.  Tafeln  in  FoL  Prag.  1B43.  a  llilr.  4  jggr.  (M.  a.^ 
Liter.  Bericht.    No.  X.    S.  164.) 

Lehrbucb  der  physikalischen  Geogiaphio'  und  6e«logse  von  B. 
Stnder,  Prof.  in  Bern.  IvCap.,  entbaltead!  Dia  IMe  im  Verbiütnisa 
aar  Schwere.  Mit  eiagedrwekten  AbbiMungea  Ufid  4  Utk  Tafeln, 
gr.  8.    Ben.    1848.    2  Tbir.  21  ggi'. 

Nowalc,  Ih^  AI.  Fr.  P.    Die  Lebre  vom  teHuriaoheu  Damjife  und: 
voa  der  Circulation  des  Wassers  unserer  Erde.  —  Bin  Schritt  Vor-' 
.wfirts  in  der  Erkenntniss  unseres  Planeten.    Mit  einef  litb.  Tafel, 
gr.  8.    Prag.    1843.    2  tblr. 

Wunderbüchlein^  oder  enthüllte  Geheimniase  aus  dem  Gebiete 
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apatkie,  Natarklire  oiid 
nnde,  Hans*  «nd  Ij^odii 
ö  ggr. 


der  Sympathie,  Natarklire  oiid  •«tnriiehen  H«gt6|  Malk«n«lili,  Ge* 
werlulknDde,  Hans*  «nd  UodwirtHtobaft.    3(6  Aufl.   12.   Ulm.   18». 


Yermischte  Schriften. 


Transoctions  of  the  Royal  IrUh  Academy.  Vol.  XiX.  pari  2. 
S6Ct.%,ScieDce".  Tbo.  Romoey  Robioioa  ob  the  Constant  of  Re- 
fratetioo ,  detemNied  by  Obaenratioae  with  tbe  Maral  Cirde  of  the 
Amagh  Obaervatory.  -*-  Haaiphrey  Lloyd  Sapplemeot  to  a  Paper  9,0a 
the  matoal  Aetien  of  Permanent  Magaets,  coaaidered  ehiefly  in  re- 
fereoce  to  their  heal  relative  poaiiioo  in  ao  Ob«ervatory'\  —  George 
J.  Kdox  Suppleventary  Beaearthea  od  the  Direetioo  and  Mode  of 
Propagatioo  of  the  £leetrie  Force,  and  oa  the  Soaree  of  Bleetrie 
Developoieot.  —  Sir  Will.  Rowan  Hamilton:  On  Fluctaating.  — 
Derselbe:  Oa  BoaatioD  of  the  Fifth  Degree;  aad  eaaecially  on  a  eer« 
tain  System  «f  Expresrioa  ooimected  with  theae  £f|ttatioB8y  wUieh 
Prof.  Badaao  has  lalely  propoatd.  Tb.  Aadrews:  Oo  the  Heat^,  ifo- 
velopped  durtag  the  Comhinatioa  of  Acids  aad  Baaei.  — •  Sir  D. 
Brewster:  On  the  Compeneation  of  Polarixed  Light,  with  the  De^ 
scriptioD  of  a  Polarimeter  for  Measuring  Degreet  of  Polarizatioa.  — 
Tb.  Andrew! :  On  the  BeAt,  developped  daring  theFonaatioB  of  the 
Metaliic  Compenada  6f  Chlorine,  Broaune  and  lodiae. 

Le  opere  di  Galileo  Galilei.  Prima  edizione  completa  condotta 
ancli  anteatid  manoaorftti  palatini.  Firease.   1^3.  8.  Tomo  L  e  II. 

Diese  beiden  Bäade  enthalten :  I.  Dialogo  iotomo  ai  dne  aMa- 
almi  aistemi  del  mpndo,  ptolemaico  e  eopernieaao.  -—  11  Lettere 
in  tomo  al  sistema  copernicano.  Esercitaaioni  filoaofiche  di  d.  Ant. 
RoC(CO  eontro  il  dialogo  dei  mabs.  sistemi.  •«-*  Postille  dt  Galilei  alle 
Bsercitaaioni  del  Rocco.  —  Discorao  di  Lodori  Delle  Colombe  coa* 
tro  il  motu  deila  terra.  —  Poatille  dt  Galilei  al  Dtacorao  di  Lodov. 
Delle  Caiomhe.  *^  DIseorso  a  moas.  Giiio  iatorno  al  laaao  e  ra* 
flasae.    (M.  yergl.  Liter.  Berrebt.    Nu.  XIIL    S.  208.) 

Physikalische  Abhandlungen  der  königl.  Akademie  der  Wisaen- 
sfliaften  to  Bertin.  Ana  dem  Jahre  1843.  Berlin.  1843.  4.  4  Thir. 
14  ggr.  ^^  Manus,  Ueber  die  Ausdehnung  der  Gase  dtrch'die 
Wurme,  nit  1  Kupfertafel. -^  Dave,  Daher  ladiiction  dnnh  electm- 
magnetisches  Eisen.  (Auszug  ans  verschiedenen,  in. den  Jahren 
1838,  1839,  1841  und  1842  gelesenen  Abhandinngen.)  Mit  1  Rnpfer- 
talel.  -^  Weiaa,  Heber  daa  Kryatallsyatem  des  Enklaaes.  Mit  M 
Rnpfer. 
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Arithmetik. 


Beba-eddin's  EsseBs  der  RechenkuDst  Arabitch 
und  deutsch  heraasgegebep  vo^  Dr.  G.  B.  P.  ^Ne^seloiaiiD« 
Berlin.   1S43.   S.  20  ggr. 

0er  HemaBgeber  sagt  in  der  Vorrede:  ,»Be  ha- eddin  lebte  in 
der  spätesten  Blutbe  der  arabischen  Cahnr»  sein  Werk  ist  gevais« 
sermaassen  der  letzte  Blick,  den  ein  Scheidender  auf  den  Glana 
früherer  Jahre  zurückwirft,  um  davon  dem  Gedächtnisse  noch  zu 
erhalten,  was  sich  retten  lässt.  Insofern  ist  gegenwärtiges  Werk- 
chen interessant  für  die  Geschichte  der  Mathematik,  und  bildet  ein 
zweckdienliches  SeitenstUck  zu  der  von  Friedrich  Rosen  heraus« 
gegebenen  Algebra  des  Mohammed  ben  Musa;  wenn  uns 
nämlich  der  letztgenannte  Mathematiker  die  Algebra  der  Araber  in 
den  ältesten  Zeiten  der  Literatur  dieses  Volkes  yor  die  Augen  fuhrt, 
so  zeigt  uns  Beha-eddin's  Werk,  was  dieses  Volk  in  dem  Zeit- 
raiime  von  achthundert  Jahren  aus  dieser  seiner  Pflegebefohlenen 
gemacht  hat;  wir  haben  in  beiden  Werken  den  Anfang  und  das 
Ende  der  arabischen  Algebra  vor  Augen.'* 

<a 

Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik.  Zum  Ge- 
brauch für  Gymnasien  und  höhere  Börgerschulen.  Von 
Dr.  J.  Fiedler,^  Lehrer  am  königl.  kathol.  Gymnasium  zu 
Leobschtttz:    Breslau.   1843.   8.   1  Thlr. 

Dieses  deutlich  geschriebene,  ziemlich  vollständige,  mit  einer 
grossen  Anzahl  von  Beispielen  versehene  Lehrbuch  f^ntbält  auch 
manche  literarische  und  historische  Notizen. 

Tafeln  der  sechsstelligen  Logarithmen  für  die  Zah- 
len von  1  bis  100009, 'für  die  Sinus  und  Tangenten  von 
Sekunde  zu  Sekunde  des  ersten  Grawes,  und  für  die  Si>- 
nus,  Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten  von  3  zu 
3  Sekunden  aller  Grade  des  Quadranten.  Entworfen  von 
Gustav  Adolph  Jahn.  Zwei  Theile.  Leipzig.  1844.  4. 
Bm4  it.  22 
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Was  diese  Tafeln  leUteo  giebt  ibr  Titel  yollständig  an.  Der 
Preis  von  1  Tbir.  4  ggr;  für  beide  Tbeile  ist  ungeacbtet  des  etwa» 
grauen,  aber  ziemricb  starken  Papiers,  doch  sebr  massig  gestellt. 

Kulik,  Dr.  Jak.  Phil.t  Lebrbucb  der  höheren  Analysis.  2te 
durchaus  umgearbeitete  Auflage.  2.  Bd.  Die  lotegralrechoun^  und 
die  analytische  Geometrie,  gr^  8.  Mit  5  Steiatafeln  io  gr,  4.  Prag. 
1844.    1  TbIr.  16  ggr. 

Sammlung;  ausgewählter  allgemeiner  Formeln,  Bei- 
spiele und  Aufgaben  aus  der  DiTferenzialrechnung  und 
deren  Anwendung'  auf  Geojietri^.  .Ein  mufsbucb  für 
Lehrer  iiud  8c)iü1ef  an  hShtr^n  Uut^rtrithts^nstaUen. 
Herausgegeben  von  Dr.  C.  U.  Schnuse.  Mit  einer  Figu- 
ren tafel.     Braunschweig.    184L   8, 

Die  vorliegende  erste  Lieferung  (Preis  16  ggr.  Das  Ganze 
soll  aus  zwei  Lieferungen  bestehen)  dieser  Beispielsaromlung  enthält 
Aufgaben  zu  folgenden  Kapiteln  der  Diiferenzialrechnnog  und  deren 
Anwendung.  L  Differenzirung  algebraischer  Functionen.  A^  All- 
gemeine Formeln  (  welche  übrigens  für  alle  Arten  von  Functionen, 
,  nicht  bloss  für  die  algebraischen»  gelten).  B.  Wirklich  berechnete 
Beispiele.  C  Uebungsbeispiele.  II.  Differenzirung  exponentieller 
und  logaritbraischer  Functionen.  A.  Angemeine  Formeln.  B,  Wirk- 
lich berechnete  Beispiefe.  C.  fJebangfibeispiele.  fJI.  DifTerienzirung 
trigonometrischer  Functionen.  A^  Allgemeine  Formeln.  B.  Wirk- 
lich berechnete  Beispiele.  C.  Uebungsbeispiele.  IV.  Successive 
Diff<frenzirungen.  V.  Bliminatton  der  Constanten,  der  irrationalen 
und  transcendenten  Functionen.  A.  Wirklich  berechnete  Beispiele. 
B.  Uebungsbeispiele.    Vi.    Cntwickelung  der  Functionen  in  Reihen. 

A,  Allgemeine  ForMeFn  (Taylonicbe   und  Macinurinscbe  Formel). 

B.  Wirklich  berechnete  Beisrpielfe.  C.  Uebungsbeispiele.  Vil.  Ver- 
taUBchuDg  der  unabhängigen  Verän darliehen.  A.  Allgemeine  For- 
meln. B.  Wirklieb  bereehnefe  'Beispiele.  C,  Uebungsbeispiele. 
Till.  Bestimmutig^  des  wahren  Wefthes  der  ^netiouen,  welche  un- 
ter einer  unbestimuitei^  Forrti  eri^beinen.  A.  Allgemeine  Formeln. 
B.  Wirklich'  berechnete  Beispiele.  C,  Uebun^^sbeiSpiele.  IX  Ueber 
die  Maxima  und  Minima  der  FaUctionen  mit  einer  unabhängigen 
Veränderlichen.  A.  Wirklich  .berechnete  Beispiele.  B,  Uebungs- 
beispiele. X.  Tangenten.  XI.  Nol*malen.  Xii.  Asymptoten.  XIII. 
Sinn  oder  Richtung  d(!r  Krümmung.  XIV.  Krümmungskreis.  XV. 
Evoluten  and  Evolventen.  Dieser  ganze  geometrische  Tbeil  ist  in 
swei  Abtbeilnngen ,  nän^licii  A,  Wirklich  berechnete  A'ufgaben  und 
B.  Uebungsaufgaben  getheilt. 

Hiernach  werden  die  Les^r  des  Archivs  sich  selbst  ^n  fJrtltei) 
über  Umfang  und  Anordnung  dieser  Aufgabensamdilung,  so  weit 
dieselbe  in  der  ersten  Lieferung  jet%t  erliegt,  bilden  kfmnen.  Be- 
sondere Kigenthiimlichkeiten  hat  dtesefbe  durchaus  nicht;  dessen  un- 
geachtet glauben  wir  dieselbe  immerhin  Lehrern  der  Differensial- 
recbnung  zum  Crebrauch  empfehlen  «zu  könhc^n,  weil  mau  Oücher 
dieser  Art  beim  Ünterri^bte  eigentlich  tiicht  genug  haben  kann,  und 
das  vdrliegende  einen  ziemlichen  Reichthnm  im  Ganzen  zweckmässig 
gewählter  Aufgaben»  nlimentlich  auch  in  dem  geometrischen  Theile 
enthält.  Was  w  i-r  freitleb  in  derselben  gesacht  haben,  lind  'manche 
andere  Lebrer  der  INflerenzialrechnung  mit  uns  in  ihr  Bttcheü  wer- 
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^•n,  habco  wir  Jftider.Dielil  KefuiuteD.  Wir  suclilleii  nlmliob  paeh 
eioer  recht  grossen  Anzahl  von  BeisüieleQ  für  die  BestimmuBg 
•des  Restes  der  TaylorVekes  und  BlaelauriD'scfaen  Reibe ,  fenden 
Aber  nicbc  eiB  eiosiges,  Ja  nicht  einmal  eiae  Erwähnung  dieses 
jtöcbst  wicbtigeo  G^enstandes,  und  eben  so  wenig  natürlich  die 
allgeiaeineO)  diese  Bestlianiuiig  hesweckeoden  Formeln.  Oef  Vef- 
liisser  hat  al^o  diese  Seite  in  der  neuem  Gestaltung  der  -Theorie 
der  DiifereozialrecbMing  gans  unberückfdcbtigt  gelassen,  was  je- 
deafalls  sebr  ladelnswerth  ist^  und  wie  nothwendig  und  wielitig  es 
ist,  die  8cbüter  in  der  Bestimiming  der  Reste  der  beiden  genannten 
lieiheo  so  vieffach  wiiuaö^licb  zu  üben,  werden  gewiss  wahrhaft 
gründliche  Lehrer  >  der  Oimrenxittlreehnung  sebpn  häufig  mit  uns^ 
gefühlt  haben.  -Durch  Aolbahme  recht  vieler  sorgfaltig  gewählter 
Und  aum  Theil  wenigstens  yollständig  entwickelter  Beispiele  von 
der  erwähnten  Art  wirde  der  Verfasser  einem  wesentlichen  liedürf- 
fliisse  abgabolfeO)  seinem  Buche  eines  bleibenden  Werth  gegeben, 
und  einen  Vorzug  vor  alias  bereits  eracbieneueu  Sebrifiteu  äyi lieber 
Art  gesicbert  haben. 


Geometrie. 


Vincent,  A.  J.  H«:  Cours  de  g^mdtric  dteentaire;  revu  coo- 
jatnteatent  par  l'auteur  et  par  Bourdon.  Ouvrage  adopt^  par  PuuK 
▼ersitz.    ^  Mition.    Paris.     1843.    7  f r^ 

Saunet,  H.:  Gdom^rietb^rique  et  pratioue.  2^  Mition.  Pa- 
ris.   1843.    5  fr. 

Sammlung  von  Baispielea  aus  der  praktischen  Ste^ 
ceometrie  für  Real-  ujid  Sanntagsgewerbschulen.  Von 
Jobaon  Leonhard  Wünsch.    Nördlingen.   1844.   8.   ^  ggr. 

Enthält  ausser  einer  Sammlung  stereemetriscber  Formeln  335, 
und  in  einem  Anhange  noch  166  Aufgaben  ohne  Auflösungen. 

C4»iirs  de  G^om^trie  descriptive.  Premiere  Partie. 
Du  p«iut,*de  la  drohte  et  du  plan.  Par  M.  Theodore  Oli* 
^i«r.    Paris.    1844.    4.    Avec  Atlas  6  Thir. 

Der  «Weite  Theil  dieses  sehr  vollständigen,  alle  Empfehlung  su 
verdienen  sebeiseDden  Lehrbuchs  wird  die  kruaunen  Linien  und 
Flächen  euthalteB. 

HamiltiMi,  M.  P.:  Au  Aualytical  Svstem  of  Conic  Sections,  de— 
siwned  for  tbe  ose  of  Students.  &th  «dition.  8vo.  Cambridge. 
1M3.    10  sb.  6  d. 

Versuch  ein>er  Briveiternng  der  analirtiscfaen  Geome- 
trie auf  Grundlage  eines  neu  einzuführenden  Alcioritb- 
mns.    V^a  Cbvistia»  Doppler.     (Aus  den  Abbandiuageii 
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der  KoDiffl.  Bdhnischen  Geselliebaft  der  Wiiienscbaf- 
tcn.)    Prag.    1843.    4. 

Die  Anzeige  dieser  jedeofalU  «ehr  zu  beacbteodeo  Scbrift,  wel» 
ebe  aU  eine  weitere  Aasfübrung  des  friiber  von  denselbea  BerrM 
Verfasser  beraasgegeberien  Versucbs  einer  analytiseben  Be- 
bandlung  beliebig  begrenzte«  und  susammengeaetEter 
Linien,   rläcben    und    Körper,   nebat  einer  Anwendnog* 

~  davon  auf  yerrchiedene  Probleme  der  Geometrie  de- 
scriptire  nnd  Pertpeetive.  Prag.  1839.  4.  betraebtet  wer- 
den kann,  ist  dnrcb  znfaHige  Umstände  verspätet  worden. 

Der  eigentlicben  Hauptgedanken,  sag|  der  Verf.  in  der  Ymr^ 
rede^  die  sieb  dnrcb  das  ganze  vorlieffenoe  Werk  in  innigster  Ver* 
knupfung  dnrcbzieben ,  und  die  gleicnaam  die  Basis  nnsers  neu  na 
begründenden  Algoritbmus  bilden,  sind  vier.  ~-  Der  erste  dieser 
yier  Begriife  ist  jener^  der  völlig  willkübrlicbea,  von  der  Natur  nn4 
Bescbaffenbeit  der  Functionen  ganz  und  gar  noabhäiigigen  Begren- 
zung ^der  verscbiedenen  Objecto  und  ibrer  analytiscben  Repräsen* 
tanten.  Die  analytische  Geometrie  als  solcbe  bat  bekanntlicb  bis« 
Jier  bloss  unbegrenzte  oder  sieb  selbst  begrenzende  Linien  nnd  FISp 
eben  zum  Gegenstande  ihrer  Untersuchungen  gemacht  nnd  alle  so- 
genannten discontinnirlichen,  alle  gebrochenen  x>der  zusammenge- 
setzten Linien,  Figuren. und  Körper  davon  ausgeschlossen.  Berück- 
sichtigt man  aber,  dass  bei  Weitem  die  meisten  geometrischen 
Objecto,  die  uns  sowohl  in  der  Wissenschaft  als  im  praktischen 
Leben  fast  alltäglich  entgegentreten,  Töllig  willkürlich  begrenzte, 
mannigfaltig  zusammengesetzte,  gerade  oder  krumme  gebrochene 
Linien,  Figuren,  Flächen  und  Körper  sind:  so  wird  man  wohl  ohne 
Bedenken  anerkennen  müssen,  dass  Betrachtungen,  welche  auch 
diese  wichtigen  geometrischen  Objecto  für  analytische  Behandlung 
zugänglich  zu  machen  beabsichtigen,,  nicht  für  unnütze  mathemati- 
sche Speculationen  fuglich  gehalten  werden  können.  Bei  Gelegen- 
heit der  dabei  angestellten  Voruntersuchungen  gelangt  man  noch 
nebenher  zu  dem  wichtigen  Resultate,  dass  man  niaher  zwei  wich* 
tige  Klassen  von  geometrischen  Objecten  durch  Gleichungen  zu  re- 
präsentiren  ausser  Acht  Hess.     Es  sind  dieses  nämlich  die  Flächen- 

^  und  Körperräume.   Man  hat  sich  unter  den  Gleichungen  der  erstem 

'jedoch  weder  die  Formeln  fdr  den  Flächeninhalt  zu  denken,  nocb 
auch  beziehen  sich  jene  der  zweiten  auf  den  körperlichen  Inhalt 
eines  geometrischen  Objectes.  Sie  sind  vielmehr  die  allgemeinen 
Repräsentanten  für  sämmtliche  Punkte,  aus  denen  man  sich  sowohl 
die  Fläche  als  den  Körperraum  mit  Rücksicht  auf  ihre  bestimmte 
Begrenzung  zusammengesetzt  vorzustellen  pflegt.  -^  Der  zweite  der 
vier  oben  erwähnten  Grundgedanken  ist  jener  der  .gleicbzeitiffen 
Darstellung  mehrerer  als  zusammengehörig  betrachteter  Paukte,  Li- 
nien, Figuren  u.  s.  w.,  d.  b.  ganzer  Systeme  von  geometrischen 
Ol^ecten  mittelst  Gleichungen.  —  Der  dritte  unserer  Begriffe  ist 
jener  eines  absolut  unbeweglichen  und  unter  allen  Verhältnissen 
unveränderlichen  Coordinatensystems  sowohl  in  der  Ebene  wie  im 
Baume.  —  Der  vierte  der  erwähnten  Begriffe  ist  endlich  jener  der 
Formänderung  geometrischer  Objecto  oder  der  geometrischen  He* 
tamorphose.  Die  Ideen,  welche  den  Verf.  in  Bezu^  auf  die  beiden 
letzten  BegnfSe  geleitet  haben,  den  [jesern  mit  einiger  Deutlichkeit 
vor  die  Augen  zu  fuhren,  ist  ohne  tiefer  in  die  Sache  einzagebf»n 

nicht  wohl  möglich,  und  wir  bemerken  daher  nur,  daaa  aicn  der 
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Verf.  über  diesen  Gegenitand  S.  54.  auf  folgende  Weite  äussert: 
Sehr  bänfig  komnt  nan  in  die  Lafjpe,  mehrere  Punkte,  Linien,  Flä- 
chen, Figuren   und, Körper  als  gleichzeitig  im  Coordinaten* Räume 
.  bestehend,  d.  h.  als  ein  System  betrachten  zu  müssen.   Im  Verlaufe 
der  weitern  Betrachtungen  stellt  sich  sodann  öfters  die  Nothwen- 
digkeitein,  entweder  die  Objecto  eines  Systems  gleicbmässig  zu 
Terie|pen,  und  ihnen  als  S^tem  eine  andere  Stelle  im  Räume  an- 
zuweisen, oder  aber  nur  einzelne  aus  ihnen  oder  ^ar  nur  einzelne 
Theile  derselben,  oder  endlich  wohl  aUch  alle,  |edoch  nicht  auf 
eine  gleichartige  Weise  ihre  Lage  ändern  zu  lassen.    Die  erstere 
Veränderung  werden    wir   schletDotweqf    die  Ortsveränderung  oder 
Dislocation,  die  zweite  dagegen,  da  mit  ihr  in  der  That  eine.  Porm- 
ändemng  wenigstens  des  Systems  verknüpft  ist,  die  Transformation 
nennen^  Sowohl  die  eine  als  die  andere  Veränderung  kann  an  yer- 
echiedenen  Objecten  gedacht  und  mit  ihnen  Forgenommen  werden, 
ohne   auch   nur   im  Geringsten  eine  Aenderung  in '  der  Lage  der 
Coordinaten  gegen  einander  und*  zu  den  besagten  Kbenen  notnwen- 
dig  ▼oraussetzen  zu  müssen.    Von  diesem  Standpunkte  ans  betrach- 
tet, hahen  wir  es  für  eine  unabweisbare  Forderung  der  Consequenz, 
uns  jeder  cumulativen  Behandlungsweis^  der  beiden  so  heterogenen^ 
Probleme,  nämlich  jenes  der  Dislocation  und  der  ihr  verwandten 
Transfiffuration  einerseits,  und  der  Transformalion  der  Coordinaten 
anderseits,  dnrcbaup  und  in  jeder  Beziehung  strenge  so  enthalten. 
Der  Grund-  und  Hauptgedanke,  aus  wefcbem  die  vorliegende 
Schrift  hervorgegangen  ist,  bleibt  nach  unserer  üeberseugung  im- 
mer der:  auch  hegränzte  geometrische  Objecto  einer  analytischen 
Behandlung  zn  unterwerfen;  Und  in  dieser  Beziehung  fasst  sie  die 
Wissenschaft  allerdings  von  efner  neuen  Seite  auf,  die  man  bisher 
völlig  unbeachtet  gelassen  bat.   Die  übrigen  der  vier  ron  dem  Verf.^ 
erwähnten  Begriffe  mussten  aus  diesem  Hauptgedanken  yoo  selbst 
liervorgeben.     Möge  der  Schrift  die  Aufmerksamkeit,    welche  sie 
wegen  der  Neuheit  ihres  Inhalts  verdient,  zu  Theil,  und  der  in  ihr 
behandelte  Gegenstand  weiter  bearbeitet  werden,  wodurch  sich  ge- 
wiss noch   manche  Vereinfachungen   des   von    dem  seharlsionigen 
Verf.  eingeführten  neuen  Algorithmus  werden  auffinden  lassen,  und 
derselbe  am  besten  für  seine  Bemühungen,  der  analgetischen  Geo- 
metrie eine  neue  Seite  abzugewinnen,  belohnt  werden  wird. 

In  No.  494.-  der  astronomischen  Nachrichten  findet  sich  eine 
Abbandlung  des  Herrn  Observators  T.  Clausen  zu  Dorpat:  „De 
linearum  tertii  ordiois  proprietatikus,"  in  welcher  der 
Herr  Verfasser  einen  in  Neutons  Bnumeratio  linearum  ter-  . 
tii  ordinis  vorkommenden  Satz,  von  dem  Chaslea  io  seiner  Hi« 
atoire  de  Cr^ometrie  sagt,  dass  er  den  Beweis  vergeblich  ge- 
sucht habe,  beweist,  und  ausserdem  einige  andere  Sätze  mittheilt. 

Ausserdem  stellt  der  Herr  Verfasser  ohne  Beweis  das  fol- 
gende Theorem  auf:  „Die  Anzahl  aller  Verbindungen  za 
vier  einer  ungeraden  Anzahl  von  Punkten,  von  denen 
keine  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen,  undvondenen. 
ein  Punkt  ihnerbalb'des  Dreiecks  lieft,  dessen  Spitzen 
▼  on  den  übrigen  dreien  gebildet  werden,  ist  immer  ge- 
rade. 
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Trigonometrie. 


Köcher,  Fr.  A.:    Grandsüge  der  ebe«eir^iVin«oBetrie.    Bii 
Leitfaden  bein  Unterritofat.    gt:  8.    Breslau.    184S.    6  ggr. 


Praktische  Geometrie. 


K^mpas  PeUki.  Potaiscber  Kompass,  oder  lostrs- 
Ment,  das  die  Stelle  eioea  gewöhniiebea  Kompasaes, 
eiaes  GnomoDograpba^  eines  tragbaren  ObaerFaterinaia 
und  eines  laaCruments  aum  Zeiebnea  roa  Kegelaebnit^en 
yertritt  Construirt  uad  beschrieben  von  Wojciech  Ja- 
strzfbowski. 

Diese»  ^on  dem  Verfasser  bereits  1827  erfundene*  and  durch 
itfiteren  Gebrauch  als  zweciuaässi^  bestätigte  InstriMueat  scheint 
von  Interesse  für  die  WissenscbfifE  (Aas  dein  Jahrb.  für  Siar« 
Literatur.) 

Schenfcl,  Dr.  Konr.t  Anleitung  zusi  Feldmeaaen  ohne  mathe- 
matische Kenntnisse  durch  rein  praktisches  Verfahren;  aom  land« 
wirtbschaftliebeu  Gebrauch,    gr.  A,    Brfinn.    1844.    5  ggr» 

Lebmann,  J.  G.:  Die  Lehre  der  Situation -Zeichnung,  oder 
Anweisung  zum  richtigen  Erkennen  und  gesaueo  Abbilden^  der  Erd* 
Oberfläche  in  Karten  und  Planen.  Herausgegeben  uad  mit  Erläu- 
terungen versehen  von  R.  A.  Becker  und  G.  A.  Fischer.  2  Theile. 
5te  unveränderte  Auflaffe.  Mit  25  Kupfertafeln  in  einem  Bande  (in 
RoyaUPolio).    gr.  8.    Dresden  und  Leipzig.    1843.    cart.    10  Thir. 

TpMroHosiempiiiHa&z  creMxa.  Trigoaometriacher  Ahriss  der  Gn« 
bernien  Petersburg)  Pskow,  Witebsk  und  eines  Theils  von  Nowgo* 
rod,  vollzogen  von  Schubert.    Peterabuii^»    1842.    S  Bände. 


Sfecbanils:. 


Perfecta   solutio   nroblematis  de  principio  virtualis 
celeritatis.     Auetore  rerd.  Schweines,  Phil.  Doct.  magno 
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b«rff^e.    1843.    4    16  gsr.  ^ 

D^f  VerfaMcr  dieser  ^bniiilluDg  beabsicUigt  i«  dmelbon  nicki 
UoM  eioen  neu«»  Beweit  de«  n^eJk^iiiscbep  PriqciDS«  welche»  man 
geweholicb  4ae  Priocip  der  viriuellen  Geeckwindigii^eiteft  eeont«  M 
gebe^,  sondern  dasselbe  zugleich  auf  eineo  neuen  Aaadnick  eu/briiK 
gen,  weil  ihm  der  gewöhnliche  der  so  nöthigen.  matheaatiecbeu 
Strenge  und  Evidenz  nicht  gehörig  zu  entsprechen  scheint.  Letx- 
Ufes  suicbt  er  voitKÜglicb  dadurch  zu  erreichen »  das«  tr  m\t  dem 
Attsdrucl&e  virtuelle  Ge«chi^indigkeii  (p.  1.)  einen  vou  dem  bieheri* 
gen  verschiedenen  Begriff  verhindetj.  indem  er  darunter  die  des  bei 
einer  l^r«hi|qg  dus  Systems  von  dessen  eiezelnen  Funkten  beschrii^ 
benen  Rreisboffen  entsprechenden  (trigonometrischen)  Tangenten 
versteht,  und  üoerhaupt  nicht  sogenannte  unendlich  kleine  Drehun- 
gen, sondern  Drehungen  von  ganz  beliebiger  Grösse  betrachtet, 
welche  Andeutung  über  diesen  Punkt,  auf  den  es  nns  bei  der  von 
dem  Verf.  angestellten  Untersuchung  hauptsächlich  anzukommen 
scheint,  hier  genügen  muss.  Allerdings  gelangt  der  Verfasser  auf 
diese  Weise  mittelst  ganz  elementarer  Betrachtungen  zu  in*  aller  • 
Strenge  gültigen  Sätzen  swisdien  endlichen  Grössen,  die  er  selbst  ^ 
p.  Vlfl.  in  folgendem  Theoreme  zusammenfasst:  Summa  produ- 
ctorum  e  viribus  in  suis  virtualibus  cel  eritatibus  tam 
in  piano  quam  in  spatio  aequalis  est  momepto  rotationis 
totius  virium  systematis,  multipiicato  tangenjte  arguli, 

3ui  n  vectorihus  describitur.  So  verdienstlich  uns  nun  auch 
ie  übrigens  ganz  elementaren  Untersucbuogen  des  Verfassers  von  x 
dieser  Seite  scheinen,  und  so  sehr  wir  deshalb  die  Schrift. zu  wei- 
terer Beachtung  empfehlen ,  so  lässt  sich  doch  sns  dem  bis  jetzt 
Mitgetheilten  nicht  mit  Sicherheit  tibersehen,  in  wie  fern  4ie  V09 
dem.  Verfasser  aufgestellten  Sätze  mit  derselben  ungemeinen  Leich« 
tigkeit  zur  Bnt Wickelung  der  Lebren  der  ganzen  Mechanik  ve* 
braucht  werden  könuen,  wie  das  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten in  seiner  gewöhnlichen  Gestalt;  und  gerade  diese  grosso 
Fruchtbarkeit  der  Anwendung  wird  nach  unserer  MeiuMiig  dem  ge* 
nannten  Princip  immer  seine  hohe  Wichtigkeit  für  die  ganze  Wis* 
senschaft  sichern.  Auch  wir  selbst  haben  in  einer  früheren  Ab* 
handlung  (Beiträge  zur  reinen  und  angewandten  Mathe» 
mathik.  Zweiter  Theil.  Brandenburg.  1840.  4.  S.  225.) 
für  das  Princip  der  virtuellen  Gescbwindigkeiten  eii^en  völlig  <}vi* 
deuten  Beweis  zu  geben ,  und  dasselbe  zugleich  auf  einen  völlig 
strengen  Ausdruck  zn  bringen  versucht,  hoben  Letzteres  aber  auf 
einem  andern  Wege  als  der  Verfasser  zu  erreichen  gestrebt,  indem 
wir  nämlich  dieses  Princip  als  eine  Gleichung  zwischen  den  Grän* 
zen  gewisser  Grössen  dargestellt  haben,  wodurch,  wie  es  uns 
scheint,  der  Strenge  nichts  vergeben,  die  wirkliche  Natur  des  Ge- 
genstandes nicht  aus  dem  Auge  verloren  wird,  und  dem  Principe 
die  grosse  Fruchtbarkeit  seiner  Anwendang,  worauf  hierbei  zuletzt 
Alles  ankommen  dürfte,  völlig  gesichert  bleibt.  Indess  hat  der  Ver- 
fasser selbst  am  Ende  seiner  Abhandlung,  die  ja  überhaupt  nur  den 
Inhalt  eines  Programms  zu  einer  akademischen  Feierlichkeit  bildet, 
mit  derselben  sein«  üntefsuchnogen  i^ber  4ßB  Pripcip  der  virtuellen 
Gescbwindigkeiten  keinesweges  als  abgeschlossen  betrachtet,  nnd 
wir  dürfen  daher  weitern  Arbeiten  aus  seiner  Feder  über  diesoil 
wichtigen  Gegenstand  entgegensehen ,.  in  denen  wir  ihn  uns  nn« 
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MWidieb  die  Anmeniavg  dkr  ton  iIib  anfgettollteo  Sitxe  sor  n5g* 
liebst  einfacheo  niid  leichten  RntwickelUDji^  der  Lehren  der  Meeba- 
Bik,  und  swar  ivn&cbst  und  yonügtich  die  Herleitan^  der  bekann- 
tan  allf^emeinen  BediDguagsrleicbnogen  det  Gleicbgewichta  eines 
beliebigen  Systems  aus  denselben»  zn  welchen  bekanntlich  das  Prin- 
cip  der  Tirtnellen  Geschwindigkeiten  so  laicht  führt  (m.  s.  u.  A. 
T.  Ettinghausens  höhere  Mechanik)»  zq  zeigen  bitten.        6. 

Otto,  F.;  Benerknnffea  fibe?  den  Einfluss  der  ümdrohttng  der 
Artillerie -Geschosse  auf  lare  Bahn  im  Allgemeinen,  so  wie  fiher  die 
ÜBznIänglichkeit  der  desfallsigen  Untersuchungen  des  Herai  Pols* 
son  ins  Besondere.    4.    Berlin.    1844.    geh.  1  Thlr.  13  ggr. 


Praktische  Mechanik. 


Salienber^,  W.:  Vorträge  über  Maschinenbau.  Iqi  Auftrage 
des  Finansministerii  fiir  den  Unterricht  in  der  Königl.  Allgemeinen 
Bauschule  und  im  Köuigl.  Gewerbe- Institut  bearbeitet.  4.  Berlin. 
1842.    geh.  5  Thlr. 

^  Bxperimentalnntersnchungen  fiber  die  Gesetze  des 
Widerstandes  der  Flüssigkeiten.  Von  Colonel  Dnche- 
min.  Deutsch  herausgegeoen  Fon  Dr.  U.  C.  Schnuse.  Mit 
4  Fiffurentafeln.    Braunschweig.    1844.    8.    1  Thlr.  12  ggr. 

Unter  den  yielen  Uebersetzungen  ausfäudischer  Werke,  die 
jetzt  erscheinen,  scheint  uns  die  Verpflanzung  der  vorliegenden, 
einen  sehr  wichtigen  praktischen  Geo^nstand,  den  In  neuerer 
Zeit  zwei  heriihmte  gelehrte  Gesellschaften  zu  Preisaufgaben  ge- 
wählt haben,  betreffenden  SchriA,  welche  denselben  sehr  vollstän- 
dig behandelt,  und  nicht  bloss  alle  früher  angestellten  Untersuchnn» 
gen  mit  Umsicht  und  Kritik  'benutzt,  sondern  auch  ron  neu  ange- 
stellten Versuchen  Keontniss  giebt,  auf  deutschen  Boden  recht  ver- 
dienstlich zu  sein. 


Astronomie. 


Johann  Keppler,  kaiserlicher  Mathematiker.  Denkschrift  des 
historischen  Vereins  der  Oberpfalz  und  ron  Regensbnrg.  Mit  Kepp- 
lers  Bildniss,  Wappen  und  Facsimile  der  Handschrift.  Gr.  Imper.  4. 
Regensburg.    1842.    1  Thlr.  3  ggr. 
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iD  «ton  Jahi^licheni  Ar  SiaT.  Literatur  befiadat-  aiab  eia  .Auf« 
satx  nnter  den  Titel:  Koperaik  irebi^rt  nicb-t  in'  dit  Wal« 
balla. 

Getachichta  der  Astroaomie  rom  Anfaage  des  naa.a* 
zehntea  Jahrhanderts  bis  zn  Eode  des  Jabret  1842»  vonr 
6.  A.  Jabn.  Erster  Baad.  Leipzigr.  1844.  8.  Beide  B&od« 
4Tblr. 

.  Der  Verfosser  bat  iu  dieseia  Werk«»  desseo  erster  die  yier 
neuen  Planeten«  die  filtern  Planeten,  die  Sonne»  die  aqbtzebn  N/e* 
henplaneten  und  die  Koneten  betreffender  Baad  uns  jejnchfür  jetat 
nur  verliejrt,  eine  Aufzählung  alles  dessen  geliefert»  was  in  dena  " 
auf  dem  Titel*  genannten  Zeiträume  in  der  Astronomie  geleistet 
worden  ist,  und  wir  beben  in  dieser  Beziehung  nichts  WosentUches 
vermisst,  po  viel  sich  aus  einer  für  jetzt  natürlich  nur  flüchtigen 
Durchsiebt  urtbeilea  lässt,  glauben  dasselbe. daher  auch  allen  denen, 
welcbe  sich,  ohne  eine  grössere  Bibliothek,  henufsen  zu  können, 
mit  dem  grossen  Aufschwünge»  den  die  Astronomie  in  dem  gegen- 
wärtigen Jahrhunderte  genommen  hat»  auf  bequeme  Weise  in  mög- 
lichst kurzer  Zeit  bekannt  machen  wollen,  aus  Üeherzeogung  em* 
pfehlen  zn  dürfen.  Bei  Weitem  die  meiste  Ausbeute  haben  dem 
Verfasser,  wie  der  fluchtigste  Blick  auf  jede  Seite  lehrt,  die  astro-  . 
nomischen  Nachrichten  geliefert,  und  die  grosse  wissfsnscbaftlicbe 
Bedeutung  dieser  Zeitschrift,  die  in  ähnlicher  Weise  keine  andere 
Nation  aufzuweisen  im  Stande  ist,  und  die  längst  gehegte  hohe  * 
Achtung  vor  dem  würdigen  Heransp^eber  derselben»  ist  uns  bei  der 
Lecture  des  vorliegenden  Werks  wieder  recht  lebhaft  vor  die  Seele 

fetreten.  Dass  man  dabei  aber  auch  der  monatlichen  Cofrespoo- 
enz»  der  Zeitschrift  für  Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften^ 
der  correspondance  astrbnomique,  die  sämmtlich  nur  von  Deutschen 
redigirt  wurden,  und  des  astronomischen  Jahrbuchs,  das  in  seinen 
Anhängen,  wenigstens  in  den  frühern  Jahrgängen,  auch  den  Cha- 
rakter einer  Zeitschrift  halte,  nie  vergessen  darf  und  in  keiner 
Epoche  der  weitern  Entwickelung  der  Wisseuschuft  vergessen  wird» 
zeigt  das  vorliegende  Werk,  oessen  zweitem  Bande,  der  wahr- 
scheinlich vorzugsweise  die  Fixsterne  und  die  mehr  praktische  Seite 
der  Wissenschaft,  nämlich  die  neueren  so  vervielfachten  Methoden 
zur  Bestimmung  der  Polhöhe,  der  Länge  und  der  Zeit,  die  Grad- 
messungen, die  Theorie  der  Refraction  n.  dgl.  betreffen  wird,  wir 
mit  Verlangen  entgegen  sehen,  ebenfalls  auf  das  Deutlichste.  In 
der  mit  grosser  Bescheidenheit  geschriebenen  Vorrede  bezeichnet 
der  Verfasser  selbst  sein  Buch  sehr  richtig  weniger  als  eine  Ge- 
Bcbicbte  der  Wissenschaft  in  eigentlich  strefage«  Sinne,  sondern 
nebr  als  ein  möglichst  vollstäodigfes  Repertorium,  und  gerade  in 
diesem  Sinne  wüikseben  wir  auch  unsere  obige  Empfehlung  tou  ddn 
Lesern  des  Archivs  vorzugsweise  aufgefasat  zn  aeben.  Daas  der 
Verfasser  hauptsächlich  die  Arbeiten  dentsolier  Astronomen  berück- 
aiobtigte  nad  befüeksicfatigeir  muaste,  ist  ganz  in  der  Natur  der 
Sache  begründet  •        ' 

Nümbergfer,  Dr.  Jos.  Umil.:  Populäres  astronomisches  Hand* 
Wörterbuch,  oder  Versuch  einer  Erklärung  der  vomehmaten  Begriffe 
und  Kunstwörter  der  Astronomie  u.  s.  w.  3s  Heft.  gr.  8.  Mit 
1  Fignrentafal  and  2  Karten.    Kempten.    1843.    gab.  12  ggr. 
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P*»t<eo»lant»6.de:  Th^rie  «nalyli^pi«  ido  aytt^Me  im  moiide^ 
Tome  IV.    1  livr.    S.    Pwrii.    1843. 

Bremiker,  €•:  VerzeichDisfi  der  von  Bradlej,  Piazzi,  Lalande 
nnd  Bessel  beobachteten  Sterne.  Acadeni.  Sternkarten.  Zone  XIIK 
übr.  Blatt  14  und  Zone  XVI.  ühr.  Blatt  17.  Fol.  (in  Comm.). 
Beriifl.    1843.    2  Thlr. 

Grapbisebe  Daratelinng:  des  Laufes  derPfaneten  und 
Kometen  für  das  Jahr  1844,  nebst  aosfQhrlieher  Anlei- 
tung zu  deren  Gebrauche  für  Freunde  und  Lehrer  der 
HimmeLskunde.  Bntworfen  von  J.  N.  Schlimbach.  Barn- 
bnrff  und  Gotha.    1843.     12  ggr. 

Besteht  aus  fSnf  Tafeln  nnd  scheint  Liebhabern  der  beschauen« 
den  Astronomie  zu  empfehlen  zu  sein. 

*  Groening,  Alb.de:  quaestiones  et  controversiae  de  die  interca- 
Ivri.    4to.    Goettingae.    1843.    12  ggr. 

Naturwissenschaftlich-astronomisches  Jahrbuch  für 
physische  und  naturhistorische  Himoielsforscher  und 
Geologen  mit  den  für  das  Jahr  1845  vorausbestimmten 
Erscheinungen  am  Himmel.  Herausgegeben  von  FK 
T.  P.  Gruithuisen-  Sechstes  Jahn  Stuttgart.  1843.  8. 
2  Tlilr.  18  ggr. 

Auch  dieser  Jahrgang  des  naturwissenschoftlich-fistronomischen 
Jahrbuchs,  in  welchem  die  Einrichtung  der  frühem  Jahrgänge  un- 
iverändert  beibehalten  worden  ist,  fährt  in  seiner  Richtung  Ver- 
dienstliches zu  leisten  fort,  entbält  wieder  eine  grosse  Menge  all- 
gemein interessanter  naturwissenschaftlicher  Notizen,  qnd  ver- 
schmäht es  zugleich  auch  nicht,  die  streng  genommen  nicht  auf 
seinem  Wege  liegenden  wichtigem  neuern  Arbeiten  in  der  mathe« 
ma tischen  Astronomie  zu  besprechen,  so  wie  denn  die  sich  nicht 
häufig  findende  Verbiaduog  hinreicheoder .  mathematischer  Kennt- 
nisse mit  sehr  ausgebreiteten  naturwissenschaftlichen,  namentlich 
auch  naturhistoriscbeo  Kenntnissen  dem  Herausgeber  bei  der  Bear« 
beitung  dieses  Jahrbuchs  gewiss  sehr  zu  Statten  kommt.  Möge 
daber  das  Jahrbuch  fortfahren,  die  Richtung  in  der  Bearbeitung 
der  Astronomie,  die  es  zu  vertreten  sich  nun  einmal  vorgenommen 
hat,  auch  fernerhiii  zu  vertreten. 

'  i 

Schriften  der  Sternwarte  Seeberg.  Ermittelung  der 
absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebiger  Exeen-» 
tricität  ond  Neigung.  Von  P.  A.  Hansen,  Director  der 
Sternwarte  Steberg.  firster  Theil,  welcher  als  Beispiel 
ilie  Berechnung  der  absoluten,  vom  Satarn  erzeugten 
Störungen  des  Enekeschen  Kometen  enthält  Gotha. 
1843.    4.    3  Thlr.  8  ggr. 

Diese  für  physische  Astronomie  höchst  wichtige  Schrift  enthält 
vofzttßlieli   in  f.  IV.   auch  verschiedene  für  die  Integralrechnung 
wichtige  Datersuehungen ,   insbesondere   über   eine  ei^oe  Art  von 
Transeendenten,  welche  der  Verfasser  durch  I*i  beseiohnet.    Eot«. 
wickelt  man  nämlich »  wen»  e  wie  gefröknlich  die  Basis  der  na- 
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tfirlichen  Lögaritlinieii  bezetcbttet»  .€Af«^>  and  ^*<*^^>  In  Reiben, 
80  erhält 


nod 

woran«  die  Entstehnngp  der  in  Rede  stebenden  Transceodenten,  and 
die  Art,  wie  dieselben  su  defiDirea  sein  diirfteo,  erbellet  Der  Ver- 
fii8ter  findet  folgende,  Reiben: 

u.,e«  w,      ,   ^ 
Auf  S.  101.  giebt  derselbe  die  Gleichung 

1  =  (/0;l)*  +  2(7«x)'  +  ^(^a)'  +  ^^'X)*  +  •  •  •  • 
und  auf  S.  105.  wird  geaeigt,  dass  für  ein  angerades  • 

I\.\r=r\  —  Lf^^lV—x.^»  sin  toite 
und  fnr  ein  gerades  i  , 

7«2  =  ^y^€ax^^-««*co*  teite 

ist,  woraus  dann  ferner  die  bemerkenswertfae  für  jedes  ungerade 
und  gerade  •  geltende  Gleichung 

0==^j/*'V/"'|-i/'i 
^    gefolgert  wird.    Für  »  =  0  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergebenden 
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oder,  wenn  statt  der  iva^niren  BxpoaeDtuilgrösse  ilir  Aosdniek 
diirc^h  Sinus  QDd  Cosinus  eingeführt  wird: 

.    -^""l  =  ^  fr  ^*'  ^^  "■*  ^>dx. 
Auf  S.  107.  giebt  der  Verfasser  d^  folgenden  Reihen: 

und 

/•,i  =  l-4(/'jL)»  —  4(/'i)»-4(/»i)» -...., 

welche  letztere  Gleichungen   aus  den   beiden  vorhergehenden  ait 
Hülfe  der  ans  dem  Obigen  bekannteu  Gleichung 

1  =  (/•  J»  4-  2(/'i)»  -♦•  2(/»a)»  +  2(/»jt)»  +  . . . . 

abgeleitet  werben.    Auf  S.  109.  und  8.  110.  findet  man  die  bemer- 
kenswertben  Differentialformeln 

lü    =^       ^!^  A» 
-— i  ^  27«i  —  2/«, 

und  die  sich  hieraus  ergebende  Differentialgleichung 

und  am  Ende  des  Werks  sind  Tafeln  für  diese  Transcendenten  ge- 
geben. Ausser  den  vorher  nnmhaft  gemachten  Relationen  finden 
sich  nodi  manche  andere  bemerkeuswerthe  Ausdrücke,  die  sich 
aber  hier  natürlich  nicht  alle  mittheilen  lassen.  Jedenfalls  scbeiseo 
diese  Transcendenten  einer  ausführlichen  Untersuchung  sehr  wertb 
zu  sein ,  zu  welcher  wir  wohl  die  Leser ,  des  Archivs  auffordern 
möchten,  da  der  Verfasser  des  vorlief^enden  wichtigen  Werks,  wie 
er  selbst  S.  10.  sagt,  nur  das  auf  seinen  nächsten  Zweck  Bezog- 
liehe  in  demselben  entwickelt  hat. 
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Mossotti,  0.  F.:  ii€zioBi  elementari  di  fisica  matematica,  dote 
neir.aniversita  di  Corfa  1840  —  41.  Tomo  1.  Florenz.  1843.  6  L. 
72  Cent. 

in  Nnmner  52.  des  Jahrgaogs  1843.  Seite  820  —  837  der 
Heidelberger  Jahrbücher  bat  Herr  Professor  Gerlioff  zu  Mar- 
burff  eine  Recension  ttber  F.  tod^  Driebergs  höchst  seüsame 
Schrift:*  BeweisfuhruDg,  dass  die  Lehre  der  neuem  Phy- 
siker von  dem  Drucke  des  Wassers  und  der  Luft 
falsch  ist,  nebst  dem  Tersuche,  die  Erscheinungen  an 
flüssigen  Körpern  ohne  atmosphärischen  Luftdruck  zu 
erklären.  Mit  einer  Tafel  Abbildungen.  Zweite  Auf- 
läge.  Tausend  Ducaten  dem,  der  es  vermag^  des  Ver- 
fassers Beweise  zu  widerlegen.  Berlin.  1843.  8.  gelie- 
fert, welche  wir  vorzüglich  wegen  mancher  in  derselben  yorkom- 
mender,  den  physikalischep  Unterricht  betreffender  Bemerkungen,  die 
augenscbeinlich  aus  vieljähriger  Erfahrung  geschöpft  sind,  nir. Leh- 
rer der  Physik  lehrreich  halten,  und  deshalb  besonders  auf  dieselbe 
aufmerksam  machen.  Dass  Herr  v.  Drieberg  gern  den  alten  Horror 
vacui  vrieder  heraufbeschwören  möchte,  iat  eine  Erscheinung,  die 
vielleicht  mit  gewissen  alij^emeinern  Zeitricbtungen  in  einiger  Ver- 
bindung steht.    Sapienti  sat! 


Vermischte  Schriften.^ 


Nouvelles  Annales  de  Matb^mati-ques.  Jouirnal  des 
candidats  aux  ^coles  pelytechnioue  et  norrmale.  R^digö 
par  MM.  Terquem,  Officier,  de  Püaiversit^,  Docteur  es 
Sciences,  Professeur  aux  Ecoles  royales  d'artillerie  et 
Gerono,    Professeur  de  Matbämatiques.    Paris.    8. 

Von  diesem  neuen  mathematischen  Journal,  weiches  in  mon^tli« 
lidien  Heften  herauskommt  und,  vne  sieh  auch  schon'  aus  dem  Titel 
entnehmen  läset,  fiist  nur  allein  die  weitere  Ausbildung  der  elemen- 
aisiitareB  Tbeile  sum  Zwecke  hat,  uo4  dabei  sugleich  die  Bedürf- 
nisse des  Blesientarnnterrichls  su  beröcksichtigen  sucht,  sind  bis 
jettt  zwei  Bände  {1842  und  1843)  erschieuen.  Dass  dessen  Inhalt 
von  jetzt  an  in  dem  Archive  besonders  beräcksichtigt  werdenT  und 
aus  ihm  in  demselben  alles  vorzüglich  Wissenswertoe  mitgetbeilt 
werden  wir4,  versteht  sich  von  selbst.  Namentlich  dürfte  der  Arti- 
kel  üebungsaufgaben  aus  demselben  künftig  bereichert  werden 
können,  denn  einigermaassen  hervorstechende  eigne  Untersuchungen 
haben  wir  in  i/tn  beiden  vorliegenden  Bänden  nicht  eben  gefun- 
den.    Das  Meiste  betrifft  die  Elemente   der  analytuchen  deome- 
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Irie  und  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Linien  des  nreiten 
Grades; 

The  Cambridge  matheoiatical  Journal^No.  XIX.    No- 

yember.  1843.    L  On  Che  evaluation  af  defioite  pHultiple  integrali. 

.By  R.  L*  Bllis.    II.    On  the   equations  of  motion  of  rotation.     By 

.  Andrew  Bell.  III.  On  a  method  of  fiodiog  Che  greatest  common 
measnre  of  two  polynomials.  By  A.  Q.  G.  Craufurd.  IV.  On  (he 
symmetrica!  investigation  of  poioCs  of  infleclion,  By  W.  Walton. 
V.  Demonstration  of  PascaPs  theorem.'  By  A.,Caylay.  Tl.  On  the 
transformation  of  multiple  Integrals.  By  G.  Boole.  ?ll.  On  tlie 
'  motion  of  a  piston  and  of  the  air  in  a  c^lioder.  By  G.  G.  Sto- 
kes.  VIII.  On  the  equations  of  the  motion  of  heat  referred  lo 
curvilinear  coordioates.  IX.  Of  asymptotes  to  algebralc  cnrre«. 
By  D.  P.  Gregory.    X.   Mathe'matical   notes.    1.   If  a  plane  paaaea 

1  through  anj  point  of  a  gurface,  aadmakes  any  funetioa  of  Ihe 
intercepts  it  cnts  of  from  the  azes,  a  maximum  or  a  minimnm 
wben  it  tonches  the  snrface,  this  maximum  or  minimnm  ralne  ia 
constant  for  all  points  of  tbe  surface;  and,  conversely,  if  for  eyery 
point  of  a  surface  y  a  given  function  of  the  intercepts  of  tho  tan- 
geot  plane  is  constant,  this  function  is,  with  reference  to  ,any  Sin- 
gle point  of  the  surface,  a  maximum  or  minimum  for  tbe  tangent 
plane.    2.  To  find  the  yalne  of 

>^t  1  ^    /^«  i 

(ä,—«i)(«.—«i)-—(««-«i)(^i-«»){«» -«»)-•(««-«») 

when  ar,  ==  «,  ^ . . . .  =  «. 

Rendiconto  delle  adunanse  e  de'layori  delT  aeeade- 
mia  delle  scienae,  sezione  della  societa  reale  borboniea 
di  Napoli.    Tomo  L    Napoli    1842.    4. 

Es  ist  sehr  erfreulich,  dass  nach  Art  mehrerer  anderer  Akade- 
mien der  Wissenschaften  nun  auch  die  Societa  reale  horbonica  an 
Neapel  über  ihre  Arbeiten  einen  regelmässigen  Bericht  cu  erstatten 
angefangen  hat,  welches  gewiss  zu  der  sehr  zu  wünschendea  en- 
gern literarischen  Verbindung  zwischen  Deutschland  und  Italien  bei- 
tragen  wird.  Aus  dem  vorliegenden  Bande  machen  wir  nur  siaf 
folgende  Abhandlungen  aufmerksam.  Flauti:  Analytiacber  Beweis 
des  V.  eueliüiscben  PoatuJats  nnd  desselben  Abhandtnng  iiher  eine 
neue  nod  zweckmissigere  Beseichnung  der  krummen  Plächen  «wei- 
ter Ordnnng.  Portun.  Padula:  Betrachtungen  aber  den  Wider- 
stand der  Stiitzpfeiler  nd  andere  Abhandlungen  aoa  der  ange- 
wandten Mathematik.  Gapacei:  iher  die  Fioalerniaa  Tom  8.  Jali 
1842  und  über  das  Pnnkein  der  iMema.  De  Vieo:  über  den  Ring 
nud  die  (Satellitett  den  fiatnraa.  De  Loaa:  nenea  System  der  T^ 
nomarie. 
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PhjsikAliscIie  Abhandlötigeti  ikt  d«ti  ^ISrhftiidliii^Ar  rid 
de  skaodinaTiske  Natutfbrskarnes  3^«   oiöte,   i  Stoek« 

faolm»  1842. 

S.  68 — 80.  Historische  DorstelluDgf  dessen,  was  seit  dem  AnfaDge 
des  vorigen  Jabrbunderts  bis  zq  unseref  Kett  fiir  die 
Tk^'orie  des  Ei-dmagnetisaittB  geleistet  worden  ist; 
vo^  Prof.  Uansteen. 

S.283 — 302.  lieber  die  Gesetze  der  Fort^Banznng  des  Licbts'  in 
isophaDeti  und  einacb^g  kryställiairten  Medien;  von 
0.  J.  Brocb.^         m:  .. 

8.315—318.^  Ueber  ein  neaes  LirfltHiermbitteter;  von  C.  Holten. 

S.  319 — 349.  Teber  dre  Variation  der  Dicbtigkeit  in  ein  und  der- 
selben Abtbeilung  einer  Flüssigkeit  In  Bewegung; 
Ton  P.  Lagerhjelm. 

S.351  —  356.  Heber  die  Ansdelinung  prismatischer  Körper  vermit- 
telst wirkende^  KrSfte,  zunächst  mit  RfiekBieht  auf 
den.Einfloss  der  S^eit;  von  C.  €.  Bummel.    , 

S.  399 — '4S2.  Kritische  und  erperim enteile  Prüfung  ron  Para- 
day's  ,,AbhaBdtttt|^  über  die  Quelle  der  Kraft  in 
der  Vohaischen  Säule'',  und  Rechtfertigung  der  €on- 
tacttheorie  gegen  die  Einwendungen  in  dieser  Ab- 
handlung; von  C.  AI.  Ponisen. 

S. 433— 438.  Einige  Beobachtungen,  betreffend  den  Wärmestoff 
und  dessen  Theorie;  von  A.  J.  Angström. 

S.  439 — 447.  Versuche  mit  der  Electricität»  welche  sich  beim  Ueher- 
gange  veMscbiedener  flüssiger  Körper  in  Dampf  ent- 
wickelt, mit  besonderer  Berücksichtigung  von  deren 
Verhalten  zur  Contactelectricität;  von  P.  S.  Munck 
vonRosensbÖld. 

8.477 — 482.  €eber  die  Anwendang  van  OnelleotiemperaturWabach- 
tunken  zur  Bestimmung  der  Erdwäfme;  van  P.  A. 
Siljeatröm. 

S.487 — 492.  Versuche  mit  einem  lebeadeii  Zitteraale  in  London 
1841;  von  Carl  Palmstedt. 

Phy«ikati8<;be  und  mathematische  Abhandlungea  in  den 
Köngl.  (Svensk)  Vetenskaps- Academiens  Handliagar^ 

För  1839,  Stockh.  1841: 
S.  139— 154.    Teber  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten;  von  A.  F. 

Svanberg. 
För  1840,  Stockh.  1842: 

Nichts. 
För  1841,  Stockh.  1^42: 

y"     COM  ttOCaJX! 
^'      >^;vonC.J.Malm8ten. 

S.  89— 179«  Beobachtungen  über  das  Nordlicht  und  die  Verän» 
deffiiog«fi^  vi^ldie  die  efdmagnetiadhen  VethaltaiMa 
durch  den  Einfluss  dieaaa  Pbäaomenea  erieideni;  «an 
A.  Siljeström. 
8.187 — 196.  Ueber  eine  Methode,  sich  bei  Barometerbeobachtun- 
gen  unabhängig  von  der  Unvollkommenbeit  des  Va- 
kuums im  Binroiveler  «n  macKen;  von  N.  G.  8ef- 
ström. 
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Physikaliic^e  nni  naftbe^Bstiiehe  Abhandlnngeii  i«  Det 
KoogeK  Danike   VidenskaberoeB  Selskabs  naturTiden-    i 
skabeliffe  oir  matbenatiske  AfbandliDger.   KoaenbaireB.    I 
^  1841.    4.    B^Dd  VIII. 

8.  XIX —XXIV.    AuBsag  ans  einer  Abbandlnoff  des  Prof.  Raaiis 

über  die  periodiscbea  Retteabr&cbe. 
S. XXXI— IV.    Btatsr.  OersCed  IpgU  eine  Abbandlaag  aber  die 

Waaserbosen  vor: 
aXLIV— V.    Matbenatiscbes  vom  Prof.  Jargensen. 
S.IJUCII  — IV.    Derselbe   legte  eine  Abbandluag  yor  fiber  die 

allgemeioen  Principien  einer  Tkeorie  der  integrale, 

deren  Diflferenüale  algebraiscb  sind. 
S.LXXXY1II— IX.     Hansteen,    Abbandlung  ttber  die   von  der 

Stellung  des  Mondes  abbänrigen  Verändernngen  is 

der  magnetiscben  Intensität  der  Erde. 
S.  1—15.    Ueber  die  Zerlegung  einer  Classe  von  Fnnctionei; 

Ton  Cbr.  Jürgensen. 
S.  17-^26.    Heber  die  Sunmation  der  transcendenten  PnnctioneB, 

deren  Differentiale  algebraische  sind ;  von  demselbea 


Anzeige. 


Der  systenatiBeb  geordnete  siatbena^iscbe  Katalog  steinet 
anftiqnariseben  Lagers  ist  im  September  d.  J.  erscbienen  nnd 
sowobl  Tom  Cnterzeicbneten  als  ancb  dnrcb  alle  Bacbbandlanges 
nnd  Antiquariats -Gescbüflte  sn  besieben. 

Halle  im  November  1843. 

J.  F.  Lippert 


Druckfehler. 


Im  dritten  Hofte  mnmi  S.  S51.  Z.  %.  perspeetiTincben  ststt 
projectiviscben  gelesen  werden. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


-B 


riff.3. 


F^.M 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


Digitized  by 


Google 


Digltized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digiti^z^d  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


M 


Digitized  by 


.Google 


Digitized  by 


Google 


'/am. 


/i«^^. 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


TafFM 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


r 


Digit 


zed  by 


Google 


>   - 


*% 


'\ 


^>.%"Li/.' 


,  \ 


^     ' 


